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Ofarb́ıme všetky koncové poźıcie – vyhrávajúce aj
prehrávajúce.

Ak z danej poźıcie vieme potiahnut’ do prehrávajúcej (pre
súpera!), je vyhrávajúca.

Ak z danej poźıcie všetky t’ahy vedú do vyhrávajúcich poźıcíı
(pre súpera), je prehrávajúca.

Ak z danej poźıcie všetky t’ahy vedú do vyhrávajúcich (pre
súpera, čo nechceme) a reḿızových, je reḿızová.
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Hry s boolovskými formulami
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G1:

dané formuly Φ1(X ,Y ) a Φ2(X ,Y ) v 3-CNF

hráč na t’ahu zmeńı l’ubovol’ne vel’a svojich premenných

ak na konci t’ahu nie je jeho formula splnená, prehrá
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Veta (Stockmeyer ’79)

Hra G1 je EXP-úplná. Tzn. povedat’ pre danú poźıciu, či má biely
vyhrávajúcu stratégiu, je EXP-úplné.
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� Dôkaz.

EXP = APSPACE, normálny tvar: v každom kroku sa alternuje

L = {〈M〉#w |
M je ATS v normálnom tvare, ktorý akceptuje w v pamäti n}
redukujeme L na G1; biely vyhrá ⇐⇒ M akceptuje w ⇐⇒

∃C1∀C2∃C3 · · · : C1 `M C2 `M C3 `M · · ·

premenné X , resp. Y budú kódovat’ konfigurácie CX , resp. CY

hráči striedavo volia d’aľsiu konfiguráciu

Φ1(X ,Y ) kontroluje, či CX `M CY ,

Φ2(X ,Y ) zase kontroluje, či CY `M CX .

zostroj́ıme ako v Cook-Levinovej vete

�
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hráči striedavo volia d’aľsiu konfiguráciu
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G3:

formuly Ψ1(X ,Y ) a Ψ2(X ,Y ) v 7-DNF

hráč na t’ahu muśı zmenit’ práve jednu premennú

ak je na konci t’ahu splnená jeho formula, prehrá

tzn., hráči sa snažia nesplnit’ svoju formulu
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Veta

Hra G3 je EXP-úplná. Rovnako variant, kde sa hráč môže vzdat’

t’ahu a nepotiahnut’ je EXP-úplný.
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� Dôkaz.

redukciou z G1 – jeden t’ah v G1, ktorý zmeńı l’ubovol’ne vel’a
premenných

”
odsimulujeme“ v hre G3 viacerými t’ahmi

m bielych a m čiernych premenných v G1 −→ 2× (2m+ 2)

x ′1, . . . ,x
′
m, x ′m+1, x ′m+2, . . . ,x

′
2m+1, x ′2m+2

x1, . . . ,xm, xm+1, xm+2, . . . ,x2m+1, x2m+2︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
zodpovedá

x1,...,xm v G1

koniec
B t’ahu

pomocné
premenné

y ′1, . . . ,y
′
m, y ′m+1, y ′m+2, . . . ,y

′
2m+1, y ′2m+2

y1, . . . ,ym, ym+1, ym+2, . . . ,y2m+1, y2m+2︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
pomocné
premenné

zodpovedá
y1,...,ym v G1

koniec
Č t’ahu
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x1,...,xm v G1

koniec
B t’ahu

pomocné
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nech
ai = xi ⊕x ′i
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xi · · · 0 0 0 0 0 · · ·
x ′i · · · 0 0 0 0 0 · · ·
ai · · · 0 0 0 0 0 · · ·
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xi · · · 1 0 0 0 0 · · ·
x ′i · · · 0 0 0 0 0 · · ·
ai · · · 1 0 0 0 0 · · ·
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xi · · · 1 0 0 1 0 · · ·
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xi · · · 1 0 0 1 1 · · ·
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ai · · · 1 1 1 1 1 · · ·
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xi · · · 1 1 0 1 1 · · ·
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xi · · · 1 1 0 1 1 · · ·
x ′i · · · 1 1 0 0 0 · · ·
ai · · · 0 0 0 1 1 · · ·
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vektor a-čiek bude v tvare

0∗1∗ alebo 1∗0∗
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nech

Ai = ai ⊕ai−1 pre i > 1, ale A1 = (a1 ≡ a2m+2)

ak a = 0∗ alebo a = 1∗, tak A1 = 1
ak a = 0i−11∗ alebo a = 1i−10∗, tak Ai = 1
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xi · · · 1 0 0 0 0 · · ·
x ′i · · · 0 0 0 0 0 · · ·
ai · · · 1 0 0 0 0 · · ·
Ai · · · 0 1 0 0 0 · · ·
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xi · · · 1 0 0 0 0 · · ·
x ′i · · · 0 1 1 0 0 · · ·
ai · · · 1 1 1 0 0 · · ·
Ai · · · 0 0 0 1 0 · · ·
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podobne bi = yi ⊕y ′i a Bi = bi ⊕bi−1, B1 = (b1 ≡ b2m+2)
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xi · · · 1 0 0 1 1 · · ·
x ′i · · · 1 0 1 0 0 · · ·
yi · · · 0 1 1 1 0 · · ·
y ′i · · · 0 1 0 0 1 · · ·
ai · · · 0 0 1 1 1 · · ·
bi · · · 0 0 1 1 1 · · ·
Ai · · · 0 0 1 0 0 · · ·
Bi · · · 0 0 1 0 0 · · ·
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nelegit1 =
∨
j 6=k

(Aj ∧Ak)∨
∨
j

(Bj ∧¬Aj+1)

nelegit2 =
∨
j 6=k

(Bj ∧Bk)∨
∨
j

(Aj ∧¬Bj)

Ψ1 = nelegit1∨ (Am+1∧¬Φ1(x1, . . . ,xm,ym+2, . . . ,y2m+1))

Ψ2 = nelegit2∨ (B2m+2∧¬Φ2(x1, . . . ,xm,ym+2, . . . ,y2m+1))
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Blok
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Dáma
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Šach
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Medzinárodná dáma – pešiaci môžu brat’ aj dozadu; dáma sa
pohybuje o l’ubovol’ný počet poĺı

Č́ınska dáma – hraćı plán je šest’ćıpa hviezda, hráč sa pokúša
dostat’ svoje figúrky do opačného ćıpu

Go

č́ınsky šach Xiangqi a kórejský šach Janggi

japonský šach Shogi

hra džungl’a Dou Shou Qi
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Hry pre 1 hráča Hry pre 2 hráčov

polynomiálny NP/coNP-úplné PSPACE-úplné
#t’ahov (Tetris, Clickomania, ḿıny, (reversi, pǐskvorky, Hex,

Sudoku, Mastermind, . . . ) Amazonky, geografia,. . . )

neobmedzený PSPACE-úplné EXP-úplné
#t’ahov (Super Mario, Prince of Persia, (dáma, šach, go,

Quake, Sokoban, Rush Hour,. . . ) Shogi, Xiangqi,. . . )
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