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2.1 Turingove stroje a RAM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Nedeterminizmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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10.1 Permutačné programy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

10.2 Dôsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
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13.4 Šach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

V Logika, rozhodnutel’nost’ a zložitost’ 179
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14.1 Nerozhodnutel’nost’ aritmetiky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

14.2 Gödelove vety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Zložitost’ problémov

Vel’ká čast’ informatiky sa zaoberá návrhom rýchlych, efekt́ıvnych a praktických
riešeńı rôznych problémov – návrhom algoritmov a dátových štruktúr.

Pri každom novom riešeńı si zároveň kladieme otázku:

No dobre, ale nedalo by sa to ešte lepšie?

Intuit́ıvne pritom chápeme, že existuje nejaká hranica a lepšie sa to už
nedá. . . a práve tieto

”
hranice možného“

skúma teória zložitosti. Ideálne by sme chceli poznat’ skutočnú zložitost’ všetkých
zauj́ımavých problémov, tzn. poznat’ najlepšie riešenia a vediet’ dokázat’, že lepšie
už neexistujú.

Sú problémy, o ktorých vieme vel’a. Napŕıklad medián (stredný prvok po
zotriedeńı) dokážeme nájst’ v čase O(n) a očividne lepšie ako Ω(n) sa to nedá.
Ba čo viac, existuje algoritmus, ktorý sprav́ı 2.95n + o(n) porovnańı a vieme
dokázat’, že l’ubovol’ný algoritmus potrebuje spravit’ v najhoršom pŕıpade aspoň
2.01n+ o(n) porovnańı.

Triedit’ (v porovnávacom modeli) dokážeme v čase O(n log n) a dá sa ukázat’,
že Ω(n log n) porovnańı je potrebných. Ba čo viac, l’ubovol’ný porovnávaćı trie-
diaci algoritmus potrebuje v najhoršom pŕıpade aspoň dlg n!e ≈ n lg n−1.4426n+
O(log n) porovnańı a existuje algoritmus, ktorý dokáže triedit’ na n lg n−1.3999n+
o(n) porovnańı.

Pri iných problémoch je situácia zúfaleǰsia: Napŕıklad taký 3Sat (je daná
booleovská formula v konjunkt́ıvnom normálnom tvare splnitel’ná?) vieme riešit’

triviálne v časeO(2nn) vyskúšańım všetkých možnost́ı (všetkých pravdivostných
ohodnoteńı). Dá sa to lepšie? Áno, v súčasnosti najlepš́ı algoritmus rieši 3Sat
v čase O(1.308n) v najhoršom pŕıpade. Dá sa to ešte lepšie? Nepoznáme dôvod,
prečo by nie. Viacero l’ud́ı však veŕı, že na riešenie potrebujeme exponenciálny
čas. Tzn., že existuje konštanta c > 1 taká, že všetky algoritmy riešiace 3Sat

7



8 Kapitola 1. Úvod

potrebujú aspoň Ω(cn) času v najhoršom pŕıpade. Toto je tzv. Hypotéza o expo-
nenciálnom čase (ETH), dokázat’ ju však zatial’ nevieme. Vel’a l’ud́ı veŕı, že 3Sat
sa určite nedá riešit’ v polynomiálnom čase – žial’, ani to zatial’ nevieme vylúčit’

(toto je slávny problém P
?
= NP). Situácia je ešte zúfaleǰsia: my nevieme vylúčit’

ani len lineárny algoritmus! Najlepš́ı známy dolný odhad je, že ak nejaký algo-
ritmus rieši Sat v čase t a pamäti s, potom t× s ≥ n1.801 – teda vieme vylúčit’

lineárny algoritmus so sublineárnou pamät’ou O(n0.8).

Vel’mi zvláštne je na tom problém faktorizácie (rozklad č́ısla na súčin prvoč́ısel).
Zatial’ najlepš́ı algoritmus má heuristicky odhadovanú zložitost’

exp

((
3

√
64

9
+ o(1)

)
(lnN)

1
3 (ln lnN)

2
3

)
,

čo je (v závislosti od počtu bitov n = lgN) vel’mi zhruba asi ≈ 2O(n1/3(lgn)2/3)

– viac ako l’ubovol’ný polynóm (nO(1)), ale menej ako l’ubovol’ná exponenciálna
funkcia (2Ω(n)). Existuje polynomiálny algoritmus? Nikto nevie, hoci odborńıci
odhadujú, že skôr asi nie. Zauj́ımavé je, že existuje kvantový algoritmus, ktorý
faktorizuje v čase O(n3), kde n je počet cifier N . Zatial’ nevieme, či sa kvan-
tové poč́ıtače dajú reálne fyzicky zostrojit’, ale je možné, že v budúcnosti sa
faktorizácia bude dat’ prakticky riešit’.

Ukazuje sa, že dokázat’, že nejaký problém je (dokázatel’ne) t’ažký je. . . nuž,
t’ažké samé o sebe. . . Kým na horný odhad stač́ı jeden algoritmus, na dolný
odhad treba všetky efekt́ıvne riešenia vylúčit’.

Ukazuje sa však aj to, že relat́ıvne úspešne dokážeme určovat’
”
relat́ıvnu“

zložitost’ problémov – problémy vieme porovnávat’ a dokázat’, že jeden je t’ažš́ı
(alebo aspoň tak t’ažký) ako iný, alebo vieme dokázat’, že niektoré problémy
sú zhruba rovnako t’ažké. Prelomové boli v tomto články Stephena Cooka v
Západnom bloku a Leonida Levina vo Východnom bloku, ktoŕı v roku 1971
nezávisle od seba dokázali, že Sat je jeden z tých najt’ažš́ıch problémov, ktoré
sa dajú riešit’ nedeterministicky v polynomiálnom čase – teda jeden z najt’ažš́ıch
problémov, ktorých riešenie sa dá v polynomiálnom čase overit’. Rok na to
Richard Karp ukázal, že 21 problémov, ktoré na prvý pohl’ad vyzerajú vel’mi
odlǐsne (napŕıklad Sat, problém kliky, ofarbovanie grafu, hl’adanie Hamiltonov-
skej cesty, či problém batohu), sú v skutočnosti zhruba rovnako t’ažké. Pres-
neǰsie, ak vieme jeden problém riešit’ v čase t(n), tak aj všetky ostatné vieme
riešit’ v čase t(nO(1)), teda bud’ sa dajú riešit’ v polynomiálnom čase všetky tieto
problémy, alebo žiaden a ak na riešenie jedného problému treba exponenciálne
vel’a času, tak to plat́ı pre všetky.

V teórii zložitosti sa preto snaž́ıme hl’adat’ súvislosti medzi rôznymi problémami,
zoskupovat’ podobne t’ažké problémy, kategorizovat’ ich do rôznych tried zložitosti
a následne študujeme vzt’ahy medzi týmito triedami.



1.2. Triedy zložitosti 9

1.2 Triedy zložitosti

Ak sa na všetky problémy pozrieme zdial’ky, to najhrubšie delenie problémov je
na rozhodnutel’né (vypoč́ıtatel’né, rekurźıvne) a nerozhodnutel’né.

rozhodnutel’né nerozhodnutel’né

Takto na prvú kôpku môžeme zaradit’ napŕıklad hl’adanie najkratšej cesty, na
druhú problém zastavenia. Na prvú Ackermannovu funkciu, na druhú Busy
Beavera. Na prvú lineárne programovanie, na druhú problém totálnosti.

Ak porozumieme tomuto základnému deleniu, môžeme sa skúsit’ na problémy
pozriet’ bližšie a roztriedit’ ich do jemneǰśıch kategóríı. Teória vypoč́ıtatel’nosti sa
venuje najmä nerozhodnutel’ným problémom a problémom

”
na hranici“ rozhod-

nutel’nosti. Aj nerozhodnutel’né problémy môžeme totiž d’alej delit’ na
”
l’ahšie“ a

”
t’ažšie“ – niektoré problémy sú napŕıklad rekurźıvne vyč́ıslitel’né, niektoré ani

to nie; niektoré by sa dali vypoč́ıtat’, ak by sme mali čiernu krabičku (orákulum)
riešiacu problém totálnosti, niektoré ani tak; niektoré problémy sa dajú aspoň
poṕısat’ formulou s piatimi kvantifikátormi (a rekurźıvnym predikátom), nie-
ktoré ani tak.

My sa naopak budeme venovat’ tým riešitel’ným, rozhodnutel’ným problémom.
Budeme sa venovat’ výpočtom, ktoré po konečnom počte krokov skončia a bude
nás zauj́ımat’, kol’ko výpočtových

”
prostriedkov“ spotrebujú – napŕıklad kol’ko

času, kol’ko pamäte, kol’ko procesorov, kol’ko náhodných bitov, kol’ko nedetermi-
nizmu, atd’.

Totiž, napriek tomu, že by sme tieto problémy teoreticky dokázali riešit’, ak
by sme mali dostatok času, pamäte a energie, v praxi nie vždy dostatok času,
či pamäte máme a požiadavky niektorých algoritmov môžu byt’ astronomické.
Napŕıklad diagonála spomı́nanej Ackermannovej funkcie rastie tak rýchlo, že už

a(4) = A4,4 = 22265536

− 3 je nepredstavitel’ne vel’ké č́ıslo. Meyer a Stockmeyer
zase ukázali problém (zistit’, či je formula v nejakej konkrétnej teórii pravdivá),

kde už na vstupy d́lžky ≈ 4000 bitov by sme dokázatel’ne potrebovali logické
obvody s > 10125 hradlami. Pre porovnanie, odhadovaný počet atómov v pozo-
rovatel’nom vesmı́re je niekde medzi 1078 a 1082.

V praxi nás teda najviac zauj́ıma, ktoré problémy sú
”
prakticky riešitel’né“ a

ktoré nie. A je priepastný rozdiel medzi problémami, ktoré sa dajú riešit’ v poly-
nomiálnom čase a tými, ktoré sa dajú riešit’ v exponenciálnom čase1 (napŕıklad
algoritmus, ktorý bež́ı v čase 2n trvá dvakrát tol’ko už pre n o jedna väčšie,

1Napriek očividným námietkam, že riešenie v čase O(n1 000 000) nie je praktické a
O(1.000001n) môže byt’, je užitočné uvažovat’ takéto vel’ké a robustné triedy.
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kdežto kvadratický algoritmus trvá dvakrát tol’ko pre 1.414-násobne vel’ké n).

P EXP nerozhodnutel’né

prakticky
riešitel’né

Na jednej strane, medzi praktické riešenia by sme mohli zaradit’ aj efekt́ıvne
pravdepobnostné algoritmy (trieda BPP obsahuje problémy riešitel’né pravde-
pobnostne v polynomiálnom čase s iba vel’mi malou chybou). Prirodzene však
potom vyvstáva otázka, nakol’ko nám náhodnost’ pomáha a či dokážeme v poly-
nomiálnom čase viac problémov vyriešit’ pravdepobnostne ako deterministicky.

Toto je otázka, či P
?
= BPP, ktorej sa budeme venovat’ v VI. časti.

Na druhej strane, vel’a zauj́ımavých praktických problémov sa dá riešit’ skúšańım
všetkých možnost́ı śıce v exponenciálnom čase, ale v polynomiálnom priestore
(PSPACE) a dokonca, ak by nám niekto prezradil riešenie, vedeli by sme ho v
polynomiálnom čase overit’ (trieda NP).

P BPP NP PSPACE EXP nerozhodnutel’né

prakticky
riešitel’né

Už v 50-tych rokoch sa logik Kurt Gödel, áno, ten, čo dokázal, že v matema-
tike existujú nedokázatel’né tvrdania, v liste Johnovi von Neumannovi zamýšl’al,
aké t’ažké je niečo dokázat’: Ak existuje dôkaz nejakého tvrdenia d́lžky `, zjavne
ho vieme nájst’ v exponenciálnom čase tak, že generujeme všetky ret’azce d́lžky
` a kontrolujeme, či je to korektný dôkaz nášho tvrdenia; nedalo by sa to však
v čase polynomiálnom od `? Aj toto sa dá v zásade interpretovat’ ako zárodok

otázky, či P
?
= NP.

V súčasnosti vieme dokázat’, že P 6= EXP a že v exponenciálnom čase vieme
vypoč́ıtat’ viac ako v polynomiálnom (dôkaz v Kapitole 3). V časti IV. si dokonca
ukážeme, že vymýšl’anie stratégie, ako potiahnut’ v niektorých stolových hrách,
patŕı medzi tie najt’ažšie problémy riešitel’né v exponenciálnom čase (a preto
nemajú polynomiálne riešenie). Okrem toho si tiež ukážeme viaceré populárne
hry, ktoré patria medzi tie najt’ažšie problémy v NP či PSPACE. Otázka, či

P
?
= NP, dokonca či P

?
= PSPACE je stále otvorená, napriek tomu vieme o

problémoch
”
niekde medzi“ P a PSPACE vel’a povedat’ a v II. časti rozvinieme

zovšeobecnenie nedeterminizmu, vd’aka ktorému vieme tento terén presneǰsie
zmapovat’.

V III. časti sa zameriame na
”
l’ahké“ problémy riešitel’né v polynomiálnom

čase a pozrieme sa na to, aké problémy sa dajú riešit’ ešte efekt́ıvneǰsie – vel’mi
rýchlo paralelne alebo s vel’mi malou pamät’ou (a ktoré sa naopak nedajú). V
piatej časti sa zase vrátime k logike – koĺıske informatiky. Ako dokázali Church
a Turing, neexistuje algoritmus (ktorý vždy skonč́ı) a rozhodne, či je nejaké
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matematické tvrdenie pravdivé (tzv. Entscheidungsproblem). Napriek tomu, pre
niektoré obmedzeneǰsie logiky taký algoritmus existuje. Pozor, spoiler, takýmto
algoritmom to bude väčšinou trvat’ astronomický – hoci konečný – čas.

Na rozmyslenie

• Stretli ste sa už s nejakými dolnými odhadmi? Dajte pŕıklad.

• Poznáte nejaké NP-úplné problémy? Čo PSPACE-úplné? Alebo EXP-úplné?



12 Kapitola 1. Úvod
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P

RPcoRP

NPcoNP

BPP

P/poly

PSPACE = NPSPACE

EXP

REC

ALL

L
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REG

Obr. 2.1: Základné zložitostné triedy a vzt’ahy medzi nimi.
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2.1 Turingove stroje a RAM

V tejto knihe nás bude zauj́ımat’ časová a pamät’ová zložitost’ algoritmov, tzn.
počet krokov výpočtu nejakého stroja a pamät’, ktorú pri tom zaberie. Na mieste
sú teda otázky

• Aký model budeme použ́ıvat’?

• Zálež́ı na tom?

• Ak áno, do akej miery?

Pod’me pekne po poriadku: Štandardný teoretický model, ktorý budeme
použ́ıvat’ je Turingov stroj (skrátene TS) s jednou read-only páskou, na ktorej
je vstup, k pracovnými páskami (kde k je l’ubovol’ne vel’ká konštanta) a pŕıpadne
jednou write-only páskou na výstup.

Defińıcia 2.1 (DTIME, DSPACE). Nech f : N→ N je funkcia. Definujeme
DTIME(f(n)) ako triedu jazykov rozhodnutel’ných na Turingovom stroji v čase
O(f(n)) a DSPACE(f(n)) ako triedu jazykov rozhodnutel’ných v pamäti O(f(n)).

Špeciálne najznámeǰsie triedy, ktoré budeme študovat’ sú

• L = DSPACE(log n) – logaritmický priestor,

• P =
⋃
k DTIME(nk) – polynomiálny čas,

• PSPACE =
⋃
k DSPACE(nk) – polynomiálny priestor,

• EXP =
⋃
k DTIME(2n

k

) – exponenciálny čas.

Zrejme výpočty v čase t(n) zaberajú najviac O(t(n)) pamäte a na druhej
strane výpočty, čo zaberajú s(n) pamäte môžu bežat’ najviac 2O(s(n)) krokov
(potom sa konfigurácie zopakujú a stroj sa zacykĺı). Konkrétne z toho vyplýva,
že

L ⊆ P ⊆ PSPACE ⊆ EXP.

Sú tieto inklúzie striktné? Plat́ı L ⊂ P ⊂ PSPACE ⊂ EXP? Dobrá otázka.
Veŕıme, že áno, ale v súčasnosti to nevieme dokázat’.

Invariancia

Zálež́ı na modeli? Jednoznačne áno.
Napŕıklad ak potrebujeme sč́ıtat’ pár č́ısiel, je rozdiel, či použijeme model

ako RAM, kde sč́ıtanie trvá konštantný čas alebo Turingov stroj, kde sč́ıtanie
muśıme prácne simulovat’. Ak chceme zotriedit’ n prvkov, je rozdiel, či to bu-
deme robit’ v porovnávacom modeli (a potrebujeme aspoň Ω(n log n) porovnańı),
alebo môžeme použit’ radix sort. Ak napŕıklad chceme skontrolovat’, či je dané
slovo palindróm, je rozdiel, či použijeme Turingov stroj s dvoma hlavami alebo
len s jedinou – s dvoma hlavami to ide jednoducho v lineárnom čase, jediná
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TS s k hlavami

TS s 1 hlavou

TS s 2 hlavami

RAM s log cenou

RAM s jednotkovou cenou

RAC

O(t2)

O(t log t)

O(t3)

O(t2)

O(t log t)

O(t log2 t)

Obr. 2.2: Vzájomné simulácie jednotlivých modelov. Š́ıpka A
f(t)−−→ B znamená,

že výpočet A v čase t sa dá simulovat’ v modeli B v čase f(t).

hlava muśı pri porovnávańı ṕısmen lietat’ hore-dole zo strany na stranu (a dá sa
dokázat’, že lepšie ako v kvadratickom čase sa to nedá).

Na druhej strane, zálež́ı, aké jemné rozdiely nás zauj́ımajú. Napŕıklad v teórii
vypoč́ıtatel’nosti sa ukazuje, že ak chceme iba rozdelit’ problémy na rozhod-
nutel’né a nerozhodnutel’né, na modeli až tak nezálež́ı: Je jedno, či použijeme
Turingove stroje, λ-kalkulus, či µ-rekurźıvne funkcie. Je jedno, či použijeme
super-rýchly paralelný RAM, alebo superpomalý stroj s dvoma poč́ıtadlami. Je
jedno, či využijeme nedeterminizmus. Všetky tieto (Turingovsky úplné) stroje
definujú tie isté triedy rozhodnutel’ných a nerozhodnutel’ných problémov. Dôkaz:
jednotlivé modely sa vedia navzájom simulovat’.

A podobne to je aj pri
”
vel’kých“ robustných triedach ako L, P, PSPACE,

EXP, spomı́naných vyššie. Na modeli śıce zálež́ı, ale nie až tak, pretože
”
roz-

umné“ modely sa vedia navzájom efekt́ıvne simulovat’ (pozri obr. 2.2):

Téza o invariancii 1. Existuje štandardná trieda modelov, ktorá okrem iných
obsahuje rôzne varianty Turingovych strojov, rôzne varianty RAM s logaritmic-
kou mierou, či RAM s O(log n)-bitovými registrami. Stroje z tejto triedy sa vedia
navzájom simulovat’, pričom výpočet v čase t(n) a pamäti s(n) sa dá simulovat’

v polynomiálnom čase O(t(n)k) s len o konštantnu horšou pamät’ou O(s(n)).

Triedy ako L, P, PSPACE, či EXP sú pre tieto modely rovnaké.
V RAM modeli môžeme uvažovat’ napr. stroj s neobmedzenými registrami

X0, X1, X2, . . ., a inštrukciami:

inštrukcia cena
Xi ← c (kde c je konštanta) 1

Xi ← Xj ◦Xk, kde ◦ ∈ {+,−,∧,∨,¬} `(Xj) + `(Xk)
Xi ← XXj , XXj ← Xi `(Xj) + `(XXj )

if Xi > 0 goto m `(Xi)
nač́ıtaj j-ty znak vstupu do Xi `(vstup)

vyṕı̌s Xi na výstup `(Xi)
HALT/ACCEPT/REJECT 1

Časovú zložitost’ definujeme ako súčet cien `(n) jednotlivých inštrukcíı.
Alternat́ıvou k RAMu je tzv. RAC model, kde pridáme navyše aritmetické

inštrukcie ∗, /, %, ale obmedźıme vel’kost’ registrov na dk log ne bitov pre ne-
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jaké konštantné k (výsledok ±, ∗ bude modulo 2dk logne). Všetky operácie majú
jednotkovú cenu.

Jediné, na čo si treba dat’ pozor, ked’ definujeme model podobný RAMu,
je, aby sme nemali malú (jednotkovú) cenu a zároveň pŕılǐs silné inštrukcie
(napr. násobenie) a zároveň registre neobmedzenej vel’kosti. Pomocou k násobeńı

totiž vieme vytvorit’ č́ıslo 22k (ked’že 22k× 22k = 22k+2k = 22k+1

), ktoré má až
exponenciálny počet bitov. Spolu s d’aľśımi bitovými operáciami (AND, OR,
shift) by sme tak dostali pŕılǐs silný model, ktorý zvládne riešit’ úlohy rýchlo
vd’aka bitovému paralelizmu.

2.2 Nedeterminizmus

Nedeterministický Turingov stroj (NTS) môže mat’ počas výpočtu v danej situácii
viacero možnost́ı ako pokračovat’ (pre dané stavy hláv a nač́ıtané znaky je v δ-
funkcii viacero možných krokov). Namiesto jedného výpočtu tak dostaneme celý
strom možných výpočtov a hovoŕıme, že stroj akceptuje vstupné slovo, ak je
aspoň jeden výpočet akceptačný.

Defińıcia 2.2 (NTIME, NSPACE). Nech f : N → N je funkcia. Definu-
jeme NTIME(f(n)) ako triedu jazykov rozhodnutel’ných na nedeterministickom
Turingovom stroji v čase O(f(n)) a NSPACE(f(n)) ako triedu jazykov rozhod-
nutel’ných v pamäti O(f(n)). Presneǰsie, budeme použ́ıvat’ tzv. slabú defińıciu:
stač́ı, ak pre každé slovo, ktoré patŕı do jazyka, existuje aspoň jeden výpočet v
čase/pamäti O(f(n)).

Špeciálne najznámeǰsie triedy, ktoré budeme študovat’ sú

• NL = NSPACE(log n) – logaritmický priestor,

• NP =
⋃
k NTIME(nk) – polynomiálny čas,

• NEXP =
⋃
k NTIME(2n

k

) – exponenciálny čas.

Zrejme DTIME(t(n)) ⊆ NTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n)) a NSPACE(s(n)) ⊆
DTIME(2O(s(n))), takže

L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXP ⊆ NEXP ⊆ EXPSPACE.

Sú tieto inklúzie vlastné? Vel’mi dobrá otázka. Asi áno, ale nevieme to dokázat’.
Existuje však druhá možnost’:

Certifikáty

Namiesto stroja, ktorý sa nedeterministicky rozhoduje, zaṕı̌sme tieto rozhodnu-
tia na pásku (read-only, čitatel’nú iba zl’ava doprava). Na základe tejto pásky už
vieme výpočet robit’ deterministicky, takže to, že existuje nejaký nedeterminis-
tický výpočet, je ekvivalentné tvrdeniu, že existuje postupnost’ rozhodnut́ı.

Napŕıklad triedu NP vieme ekvivalentne definovat’:
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L ∈ NP, ak existuje polynomiálny deterministický TS M a polynóm
p také, že x ∈ L⇐⇒ ∃u ∈ {0, 1}p(|x|) : M(x, u) = 1.

Inými slovami, problémy v NP sú tie, ktoré majú riešenia polynomiálnej d́lžky,
ktoré sa dajú v polynomiálnom čase overit’.

Triedu coNP tvoria komplementy problémov v NP. Ekvivalentne, L ∈ coNP,
ak x ∈ L ⇐⇒ ∀u : M(x, u) = 1, kde u má polynomiálnu d́lžku a M bež́ı v
polynomiálnom čase.

Operátory

Vo všeobecnosti môžeme definovat’ množinu certifikátov (svedkov)

W (p, L, x) = {y ∈ {0, 1}p(|x|) | x#y ∈ L}.

a pre l’ubovol’nú triedu jazykov C operátory ∃, ∀ a co:

L ∈ ∃ · C ⇐⇒ ∃L′ ∈ C : x ∈ L↔ |W (nk, L′, x)| > 0

L ∈ ∀ · C ⇐⇒ ∃L′ ∈ C : x ∈ L↔ |W (nk, L′, x)| = 2|x|
k

L ∈ co · C ⇐⇒ LC ∈ C

Potom

NP = ∃ · P
coNP = co · NP = co · ∃ · P = ∀ · P

vo všeobecnosti co · ∃ · C = ∀ · C a co · ∀ · C = ∃ · C.

Nedeterministický priestor

Zatial’̌co o nedeterministickom čase až tak vel’a nevieme (nevieme, či P ⊂ NP,
nevieme, či NP 6= coNP), o nedeterministickom priestore vieme dve základné
prekvapivé veci:

• nedeterministický priestor s(n) vieme simulovat’ deterministicky v s(n)2,

• nedeterministický priestor je uzavretý na komplement.

Veta 2.1 (Savitch (1970)). Nech log n ≤ s(n) je páskovo konštruovatel’ná,
potom

NSPACE(s(n)) ⊆ DSPACE(s(n)2).

Takže napŕıklad PSPACE = NPSPACE = coNPSPACE.

� Dôkaz. Nech M je NTS; chceme otestovat’, či sa M dostane z konfigurácie
C1 do C2 na k krokov (zo začiatočnej do l’ubovol’nej akceptačnej na cs(n) krokov).
Ak C1 = C2 alebo C1 ` C2 na 1 krok, áno; v opačnom pŕıpade, ak k ≤ 1, tak
nie; a ak k ≥ 2, vyskúšame všetky možné prostredné konfigurácie C a rekurźıvne
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otestujeme, či sa M dostane z C1 do C na bk/2c a z C do C2 na dk/2e krokov.
�

S nasledujúcou vetou sa čitatel’ možno stretol na Formálnych jazykoch a
automatoch v tvare, že kontextové jazyky sú uzavreté na komplement. Kon-
textové jazyky sú však práve jazyky akceptované nedeterministickým lineárne
ohraničeným automatom, čo je trieda NSPACE(n). Tento dôkaz sa dá zovšeobecnit’

pre s(n) ≥ log n:

Veta 2.2 (Immerman (1988), Szelepcsényi (1988)). Nedeterministický
priestor je uzavretý na komplement: NSPACE(s(n)) = coNSPACE(s(n)) pre
s(n) ≥ log n. Špeciálne NL = coNL a kontextové jazyky sú uzavreté na kom-
plement.

2.3 Booleovské obvody

Booleovské obvody sú vel’mi prirodzený matematický model pre digitálne elek-
tronické obvody, z ktorých sú poskladané mikročipy v našich poč́ıtačoch. Pŕıklady
takýchto obvodov vid́ıme na obrázku 2.3.

Defińıcia 2.3 (BO). Booleovský obvod C je acyklický orientovaný graf; vrcholy,
do ktorých nejde hrana voláme vstupné, ostatné vrcholy sú hradlá označené ∧, ∨,
alebo ¬, niektoré vrcholy sú označené ako výstupné. Tradične budeme vyžadovat’,
že hradlá ∧ a ∨ majú dva vstupy, hradlo ¬ jeden. V booleovských obvodoch s
neobmedzeným stupňom môžu mat’ hradlá ∧ a ∨ l’ubovol’ne vel’a vstupov. Hodnota
obvodu C(x) sa vypoč́ıta prirodzeným spôsobom – vstupným hradlám sa priradia
hodnoty, postupne sa aplikujú jednotlivé hradlá a vypoč́ıtajú výstupné hodnoty.

Tak ako pre Turingove stroje nás zauj́ımali čas a priestor, pre booleovské
obvody nás budú zauj́ımat’ najmä dve miery zložitosti:

• vel’kost’ – počet hradiel obvodu, znač́ıme |C| a

• h́lbka – d́lžka najdlhšej cesty medzi vstupným a výstupným hradlom.

Vel’kost’ súviśı s časom, za ktorý by sme obvod vyhodnocovali sekvenčne, po
jednotlivých hradlách, respekt́ıve s celkovou prácou, ak by sme obvod vyhod-
nocovali paralelne. Hĺbka súviśı s časom, za ktorý môžeme obvod vyhodnotit’

paralelne.
Všimnite si, že jeden konkrétny obvod má fixný počet vstupov. Takto napŕıklad

môžeme študovat’ problém sč́ıtania 32-bitových č́ısel. Ak však chceme model,
ktorý funguje pre l’ubovol’nú vel’kost’ vstupu, budeme uvažovat’ postupnost’ C0, C1, C2, . . .
obvodov, pričom Cn je obvod, ktorý funguje na n-bitových vstupoch.

Navyše navrhované obvody C0, C1, C2, . . . väčšinou nie sú úplne náhodné,

”
hala-bala“, ale nasledujú podl’a nejakého vzoru, schémy. Napŕıklad na obr. 2.3c

je zobrazená schéma obvodu, ktorý sč́ıta dve n-bitové č́ısla. Vo všeobecnosti
hovoŕıme, že postupnost’ obvodov je uniformná, ak pre dané n vieme efekt́ıvne
zostrojit’ obvod Cn. Konkrétne
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(a) Najmenš́ı obvod (ak povoĺıme hradlo XOR (⊕) a ekvivalenciu (≡)), ktorý testuje,
či je počet bitov delitel’ný tromi, teda či x1 + x2 + x3 + x4 ≡ 0 (mod 3).

(b) Úplná 1-bitová sč́ıtačka; hodnota S je súčet A+B +Cin (mod 2) = A⊕B ⊕Cin,
Cout ≡ (A+B + Cin ≥ 2) ≡ Cin ∧ (A⊕B) ∨ (A ∧B) je prenos do vyššieho rádu.

(c) Sč́ıtanie n-bitových č́ısel sa dá potom poskladat’ z 1-bitových sč́ıtačiek.

Obr. 2.3: Pŕıklady booleovských obvodov.

Defińıcia 2.4 (Logspace uniformnost’). Hovoŕıme, že postupnost’ obvodov
{Cn}n∈N je logspace uniformná, ak pre dané n (resp. slovo 1n) vieme vypoč́ıtat’

popis Cn s použit́ım logaritmickej pamäte. (Z toho mimochodom vyplýva, že
obvod Cn je polynomiálne vel’ký od n. Pre väčšie obvody treba uvažovat’ iné
defińıcie uniformnosti.)

Veta 2.3. Trieda jazykov rozhodovaná logspace uniformnými obvodmi je práve
trieda P.

� Dôkaz. Prenechávame čitatel’ovi. �
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2.4 Paralelizmus

Ako sme naznačili vyššie, dobrý model pre štúdium paralelizmu sú obvody.
Praktickeǰśı na programovanie je však model PRAM (paralelný RAM), ktorý sa
skladá z p(n) procesorov (definovaných ako RAM s jednotkovou cenou vyššie)
a zo zdiel’anej pamäte – registrov G0, G1, . . .. Navyše každý procesor má svoje
lokálne registreXi,0, Xi,1, . . .; i-ty procesor má svoj identifikátor i ∈ {1, . . . , p(n)}
uložený v špeciálnom registri pid a každý procesor pozná hodnotu p(n).

Procesory sú synchronizované, začnú naraz a v každom kroku vykonajú bud’

lokálnu operáciu (ako v modeli RAM), alebo zápis alebo č́ıtanie z globálnej
pamäte. Podl’a pŕıstupu ku globálnej pamäti potom rozlǐsujeme varianty:

• CRCW (concurrent read, concurrent write) – viacero procesorov môže
č́ıtat’ z aj zapisovat’ do toho istého registra; nač́ıta sa hodnota pred zme-
nou, zaṕı̌se sa jedna z hodnôt (v modeli PRIORITY CRCW sa zaṕı̌se
hodnota procesoru s najmenš́ım id, v modeli ARBITRARY CRCW sa vy-
berie niektorá a programátor nemá kontrolu nad tým, ktorá a v modeli
COMMON CRCW musia byt’ všetky hodnoty zapisované v jednom kroku
do jedného registra rovnaké, v opačnom pŕıpade je výpočet nedefinovaný).

• CREW (concurrent read, exclusive write) – viacero procesorov môže č́ıtat’,
zapisovat’ môže len jeden

• EREW (exclusive read, exclusive write) – žiadne dva procesory nemôžu
č́ıtat’ alebo zapisovat’ do toho istého registra.

Vyššie sme spomı́nali, že ak sekvenčnému RAMu pridáme násobenie, po-
voĺıme neobmedzené registre a napriek tomu budeme uvažovat’ jednotkovú cenu
inštrukcíı, dostaneme silný paralelný model.

Podobne ako pri sekvenčných, aj pri paralelných výpočtoch teda vyvstáva
otázka, aký model zvolit’ a do akej miery na tom zálež́ı. Aj v tomto pŕıpade
existuje vel’ká trieda modelov, ktoré sa dokážu navzájom efekt́ıvne simulovat’

(čas je polynomiálny od času simulovaného výpočtu, často dokonca nanajvýš
logaritmický faktor navyše). Konkrétne (pozri obr. 2.4) napŕıklad:

• Hradlo s n vstupmi sa dá simulovat’ obvodom s binárnymi hradlami v tvare
binárneho stromu h́lbky log n a vel’kosti n − 1. Obvody s neobmedzeným
stupňom vel’kosti s(n) a h́lbky d(n) sa takto dajú simulovat’ obvodmi s ob-

medzeným stupňom h́lbky d(n) log s(n) (v pŕıpade polynomiálnej vel’kosti
to je faktor O(log n) navyše) a vel’kosti O(s(n)2).

• Pre CRCW PRAM s p(n) procesormi bežiaci v čase t(n) existuje ekvi-

valentná postupnost’ obvodov s neobmedzeným stupňom h́lbky O(t(n)) a
vel’kosti O(poly(p(n), t(n), n)) (Stockmeyer a Vishkin, 1984).

• Jeden krok CRCW PRAM s p procesormi sa dá simulovat’ na EREW
PRAM v O(log p) krokoch. Teda výpočet CRCW PRAM v čase t(n) na
p(n) procesoroch sa dá simulovat’ v čase O(t(n) log p(n)) na EREW PRAM
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s p(n) procesormi (v pŕıpade polynomiálneho počtu procesorov to je faktor
log n navyše).

• Logspace uniformné obvody h́lbky d(n) a vel’kosti s(n) vieme simulovat’ na
CRCW PRAM v čase O(d(n) + log s(n)) a poly(s(n)) procesormi (z toho
log s(n) trvá vygenerovat’ a dekódovat’ booleovský obvod a d(n) samotná
simulácia) (Stockmeyer a Vishkin, 1984).

•
”
Dostatočne uniformné“ obvody s obmedzeným stupňom h́lbky d(n) a

vel’kosti s(n) sa dajú akceptovat’ na RAM[∗] resp. RAM[<<, >>] (t.j.
sekvenčný RAM s jednotkovou cenou, kde pridáme násobenie, resp. bitový
posun vpravo a vl’avo) v čase O(d(n) + log s(n) log log s(n)). (Trahan a
spol., 1992).

• Pre t(n) ≥ log n jazyk akceptovaný na PRAM s p(n) procesormi v čase
t(n) sa dá akceptovat’ na RAM[∗] v čase O(t(n) log p(n)t(n)) (Trahan a
spol., 1992).

• RAM[∗], dokonca PRAM[∗] sú vel’mi silné modely – vieme ich simulovat’

na PRAM v čase t2/ log t(n), ale len s použit́ım exponenciálneho počtu
procesorov.

BO s neobm.

hradlami

Booleovské obvody

CRCW-PRAM

EREW-PRAM

RAM[*]
(jednotková cena, neobmedzené registre, násobenie)

d log s / s2

t / poly(p, t, n)

d+ log s / poly(s)

d+ log s log log s
t log pt

t log p / p

Obr. 2.4: Vzájomné simulácie paralelných modelov. Š́ıpka A
f / g−−−→ B znamená,

že výpočet A sa dá simulovat’ v modeli B, pričom f je h́lbka obvodu alebo
paralelný čas a g je vel’kost’ obvodu alebo počet procesorov; pre obvody je d
h́lbka a s vel’kost’ obvodu, pre PRAM je t čas a p počet procesorov.

Téza o paralelných výpočtoch 1. Čas na
”

rozumnom“ paralelnom modeli
a priestor na

”
rozumnom“ sekvenčnom modeli sú zhruba ekvivalentné (až na

polynomiálny faktor). Špeciálne problémy riešitel’né paralelne v polynomiálnom
čase sú práve tie riešitel’né sekvenčne v polynomiálnom priestore.

V druhej časti si ukážeme d’aľśı model pre paralelné výpočty: alternujúce
Turingove stroje.
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2.5 Neuniformnost’

Ak z defińıcie booleovských obvodov vypust́ıme podmienku, že n-tý obvod vieme
efekt́ıvne zostrojit’, ostane nám jednoduchš́ı, zato ovel’a silneǰśı neuniformný mo-
del.

Defińıcia 2.5 (SIZE). Definujeme SIZE(s(n)) ako triedu všetkých jazykov L,
pre ktoré existuje postupnost’ obvodov {Cn} vel’kosti s(n) taká, že pre každé x ∈
{0, 1}∗ je x ∈ L⇐⇒ C|x|(x) = 1.

Takáto neuniformnost’ je vel’mi silná vec – všimnite si, že SIZE(O(n2n)) ob-
sahuje všetky – aj nerozhodnutel’né – jazyky. Stač́ı totiž pre každé n do obvodu

”
zadrátovat’“ pravdivostnú tabul’ku funkcie [x ∈ L]:

Cn(x) ≡
∨

|z|=n,z∈L

( ∧

i:zi=1

xi ∧
∧

i:zi=0

¬xi
)
≡

∧

|z|=n,z/∈L

( ∨

i:zi=1

¬xi ∨
∨

i:zi=0

xi

)

Ak sa obmedźıme na polynomiálne vel’ké obvody, dostaneme tzv. triedu
P/poly:

Defińıcia 2.6 (P/poly). P/poly =
⋃
k SIZE(nk) je trieda jazykov rozhodo-

vaných neuniformnými obvodmi polynomiálnej vel’kosti.

Zjavne P ⊆ P/poly. Navyše táto inklúzia je ostrá, ked’že P/poly obsahuje
nerozhodnutel’né jazyky. Stač́ı totiž zobrat’ váš obl’́ubený nerozhodnutel’ný jazyk
(napŕıklad problém totálnosti) a zakódovat’ ho unárne, nad jednoṕısmenovou
abecedou (definujeme L ⊆ {1}∗, 1n ∈ L práve vtedy, ked’ n-tý Turingov stroj
zastav́ı na každom vstupe). Takéto jazyky sú tiež nerozhodnutel’né, avšak všetky
unárne jazyky patria do P/poly – odpoved’ pre každé n jednoducho zadrátujeme
do obvodu. Výsledkom bude postupnost’ triviálnych obvodov C0, C1, C2, . . ., kde
Cn jednoducho povie Áno, ak 1n ∈ L a Nie, ak 1n /∈ L. Táto postupnost’ sa,
samozrejme, pre nerozhodnutel’né jazyky nedá efekt́ıvne zostrojit’, ale existovat’

existuje.

Turingove stroje s radou

Iný spôsob, ako môžeme definovat’ neuniformné modely: Predstavme si, že Tu-
ringov stroj dostane okrem vstupu d́lžky n aj radu αn (táto rada je rovnaká

pre všetky vstupy d́lžky n). Model je teda špecifikovaný jednak programom M
a jednak postupnost’ou rád α0, α1, α2, . . . a stroj akceptuje vstupné slovo x, ak
M(x, α|x|) = 1.

Označme DTIME(t(n))/a(n) triedu jazykov rozhodnutel’ných v čase t(n) s

radou d́lžky a(n). Potom plat́ı:

Veta 2.4. P/poly =
⋃
k,d DTIME(nk)/nd, teda neuniformné polynomiálne ob-

vody sú ekvivalentné polynomiálnym Turingovym strojom s polynomiálnou ra-
dou.
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(a) Graf Pr[H = k]. Pravdepodobnost’, že
padne k hláv má binomiálnu distribúciu.
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(b) Graf Pr[H ≥ k]. Pravdepodobnost’,
že padne ≥ k hláv klesá exponenciálne
rýchlo.

Obr. 2.5: Mincu, kde hlava padá s pravdepodobnost’ou 40% hod́ıme 1000-krát.
V priemere padne približne 400 hláv. Aká je pravdepodobnost’, že padne aspoň
500 hláv? Vel’mi malá. Už pre 430 hláv je pravdepodobnost’ menej ako 2.9%.

� Dôkaz. Radu vieme
”
zadrátovat’“ do neuniformného obvodu a naopak, Tu-

ringov stroj môže simulovat’ obvod, ktorý mu posunieme ako radu. �

2.6 Náhodnost’

Defińıcia 2.7. Pravdepodobnostný Turingov stroj (PTS) definujeme podobne
ako nedeterministický TS, s tým rozdielom, že PTS má v každom kroku na výber
najviac dva prechody (|δ(q, a)| ≤ 2) a v pŕıpade dvoch možnost́ı si hod́ı mincou a
vyberie náhodne. To znamená, že ten istý PTS M na tom istom vstupe x môže
niekedy akceptovat’ a niekedy odmietat’. Má zmysel bavit’ sa o pravdepodobnosti ,
že M akceptuje x.

Defińıcia 2.8 (BPP). BPP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje PTS M
bežiaci v polynomiálnom čase, ktorý slová v jazyku L akceptuje s pravdepodob-
nost’ou aspoň 2/3 a slová mimo jazyka akceptuje s pravdepodobnost’ou najviac
1/3 (a odmieta s pravdepodobnost’ou aspoň 2/3). Hovoŕıme, že M akceptuje L
s chybou ε < 1/2, ak Prr[M(x) 6= L(x)] ≤ ε (kde jazyk L chápeme ako funkciu
z Σ∗ → {0, 1}). BPP-jazyky sú tie, ktoré vieme akceptovat’ polynomiálnym PTS
s chybou najviac 1/3.

Vol’ba konštanty 1/3 je viac-menej arbitrárna a čokol’vek menej ako 1/2 by
bolo rovnako dobré. Dokonca by stačila pravdepodobnost’ chyby aspoň nezaned-
batel’ne menšia ako polovica: 1/2− 1/poly(n) – opakovańım totiž vieme chybo-
vost’ exponenciálne zńıžit’:

Veta 2.5. Nech L je jazyk a M polynomiálny Turingov stroj taký, že Prr[M(x, r) 6=
L(x)] ≤ 1/2 − 1/nc. Potom L ∈ BPP a existuje polynomiálny TS M ′ taký, že

Prr[M(x, r) 6= L(x)] ≤ 1/2n
k

.
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� Dôkaz. Stač́ı výpočet viackrát zopakovat’ a vybrat’ si tú časteǰsiu odpoved’.
Označme p = 1/2− 1/nc pravdepodobnost’ chyby a q = 1− p. Aká je pravdepo-
dobnost’, že sa pomýlime v aspoň polovici pŕıpadov? To je rovnaká úloha, ako
ked’ máme falošnú mincu, kde hlava padá s pravdepodobnost’ou p, hod́ıme ju
t-krát a chceme vediet’, s akou pravdepodobnost’ou padne aspoň polovica hláv
(pozri obrázok 2.5).

Pravdepodobnost’, že sa pri 2t opakovaniach pomýlime práve i-krát (hod́ıme
práve i hláv) má binomiálnu distribúciu

(
2t
i

)
piq2t−i, pričom piq2t−i ≤ ptqt.

Pravedepodobnost’, že sa pomýlime aspoň t-krát je najviac

2t∑

i=t

(
2t

i

)
(pq)t ≤ 22t × (pq)t = (4pq)t =

(
1− 1

n2c/4

)t
.

Pre t = n2c/4 dostávame pravdepodobnost’ (1− 1/t)t ≤ 1/e. Pre t ešte nk-krát

väčšie bude pravdepodobnost’ omylu exponenciálne malá: (1−1/t)t×n
k ≤ 1/en

k

.
Alternat́ıvny dôkaz je s použit́ım Černofovej nerovnosti (pozri sekciu A.3):

Pre t = n2c+k je očakávaný počet hláv n2c+k/2−nc+k. Aká je pravdepodobnost’,
že to bude aspoň (1 + δ)-násobok pre δ = 2/nc?

Pr[X ≥ (1 + δ)µ] < e−µδ
2/3 = e−Θ(n2c+k)/Θ(nc)2

= e−Θ(nk). �

Špeciálne pŕıpady pravdepodobnostných algoritmov sú tie, ktoré sa mýlia
iba na jednu stranu (RP a coRP) a tie, ktoré sa nemýlia vôbec (ZPP).

Defińıcia 2.9 (RP, coRP, ZPP). RP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje
PTS M bežiaci v polynomiálnom čase (PPTS), ktorý akceptuje slová v jazyku L s
pravdepodobnost’ou aspoň 1/2 a slová mimo jazyka vždy odmietne. (To znamená,
že ak M povie Áno, odpoved’ je správna. Ak povie Nie, môže sa mýlit’.)

Naopak, pri coRP existuje PPTS M , ktorý slová z L vždy akceptuje a slová
mimo odmietne s pravdepodobnost’ou aspoň 1/2.

ZPP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje PPTS M , ktorý odpovie vždy
správne, alebo povie Neviem, pričom pravdepodobnost’, že odpovie Neviem je
najviac 1/2. (ZPP algoritmy sa prezývajú tiež Las Vegas algoritmy.)

Zopár triviálnych inklúzíı a rovnost́ı, ktoré prenechávame ako cvičenie čitatel’ovi:

Veta 2.6. Plat́ı:

• P ⊆ ZPP ⊆ RP ∪ coRP ⊆ BPP ⊆ PSPACE,

• coRP = co · RP, teda v coRP sú doplnky jazykov v RP,

• RP ⊆ NP, coRP ⊆ coNP,

• ZPP = RP ∩ coRP,

• ZPP je trieda jazykov, pre ktoré existuje PTS M , ktorý dá vždy správnu
odpoved’ a pre každý vstup je očakávaná časová zložitost’ polynomiálna.
(To znamená, že s malou pravdepodobnost’ou môže výpočet trvat’ aj ovel’a
dlhšie, ale v priemere cez všetky hody mincou je polynomiálny.)
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Certifikáty

Tak ako sme nedeterministické rozhodnutia zaṕısali na špeciálnu pásku a triedu
sme NP definovali cez overovanie certifikátov, môžeme aj náhodné bity naṕısat’

na špeciálnu pásku a definovat’ BPP cez certifikáty:

Defińıcia 2.10 (BPP). BPP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje determi-
nistický TS M pracujúci v polynomiálnom čase taký, že pre náhodné r (poly-
nomiálnej vel’kosti),

• ak x ∈ L, tak Prr[M(x, r) = 1] ≥ 2/3 a

• ak x /∈ L, tak Prr[M(x, r) = 1] ≤ 1/3.

Defińıcia 2.11 (RP, coRP). RP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje de-
terministický TS M pracujúci v polynomiálnom čase taký, že pre náhodné r
(polynomiálnej vel’kosti),

• ak x ∈ L, tak Prr[M(x, r) = 1] ≥ 1/2 a

• ak x /∈ L, tak Prr[M(x, r) = 1] = 0.

Operátory

Vo všeobecnosti môžeme definovat’ operátory R a BP:

L ∈ R · C ⇐⇒ ∃L′ ∈ C : x ∈ L→ |W (nk, L′, x)| ≥ 1
2 · 2|x|

k

∧ x /∈ L→ |W (nk, L′, x)| = 0

L ∈ BP · C ⇐⇒ ∃L′ ∈ C : x ∈ L→ |W (nk, L′, x)| ≥ 2
3 · 2|x|

k

∧ x /∈ L→ |W (nk, L′, x)| ≤ 1
3 · 2|x|

k

Plat́ı: RP = R · P, BPP = BP · P.

Dobrá rada je viac ako náhoda

Predpokladá sa, že BPP = P, tzn. každý pravdepodobnostný TS vieme
”
deran-

domizovat’“, pričom zložitost’ sa nezhorš́ı viac ako polynomiálne. Zatial’ je však
otázka P = BPP otvorený problém (pozri čast’ VI).

To, čo vieme dokázat’ bezpodmienečne je, že neuniformnost’ je silneǰsia ako
náhodné bity:

Veta 2.7 (Adleman (1978)). BPP ⊆ P/poly.

� Dôkaz. Majme BPP stroj M , ktorý sa na n-bitovom vstupe pomýli s prav-
depodobnost’ou najviac 2−(n+1). Pravdepodobnost’, že sa M pomýli na aspoň
jednom n-bitovom vstupe (pre náhodný ret’azec) je najviac 2n · 2−(n+1) = 1/2.
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Teda aspoň polovica náhodných ret’azcov je taká, že M sa nepomýli na žiadnom
vstupe – l’ubovol’ný z nich môžeme zobrat’ ako radu pre M . �

Táto veta má aj praktické dôsledky. Vezmime napŕıklad také testovanie
prvoč́ıselnosti. Hoci v súčasnosti už vieme rozoznávat’ prvoč́ısla deterministicky
v polynomiálnom čase, omnoho rýchleǰsie sú pravdepodobnostné algoritmy. Tie
však s malou radou (pre danú vel’kost’ vstupu) dokážeme derandomizovat’.

Miller-Rabinov test prvoč́ıselnosti (Rabin, 1980) funguje nasledovne:

1. Zaṕı̌seme n−1 v tvare 2sd, kde d je nepárne. Zvoĺıme náhodné 0 < a < n,
tzv. bázu.

2. Ak ad ≡ 1 (mod n), alebo pre nejaké 0 ≤ k < s je a2kd = a(n−1)/2s−k ≡ −1
(mod n), n je asi prvoč́ıslo. V opačnom pŕıpade je n zaručene zložené.

Test je založený na dvoch vlastnostiach prvočisel:

1. Malá Fermatova veta: ap−1 ≡ 1 (mod p),

2. Zp je pole, takže x2 ≡ 1 (mod p) má 2 riešenia: ±1.

Ak najskôr umocńıme ad a potom s-krát na druhú, na koniec by sme mali dostat’

an−1 ≡ 1. Jednotku však môžeme dostat’ iba tak, že už od začiatku (ad) boli
samé jednotky, alebo pred prvou jednotkou bola −1.

Dá sa dokázat’, že ak je n zložené, týmto testom prejde len pre štvrtinu a-
čok. Ak bázu vyberieme náhodne, prevdepodobnost’ omylu je ≤ 1/4; ak test
zopakujeme k-krát s rôznymi náhodnými a-čkami, pravdepodobnost’ sa zmenš́ı
na ≤ 1/4k.

Ak by sme testovali len m-bitové č́ısla, tak podl’a Adlemanovej vety existuje
konkrétnych m/2 báz, ktoré stač́ı vyskúšat’. To je však len horný odhad.

• Pre n < 1 050 535 501 (menej ako zhruba miliardu) stač́ı vyskúšat’ dve
bázy: 336 781 006 125 a 9 639 812 373 923 155 (Izykowski a Panasiuk)

• Ak chceme otestovat’ 32-bitové č́ısla, stač́ı overit’ bázy a ∈ {2, 7, 61} (Ja-
eschke) a

• pre 64-bitové č́ısla stač́ı overit’ bázy {2, 325, 9375, 28178, 450775, 9780504,
1795265022} (Sinclair).

• ak za a vyskúšame prvých 13 prvoč́ısel, dostaneme správnu odpoved’ pre
n < 3 317 044 064 679 887 385 961 981 (zhruba 24-ciferné č́ısla; Sorenson a
Webster).

Úlohy

• Ako by ste definovali nedeterministický RAM model?
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• Dokážte, že nedeterministický 2-páskový TS dokáže simulovat’ k-páskový
NTS len s lineárnym spomaleńım, teda pre každý k-páskový NTS M
bežiaci v čase t(n) existuje ekvivalentný 2-páskový NTS bežiaci v čase
O(t(n)).

• Silne nedeterministický TS je NTS, ktorý dáva tri možné odpovede: Áno/
Nie/Neviem. Hovoŕıme, že takýto stroj rozoznáva jazyk L, ak pre každé
x ∈ L žiadny výpočet nepovie NIE a existuje výpočet, ktorý povie Áno
a naopak pre všetky x /∈ L žiadny výpočet nepovie Áno, ale existuje
výpočet, ktorý povie Nie. Dokážte, že trieda jazykov, ktorú rozoznáva
silne NTS v polynomiálnom čase je NP ∩ coNP.

• Dokážte, že logspace uniformné obvody rozhodujú práve triedu P.

• Pri triede BPP je dôležité, že algoritmus dá správnu odpoved’ s pravdepo-
dobnost’ou nezanedbatel’ne väčšou ako 1/2. Definujme triedu PP jazykov
L, pre ktoré existuje polynomiálny PTS M taký, že

– ak x ∈ L, tak Prr[M(x, r) = 1] > 1/2 a

– ak x /∈ L, tak Prr[M(x, r) = 1] ≤ 1/2.

Dokážte, že táto trieda je ovel’a ovel’a silneǰsia: obsahuje celé NP aj coNP.

• (Parberry, 1986) Model CRCW-PRAM s neobmedzene vel’kými registrami
a operáciami +,−,×, /,mod v konštantnom čase nie je realistický. V ta-
komto modeli sa dá vyriešit’ akýkol’vek rekurźıvny problém v konštantnom
čase(!), ak máme dost’ vel’a procesorov a vel’ké registre. Skúste to dokázat’.

(Hint: Ak je problém riešitel’ný v čase t(n), budeme potrebovat’ až 2O(t(n)2

procesorov a t(n)2-bitové registre. Predpokladajme, že n-bitový vstup je
uložený po jednotlivých bitoch v zdiel’aných registroch G1, . . . , Gn, v G0

je d́lžka vstupu n. Ako môže takýto PRAM vôbec nač́ıtat’ celý vstup v
konštantnom čase?).
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Hierarchie

Je pravda, že

• ak máme viac času, vieme riešit’ viac problémov?

• a ak máme viac pamäte, vieme riešit’ viac problémov?

Odpoved’ ÁNO je intuit́ıvne tak jasná a zrejmá, až človeka šokuje, že správna
odpoved’ je NIE.

Dôvodov je viac:

1. Turingove stroje s pamät’ou o(log log n) (napŕıklad O(log log log n)) akcep-
tujú iba regulárne jazyky, teda pamät’ asymptoticky menšia ako log log n
je ekvivalentná konštantnej pamäti.

2. L’ubovol’ný Turingov stroj s časom ω(n) vieme lineárne zrýchlit’. Napŕıklad
na n2 krokov vieme vyriešit’ presne tie isté problémy ako na 100n2 krokov
– 100×viac času nám nijak nepomôže.

3. V časovej (aj pamät’ovej) zložitosti dokonca existujú l’ubovol’ne vel’ké diery:
Existuje napŕıklad časová zložitost’ t(n) taká, že všetky problémy riešitel’né
v čase 2t(n) sú riešitel’né aj v čase t(n).

Pod’me si tieto tvrdenia dokázat’.

3.1 Medzery v zložitosti

Veta 3.1. DSPACE(o(log log n)) = DSPACE(1) = REG.

� Dôkaz. Bez újmy na všeobecnosti uvažujme Turingov stroj M s jednou
pracovnou páskou s pamät’ou s(n). Počet všetkých konfigurácíı, kde uvažujeme
pracovnú pásku, stav a poźıciu pracovnej hlavy (ale nie poźıciu č́ıtacej vstupnej
hlavy), je N = q · s(n) · ds(n) ≤ ks(n), kde k je konštanta.

31
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Uvažujme celý výpočet stroja na vstupe x a zaṕı̌sme si zoznam konfigurácíı,
ked’ stroj prechádza medzi i-tym a (i+ 1)-vým poĺıčkom vstupu (jedným alebo
druhým smerom). Takúto postupnost’ voláme prechodová postupnost’ pi.

Predpokladáme, že M vždy zastane a preto žiadna prechodová postupnost’

nemôže obsahovat’ dve rovnaké konfigurácie v tom istom smere (opačný pŕıpad

znamená, že stroj sa zacyklil). To znamená, že prechodová postupnost’ má d́lžku
najviac 2N a počet všetkých možných prechodových postupnost́ı je najviac

(2N)2N ≤ 22c·s(n)

pre vhodnú konštantu c.
Uvedomme si, že ak máme dve miesta s rovnakými prechodovými postup-

nost’ami, môžeme čast’ vstupu medzi nimi vynechat’ a stroj si to vôbec nevšimne
(kratš́ı vstup akceptuje práve vtedy, ked’ akceptuje ten dlhš́ı).

Predpokladajme, že M použ́ıva viac ako len konštantne vel’a pamäte. Tzn.
pre každé k existuje vstup, na ktorom výpočet použije aspoň k poĺıčok pásky.
Existuje teda nekonečná postupnost’ vstupov x1, x2, x3, . . ., pričom xk je najk-
raťśı možný vstup, na ktorom M použije aspoň k poĺıčok.

Na vstupe xk uvažujme prechodovú postupnost’ p, ktorá obsahuje konfi-
guráciu s k použitými poĺıčkami. Ak je p v prvej polovici, všetky prechodové
postupnosti v druhej polovici musia byt’ rôzne, inak by sme čast’ vstupu me-
dzi nimi mohli vynechat’ a dostali by sme kratš́ı vstup na ktorom M použije k
poĺıčok. Podobne, ak je p v druhej polovici, potom všetky prechodové postup-
nosti v prvej polovici musia byt’ rôzne. Z toho vyplýva, že máme aspoň n/2
rôznych prechodových postupnost́ı, ale všetkých prechodových postupnost́ı je

najviac 22c·s(n)

. Z toho vyplýva, že

n/2 ≤ 22c·s(n)

=⇒ s(n) ≥ 1
c log log(n/2) pre nekonečne vel’a n.

Teda ak s(n) = ω(1), potom nie je s(n) = o(log log n). �

Naopak, rozmyslite si, že jazyk

L = {#bink(0)#bink(1)# · · ·#bink(2k − 1)# | k ≥ 0},

kde bink(x) je k-bitový binárny zápis č́ısla x sa dá akceptovat’ v DSPACE(log log n)
a nie je regulárny.

Dôsledok 3.1. DSPACE(log log n) ⊃ DSPACE(1) = REG.

Pri druhom tvrdeńı treba priznat’, že je to tak trochu podvod, alebo, jem-
neǰsie povedané, artefakt nášho modelu. Výpočty Turingovych strojov totiž
vieme zrýchlit’ (lineárne), ale je to na úkor obrovského nárastu počtu stavov,
vel’kosti abecedy a δ-funkcie. Menšiu konštantu v časovej zložitosti dosiahneme
tak, že viacero krokov

”
zadrátujeme“ do δ-funkcie. Treba tiež povedat’, že vo

vel’a iných modeloch, vrátane RAM, takáto veta neplat́ı.

Veta 3.2 (Veta o lineárnom zrýchleńı). Pre každý deterministický Turingov
stroj M , ktorý poč́ıta v čase t(n) = ω(n) existuje ekvivalentný stroj M ′, ktorý
poč́ıta v čase dt(n)/2e (pre dostatočne vel’ké n).
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� Náznak dôkazu. Stroj M ′ najskôr
”
skomprimuje“ vstup: vždy k znakov na

vstupe zaṕı̌se do jediného poĺıčka na extra páske (M ′ má ovel’a väčšiu abecedu;
toto zaberie 2n krokov). M ′ zakaždým nač́ıta poĺıčka, kde sú hlavy + susedné
poĺıčka vpravo a vl’avo (4 kroky). V tomto momente siM ′ v jednom stave pamätá
k poĺıčok okolo každej hlavy, takže môže odsimulovat’ aspoň k krokov stroja M
naraz (toto je zadrátované v δ-funkcii). Následne zaṕı̌se zmenené poĺıčka spät’

na pásku (d’aľsie 4 kroky). M ′ teda pracuje v čase 2n+ d8t(n)/ke. �
Nakoniec, aj pri tretej vete treba priznat’, že ide tak trochu o patológiu

a takúto funkciu t(n) v praxi len tak l’ahko nestretnete. Ako ukážeme v na-
sledujúcej kapitole, nie je časovo konštruovatel’ná, tzn. samotná hodnota t(n)
sa nedá vypoč́ıtat’ v čase t(n). Ide o poučný protipŕıklad, ktorý ukazuje, že
požiadavka na časovú (alebo pamät’ovú) konštruovatel’nost’ vo vetách o hiera-
chii naozaj potrebujeme.

Veta 3.3 (Veta o medzere). Existuje funkcia t : N→ N taká, že DTIME(t(n)) =
DTIME(2t(n)).

� Dôkaz. Nech ti je časová zložitost’ i-teho Turingovho stroja Mi. Použijeme
metódu diagonalizácie: funkciu t(n) definujeme tak, aby žiadne ti nebolo medzi
t(n) a 2t(n), ale rob́ıme to postupne: pri určovańı t(n) obabreme iba stroje od 1
po n, ktorých je iba konečne vel’a, ale na každý stroj skôr či neskôr dôjde.

Konkrétne, definujeme

t(n) = najmenšie m také, že ∀i ≤ n : ti(n) ≤ 2m ⇒ ti(n) ≤ m
= najmenšie m také, že ∀i ≤ n : ti(n) /∈ (m, 2m]

Funkciu t(n) môžeme vypoč́ıtat’ tak, že začneme s m = 0 a kým existuje ti(n) ∈
(m, 2m], dosad́ıme m ← ti(n). Ked’že pre každé n uvažujeme len konečne vel’a
strojov Mi, funkcia je dobre definovaná.

Predstavme si, že Mi bež́ı v čase ti(n) ≤ 2t(n). Pre všetky n ≥ i je už aj
mašina Mi zahrnutá v defińıcíı t(n), z ktorej vyplýva, že ak ti(n) ≤ 2t(n), tak
ti(n) ≤ t(n). Teda ti(n) = O(t(n)) a DTIME(t(n)) = DTIME(2t(n)). �

Táto veta sa dá d’alej zovšeobecnit’: Pre l’ubovol’nú funkciu f : N → N,
f(x) ≥ x existuje t(n) taká, že problémy riešitel’né v čase f(t(n)) sú riešitel’né v
čase t(n). Rovnako to plat́ı aj pre pamät’ovú zložitost’ a dokonca aj pre l’ubovol’nú

abstraktnú mieru zložitosti (ktorá sṕlňa nejaké axiómy, pozri Blum (1967)).

3.2 Hierarchie

Na druhej strane, Áno, ak sa vyhneme patológiam spomı́naným vyššie, vo
všeobecnosti plat́ı, že ak máme viac času alebo pamäte, vieme vyriešit’ viac
problémov. Ukážeme si, že to plat́ı pre deterministické aj nedeterministické
stroje a tiež pre neuniformné obvody.

Budeme použ́ıvat’ Cantorovu techniku diagonalizácie (pozri obrázok 3.2),
hoci vo viacerých pŕıpadoch muśıme pridat’ nové finty.
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1 2 3 4 5 6 · · ·
S1 0 0 1 0 0 0 · · ·
S2 1 0 0 1 1 1 · · ·
S3 0 0 1 1 0 0 · · ·
S4 0 1 0 0 1 0 · · ·
S5 0 0 0 1 1 1 · · ·
S6 0 1 0 1 0 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

. . .

D 1 1 0 1 0 0 · · ·

(a) Množ́ın prirodzených č́ısiel je ne-
spoč́ıtatel’ne vel’a (|N| ≺ |2N|). K l’ubovol’nej
postupnosti množ́ın S1, S2, S3, . . . (jednotka
na poźıcii (i, j) znamená, že j ∈ Si) totiž
vieme zostrojit’ množinu, ktorá na zozname
chýba: stač́ı zobrat’ diagonálu a znego-
vat’ všetky bity. Zostroj́ıme tak množinu
D = {i | i /∈ Si}, ktorá sa ĺı̌si od všetkých
množ́ın na zozname (od Si ĺı̌si prvkom i).

w1 w2 w3 w4 w5 w6 · · ·
M1 0 0 1 0 0 0 · · ·
M2 1 0 0 1 1 1 · · ·
M3 0 0 1 1 0 0 · · ·
M4 0 1 0 0 1 0 · · ·
M5 0 0 0 1 1 1 · · ·
M6 0 1 0 1 0 1 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

. . .

D 1 1 0 1 0 0 · · ·

(b) Uvažujme enumeráciu všetkých
TS M1,M2,M3, . . . a všetkých slov
w1, w2, w3, . . .. Jednotka na poźıcíı
(i, j) v tabul’ke znamená, že wj ∈
L(Mi). Komplement diagonálneho
jazyka D = {wi | wi /∈ L(Mi)} je
nerozhodnutel’ný, pretože sa ĺı̌si od
každého rozhodnutel’ného jazyka.

Obr. 3.2: Technika diagonalizácie.

Deterministické

Veta 3.4 (Pamät’ová hierarchia). Nech S je páskovo konštruovatel’ná a log n ≤
s(n) = o(S(n)). Potom DSPACE(s(n)) ⊂ DSPACE(S(n)).

Špeciálne NL ⊂ PSPACE ⊂ EXPSPACE a DSPACE(nα) ⊂ DSPACE(nβ) pre
0 ≤ α < β.

� Dôkaz. Diagonalizáciou: definujeme Turingov stroj, ktorý pracuje v pamäti
O(S(n)) a správa sa inak ako každý zo strojov s pamät’ou s(n). Konkrétne stroj

M obabreme na vstupe w = 1k#〈M〉 (d́lžky n). Budeme simulovat’ výpočet
stroja M na vstupe w a nakoniec rozhodneme opačne ako M . Ak akceptoval, my
odmietneme a ak odmietol, my akceptujeme. Na páske si vyznač́ıme S(n) poĺıčok
– ak by chcel M použit’ viac, môžeme skončit’ s l’ubovol’nou odpoved’ou (bud’

bolo pŕılǐs n malé, alebo stroj M nepracuje v pamäti s(n), takže nás nezauj́ıma).
Okrem toho pri simulácii meriame čas (počet krokov) a ak M poč́ıta dlhšie ako
2S(n) krokov, akceptujeme. Pre dostatočne vel’ké n je totiž 2S(n) > 2O(s(n))

a teda M bud’ nepracuje v pamäti s(n), alebo sa zacyklil a my odpovedáme
opačne. �

Veta 3.5 (Časová hierarchia, Hartmanis a Stearns (1965)). Nech T je
časovo konštruovatel’ná funkcia, t(n) ≥ n a t(n) log t(n) = o(T (n)). Potom plat́ı
DTIME(t(n)) ⊂ DTIME(T (n)). Napŕıklad P ⊂ EXP.

� Dôkaz. Dôkaz je podobný, s tým rozdielom, že za simuláciu plat́ıme loga-
ritmický čas navyše (pozri kapitolu 2.1). �
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Treba si uvedomit’, že táto logaritmická penalta za simuláciu záviśı od zvo-
leného modelu: Turingov stroj s konštantým, no l’ubovol’ne vel’kým počtom
pracovných pások. Ak chceme napŕıklad 100-páskový stroj simulovat’ s dvoma
páskami, plat́ıme logaritmus navyše. Na druhej strane, napŕıklad Fürer (1982)
dokázal, že DTIMEk-TS(t(n)) ⊂ DTIMEk-TS(T (n)) pre n < t(n) = o(T (n)), ak
uvažujeme Turingove stroje s fixným počtom pások k ≥ 2. Podobne pre RAM s
jednotkovou alebo logaritmickou cenou je DTIMERAM(t(n)) ⊂ DTIMERAM(T (n))
pre t(n) = o(T (n)), T (n) ≥ n`(n), pretože RAMy sa vedia navzájom simulovat’

len s lineárnym spomaleńım (Cook a Reckhow, 1973).

Nedeterministické

Veta 3.6 (Nedeterministická pamät’ová hierarchia). Nech log n ≤ s(n) =
o(S(n)), kde S je páskovo konštruovatel’ná. Potom NSPACE(s(n)) ⊂ NSPACE(S(n)).

Teda NL ⊂ NSPACE(n) ⊂ PSPACE. (Nedeterministický lineárny priestor sú
kontextové jazyky.)

� Dôkaz. Využijeme, že nedeterministický priestor je uzavretý na komple-
ment. �

Veta 3.7 (Nedeterministická časová hierarchia, Cook (1973), Žák (1983)).
Nech t(n+ 1) = o(T (n)), kde t, T sú l’ubovol’né časovo konštruovatel’né funkcie.
Potom NTIME(t(n)) ⊂ NTIME(T (n)). Teda napŕıklad NP ⊂ NEXP.

� Dôkaz. Nech n0 = 1 a nk = 2t(nk−1)2

a nech ik je také č́ıslo, že 2ik je
najvyššia mocnina 2 deliaca k (hodnoty ik tvoria tzv. prav́ıtkovú postupnost’:
0, 1, 0, 2, 0, 1, 0, 3, 0,. . . každé prirodzené č́ıslo sa v nej nachádza nekonečne
vel’akrát). Stroj Mik budeme diagonalizovat’ na vstupoch d́lžky nk−1, . . . , nk−1.

Definujme stroj N takto: Na vstupe 0n najskôr nájdeme hodnotu k. Finta
(pozri obr. 3.3):

1. Pre n < nk − 1 budeme simulovat’ Mik na 0n+1 (teda na vstupe o 1
dlhšom! ) T (n) krokov a odpovieme rovnako ako Mik .

2. Ak však n = nk − 1, budeme simulovat’ Mik na vstupe 0nk−1(!) De-
terministicky vyskúšame všetky možnosti a odpovieme opačne ako Mik .
Máme dost’ času, pretože poč́ıtame na kratučkom vstupe: výpočet trvá
2t(nk−1) · poly(t(nk−1)) ≤ nk − 1 ≤ T (n) (pre dost’ vel’ké n).

Ukážme, že Mik nerozozná takýto jazyk L v čase O(t(n)):

• ak pre nejaké nk−1 ≤ n < nk−1Mik(0n) 6= Mik(0n+1), tak ked’žeN(0n) =
Mik(0n+1), N(0n) 6= Mik(0n);

• ak Mik všetky ret’azce 0n pre nk−1 ≤ n < nk akceptuje, alebo všetky
odmietne, teda špeciálne Mik(0nk−1) = Mik(0nk−1); avšak z toho, ako sme
definovali N je N(0nk−1) 6= Mik(0nk−1) a teda N(0nk−1) 6= Mik(0nk−1).

�
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nk−1

0nk−1

n nk

0nk−1w1

M1

w2

M2

w3

M3

· · ·

...

w

Mik

N

1

1

=

1

1

=

1

0

=
0

1

=
1

0
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Obr. 3.3: Na vstupe d́lžky n najskôr nájdeme k také, že n ∈ [nk−1, nk). Na

vstupoch d́lžky [nk−1, nk) sa stroj N snaž́ı oklamat’ Mik . Pre vstupy kratšie ako

nk − 1 rozhodneme rovnako Mik na vstupe o jedna dlhšom; pre vstup d́lžky

nk − 1 (na konci intervalu) rozhodneme opačne ako Mik na vstupe d́lžky nk−1

(zo začiatku intervalu). Takto Mik obabreme – Mik nemôže akceptovat’ ten istý

jazyk ako N , pretože potom by v každom st́lpci museli mat’ oba stroje rovnakú
hodnotu. Z tranzitivity by potom vyplynulo, že Mik(w) = N(w′) pre všetky

vstupy w,w′ d́lžky [nk−1, nk). Avšak N sme skonštruovali tak, že N(0nk−1) 6=
Mik(0nk−1).

Neuniformná

Po Turingovych strojoch sa pod’me pozriet’ na obvody: Je pravda, že väčš́ımi
obvodmi vieme aj viac vypoč́ıtat’?

Odpoved’ je ÁNO: V predchádzajúcej kapitole sme spomı́nali, že každá fun-
kcia sa dá vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti O(n2n). Na druhej strane, existujú fun-
kcie, ktoré sa nedajú vypoč́ıtat’ povedzme obvodom s menej ako 2n/2 hradlami.
Prečo? Jednoducho preto, že takých obvodov je málo! Všetkých funkcíı je viac
ako počet všetkých takých obvodov, takže na nejakú funkciu nám nevyjde obvod
(ani keby každý obvod poč́ıtal inú funkciu). Toto je takzvaný poč́ıtaćı argument :
Všetkých funkcíı na n bitoch je 22n , zatial’̌co obvody vel’kosti s vieme zaṕısat’ po-
mocou s2 bitov (toto je vel’mi vol’ný odhad, o chv́ıl’u ho zlepš́ıme) a teda existuje

najviac 2(s2) takých obvodov a pre s < 2n/2 je to menej ako 22n .

Takže sme dokázali, že existuje funkcia (označme ju F ), ktorá sa nedá
vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti 2n/2, ale dá sa vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti O(n2n)
(lebo každá sa dá). Vo všeobecnosti môžeme túto medzeru

”
posunút’“ technikou

paddingu: napŕıklad funkcia, ktorá poč́ıta F iba na prvých n′ = 2k log n bitoch
(a zvyšok vstupu je balast), sa nedá vypoč́ıtat’ obvodom s menej ako 2n

′/2 = nk

hradlami, ale dá sa vypoč́ıtat’ obvodom s O(n′2n
′
) = O(n2k log n) hradlami.

Dostávame tak hierarchiu t’ažš́ıch a t’ažš́ıch problémov.
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Pod’me teraz jednotlivé medzivýsledky zlepšit’, spresnit’ a zmenšit’ medzeru
medzi možným a nemožným. Ukážeme, že obvody vel’kosti s vieme zakódovat’

pomocou s log s + O(s) bitov a tým pádom existuje funkcia, ktorá sa nedá
vypoč́ıtat’ ani obvodom vel’kosti 2n/n. Ukážeme tiež, že každá funkcia sa dá
vypoč́ıtat’ s 5 · 2n/n hradlami – len 5-krát väčš́ım obvodom (najlepš́ı známy
výsledok je ešte tesneǰśı). Tak dokážeme, že pre každé s(n) < 2n/n existuje
funkcia, ktorá sa nedá vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti s(n), ale dá sa vypoč́ıtat’

obvodom vel’kosti 5s(n).

Veta 3.8 (Shannon (1949)). Existuje funkcia na n bitoch, ktorá sa nedá
vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti s = 2n/n pre dostatočne vel’ké n.

� Dôkaz. Poč́ıtaćı argument: počet obvodov vel’kosti s je menš́ı ako počet
všetkých funkcíı, takže existuje funkcia, ktorá nemá obvod vel’kosti s.

Všetkých funkcíı je 22n – každú funkciu vieme zaṕısat’ tabul’kou 2n výsledkov
pre každý vstup. Na druhej strane obvod vel’kosti s vieme zaṕısat’ pomocou
m = s × (2 log(n + s) + 2) < 2s log s + O(s) bitov: máme s hradiel, pre každé
zaṕı̌seme č́ısla dvoch vstupov (hradlo alebo bit zo vstupu), plus dva bity pre
typ hradla. Obvodov je 2m, čo je menej ako 22n už pre s = 2n/3n.

Ešte lepš́ı odhad: Pri zapisovańı obvodov sme nešpecifikovali poradie hra-
diel – každý obvod môžeme zaṕısat’ aspoň s! spôsobmi, takže počet obvodov je
v skutočnosti ≤ 2m/s!. Inými slovami, pri zápise vieme ušetrit’ log s! = s log s+
O(s) bitov (Stirlingova aproximácia) a zakódovat’ obvody s log s + O(s) bitmi.
Pre s = 2n/n je to 2n/n(n− log n) +O(2n/n) = 2n[1− log n/n+O(1/n)] < 2n.

�
Z dôkazu tiež vidiet’, že ak s zmenš́ıme o ε, d́lžka zápisu m sa zmenš́ı aspoň

o ε že napŕıklad polovica funkcíı potrebuje obvod vel’kosti 2n/n− 1 a menej ako
1h funkcíı sa dá spoč́ıtat’ obvodom vel’kosti 2n/n− 10. Len menej ako 1/n-tina
všetkých funkcíı má obvod vel’kosti 2n/n − log n a exponenciálne málo funkcíı
má obvod vel’kosti 2n/n−n. Skrátka – skoro všetky funkcie sú vel’mi vel’mi t’ažké.

Veta 3.9 (Lupanov (1958)). Každá funkcia na n bitoch sa dá vypoč́ıtat’ ob-
vodom vel’kosti O(2n/n), presneǰsie 5 · 2n/n.

� Dôkaz. V predchádzajúcej kapitole sme spomı́nali, že každá funkcia sa dá
vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti O(n2n).

Lepšie: každá booleovská funkcia n premenných sa dá vypoč́ıtat’ obvodom
vel’kosti 1.5 · 2n + n: stač́ı ju naṕısat’ v tvare

f(x1, . . . , xn) = [x1 ∧ f(1, x2, . . . , xn)] ∨ [x1 ∧ f(0, x2, . . . , xn)]

a rekurźıvne vyjadrit’ dve funkcie n − 1 premenných (pozri obrázok 3.4). Toto
riešenie si môžeme predstavit’ ako rozhodovaćı strom: ak x = false, výsledok
zálež́ı od l’avej vetvy, ak x = true, ideme doprava. Na konci sa dostaneme k
zadrátovanej hodnote funkcie na konkrétnom vstupe.

Ak nepoč́ıtame negácie (všetkých negácíı je dokopy iba n), počet hradiel

je Sn = 3 × (2n − 1) (úplný strom h́lbky n krát 3 hradlá v každom rámiku).
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f(x1 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x1 x1

f(0x2 · · ·xn) f(1x2 · · ·xn)
(a) Rozdeĺıme vstupy na tie, ktoré zač́ınajú 0 a tie, čo zač́ınajú 1. Rekurźıvne po-
kračujeme funkciou, ktorá má zafixovaný prvý bit.

f1 = f(x1 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x1 x1

f2(0) = f(0x2 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x2 x2

f2(1) = f(1x2 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x2 x2

f3(00) = f(00x3 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x3 x3

f3(01) = f(01x3 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x3 x3

f3(10) = f(10x3 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x3 x3

f3(11) = f(11x3 · · ·xn)
∨

∧ ∧
x3 x3

f4(000) f4(001) f4(010) f4(011) f4(100) f4(101) f4(110) f4(111)

(b) Pŕıklad pre funkciu na 3-och bitoch. V listoch sú konštantné funkcie f(x) pre fixné
x, ktoré môžeme zadrátovat’ do obvodu. Hodnota x3 je na obrázku 4×, v praxi, samoz-
rejme, negáciu spoč́ıtame len raz a výslednú hodnotu dovedieme drátmi ku všetkým
hradlám, kde treba.

Obr. 3.4: Jednoduchý spôsob, ako skonštruovat’ obvod vel’kosti O(2n) pre
l’ubovol’nú funkciu.

Konštrukciu vieme ešte trochu vylepšit’, ak rekurziu zastav́ıme skôr, napŕıklad
posledná úroveň na obr. 3.4b je zbytočná: funkcie jedinej premennej sú len 0, 1,
x a x. Tá jedna úroveň nám ušetŕı polovicu hradiel.

Dá sa to ešte lepšie? Áno, môžeme pokračovat’ a skúsit’ zjednodušit’ predpo-
slednú vrstvu: tá zaberá až 3 × 2n−2 hradiel, hoci v skutočnosti tam poč́ıtame
iba funkcie dvoch premenných a je 24 = 16 takých funkcíı. Mohli by sme ich teda
vypoč́ıtat’ všetky, raz a navždy, namiesto toho, aby sme ich opakovane poč́ıtali
v každej z 2n−2 vetiev.
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strom

3 · 2n−k hradiel

všetky funkcie k premenných

n− k

k

(a) Pri konštrukcíı ako na obrázku 3.4 dostaneme obvod vel’kosti zhruba 3·2n−k. Každá
d’aľsia vrstva pridá dvakrár tol’ko hradiel, čo predošlá. Ak sa však pozrieme na spodok
stromu (spodných k úrovńı), zist́ıme, že je tam zhruba 2n−k vetiev, ale všetko sú to

funkcie k premenných, ktorých je 22k . Pre vel’ké n a relat́ıvne malé k sa nám budú
funkcie opakovat’ – obvod bude obsahovat’ viacero kópíı celých podstromov výšky k.
Tejto

”
copy-pasty“ sa chceme zbavit’. V najhoršom pŕıpade sa na spodných k úrovniach

vyskytnú všetky funkcie k premenných, avšak stále môže byt’ výhodneǰsie spoč́ıtat’ ich

všetky, ako d’alej vetvit’ a zdvojnásobovat’ počet hradiel. Samozrejme, funkcia 22k rastie
vel’mi rýchlo, až dvojito exponenciálne, takže existuje nejaká hranica, pokial’ sa tento

pŕıstup oplat́ı a od určitého k by už začal člen 22k dominovat’.

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

∧ ∧∧ ∧∧ ∧

x1 x1

f1 f2 · · · f22k−1

︸ ︷︷ ︸
všetkých 22

k−1
funkcíı k − 1 premenných

všetkých 22
k

funkcíı k premenných︷ ︸︸ ︷

(b) Ako spomı́name v dôkaze, každá funkcia k premenných sa dá zaṕısat’ v tvare
f(x1, . . . , xk) = [x1 ∧ f(1, x2, . . . , xk)︸ ︷︷ ︸

f1

] ∨ [x1 ∧ f(0, x2, . . . , xk)︸ ︷︷ ︸
f2

], kde f1 a f2 sú funkcie

k−1 premenných. Ak sme teda už zostrojili všetkých 22k−1

funkcíı k−1 premenných,
zostroj́ıme všetky ANDy gi = x1 ∧ fi a g′i = x1 ∧ fi a následne všetky ORy tvaru
gi ∨ g′j , dostaneme všetky funkcie k premenných.

Obr. 3.5: Konštrukcia všetkých funkcíı k premenných
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Ešte lepšie? Určite. Postup môžeme zovšeobecnit’: Všimnime si spodok stromu
na obr. 3.4b. Ak obvod usekneme na k-tej úrovni odspodu, hore nám ostane
strom s približne 3 · 2n−k hradlami a dolu nám ostane zhruba 2n−k vetiev,
každá vedie k nejakej funkcii k premenných (pozri obr. 3.5a). Všetkých funkcíı

k premenných je až 22k , ale pre malé k to môže byt’ stále lepšie ako 2n−k-
krát poč́ıtat’ funkciu obvodom vel’kosti Sk, na čo treba O(2n) hradiel. Idea je,
že všetky funkcie k premenných spoč́ıtame raz a navždy a výsledok správnej
funkcie vždy napoj́ıme na hradlá, kde treba.

Ako skonštruujeme všetky funkcie k premenných? Podobne ako v riešeńı
vyššie: Každú funkciu k premenných vieme zaṕısat’ ako

f(x1, . . . , xk) = [x1 ∧ f(1, x2, . . . , xk)︸ ︷︷ ︸
f1

] ∨ [x1 ∧ f(0, x2, . . . , xk)︸ ︷︷ ︸
f2

],

kde f1 a f2 sú funkcie k − 1 premenných. Najskôr teda rekurźıvne zostroj́ıme
všetky funkcie k−1 premenných a následne vytvoŕıme všetky funkcie tvaru [x1∧
fi]∨[x1∧fj ], vid’ obrázok 3.5b. Označme Ak počet hradiel (okrem negácíı), ktoré

na to budeme potrebovat’. Funkcíı k−1 premenných je 22k−1

, každú zANDujeme

s x1 a x1 (to je 2 · 22k−1

ANDov) a následne každú dvojicu zORujeme (dvoj́ıc

je
(
22k−1)2

= 22k). Dostávame rekurenciu

Ak ≤
(
22k−1)2

+ 2 · 22k−1

+Ak−1

= 22k + 3 · 22k−1

+ 3 · 22k−2

+ 3 · 22k−3

+ · · ·+A1︸ ︷︷ ︸
< 22k + 3k · 22k−1

= 22k(1 + 3k/22k−1

)

Celkovo náš obvod bude mat’ 3 ·2n−k+Ak+n hradiel. Pre k = log(n− log n)
dostaneme Sn = 3 · 2n

n−logn + 2n

n (1 + o(1)) = (4 + o(1)) 2n

n . �

Najlepšie známe výsledky sú ešte ovel’a tesneǰsie: Označme L(n) vel’kost’

obvodu pre najt’ažšiu funkciu na n bitoch – L(n) je najmenšie také č́ıslo, že
všetky funkcie sú v SIZE(L(n)). L(n) tiež prezývame Shannonova funkcia. Dá
sa ukázat’ (pozri Lozhkin (1997)), že

L(n) ≥ 2n

n

(
1 +

log n−O(1)

n

)

≤ 2n

n

(
1 +

log n+ log log n+O(1)

n

)

Ba čo viac, ak definujeme L(n, ε) ako najmenšie s také, že každá funkcia na
n bitoch sa dá spoč́ıtat’ obvodom vel’kosti s na aspoň (1/2 + ε)-tine vstupov,
potom (Andreev a spol., 1997)

L(n, ε) = Θ

(
2nε2

log(2 + 2nε2)

)
+ Θ(n).
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Napŕıklad ak nám stač́ı spoč́ıtat’ funkciu na 99% vstupov, najt’ažšie funkcie
potrebujú obvod vel’kosti L(n, 0.49) = Θ(2n/n). Zjavne každú funkciu vieme
spoč́ıtat’ na polovici vstupov (bud’ aspoň polovica vstupov je 1 alebo aspoň po-
lovica je 0). Ak však chceme spoč́ıtat’ funkciu na čo i len 1/2+1/2n/10 vstupoch,
teda len o chlp viac ako na polovic vstupov (pričom ten chlp je exponenciálne
malý), v najhoršom pŕıpade potrebujeme L(n, 2−n/10) = Θ(24n/5/n), teda expo-
nenciálne vel’ké obvody.

Veta 3.10 (Neuniformná hierarchia). Pre každé s : N→ N, s(n) < 2n/n je
SIZE(s(n)) ⊂ SIZE(5s(n)).

� Dôkaz. Pre každé ` existuje funkcia f : {0, 1}` → {0, 1}, ktorá sa nedá
vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti 2`/`, ale každá sa dá vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti
5 · 2`/`. Nech g : {0, 1}n → {0, 1} je funkcia, ktorá aplikuje f na prvých `
vstupov, kde 2`/` = s(n), potom g ∈ SIZE(5s(n)), ale g /∈ SIZE(s(n)). �

Pravdepodobnostná

Plat́ı, že ak máme viac času, vieme riešit’ viac problémov aj pri pravdepodob-
nostných algoritmoch? Intúıcia vrav́ı, že asi áno, ale v súčasnosti to nevieme
dokázat’. Teda až na pomerne trápne výsledky ako napŕıklad, že ked’ máme
exponenciálne viac času, tak dokážeme viac vypoč́ıtat’:

Veta 3.11. BPP ⊂ BPEXP.

� Dôkaz. Označme EEXP a BPEEXP triedu problémov riešitel’ných deter-
ministicky, respekt́ıve pravdepodobnostne v dvojito-exponenciálnom čase, t.j.

v čase 22poly(n)

. Vieme, že BPP ⊆ EXP ⊂ EEXP ⊆ BPEEXP (deterministická
hierarchia), teda triviálne BPP ⊂ BPEEXP – ešte trápneǰśı výsledok.

Avšak keby BPP = BPEXP, potom technikou paddingu dostaneme, že BPEXP =

BPEEXP (ak L ∈ BPTIME(22n
k

), vytvorme L′ = {x#02|x|
k

| x ∈ L}, ten

sa dá riešit’ v BPTIME(2n) – vzhl’adom na väčšiu d́lžku vstupu; ale z predpo-
kladu potom L′ ∈ BPP, takže L ∈ BPEXP), takže keby BPP = BPEXP, potom
BPP = BPEEXP a to je spor. �

Ale dá sa napŕıklad v kvadratickom čase vypoč́ıtat’ viac, ako v lineárnom?
To zatial’ nevieme dokázat’.

V čom je problém? Skúste sa zamysliet’ sami – skúsim tu odprezentovat’

”
akože-vetu“ a jej chybný(!)

”
akože-dôkaz“. Nájdite v ňom chybu:

Neplatná veta 1. Nech n ≤ t(n) = o(T (n)/ log t(n)), kde T je časovo konštru-
ovatel’ná. Potom BPTIME(t(n)) ⊂ BPTIME(T (n)).

� Zlý dôkaz. Diagonalizáciou: definujeme pravdepodobnostný Turingov stroj,
ktorý pre každý stroj pracujúci v čase t(n) dá na aspoň jednom slove iný

výsledok. Konkrétne stroj M obabreme na vstupe w = 1k#〈M〉 d́lžky n: si-
mulujeme M T (n) krokov (hádžeme mincou tak, ako M) a rozhodneme opačne
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ako M . Za simuláciu k-páskového stroja dvoma páskami zaplat́ıme logaritmus
navyše, ale pre dost’ vel’ké n je c · t(n) log t(n) < T (n). �

Úlohy

• Aký je problém v dôkaze pravdepodobnostnej hierarchie v
”
ne-vete“ 1?

• Uved’te pŕıklad funkcie, ktorá rastie asymptoticky rýchleǰsie ako polyno-
mialne, ale pomaľsie ako exponenciálne. (Tzn. pre l’ubovol’né k ∈ N a c > 0
od nejakého n0 plat́ı: nk < f(n) < cn.)

• Dokážte vetu 3.6.

• Dokážte, že existuje jazyk L ∈ EXPSPACE, ktorý nepatŕı do SIZE(2n/n).

• Dokážte, že pre l’ubovol’ne vel’ké fixné k ∈ N existuje jazyk L ∈ EXP taký,
že L /∈ P/nk. Teda dá sa rozhodovat’ v exponenciálnom čase, ale nedá sa v

polynomiálnom čase, ani s radou d́lžky nk. (Hint: Použite diagonalizáciu.)
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Kapitola 4

Redukcie, t’ažkost’, úplnost’

Pŕıklad 1: Čo je t’ažšie: násobenie x · y, alebo umocňovanie na druhú: x2?

Pŕıklad 2: Čo je t’ažšie: utriedit’ n č́ısel alebo spoč́ıtat’ konvexný obal množiny bodov?

Pŕıklad 3: Čo je t’ažšie: ofarbit’ planárny graf 3 farbami (pričom susedné vrcholy
musia mat’ rôznu farbu) alebo ofarbit’ l’ubovol’ný graf?

Pŕıklad 4: Čo je t’ažšie: zistit’, či sú dva regulárne výrazy ekvivalentné, alebo ako
vyhrat’ Super Maria?

Pŕıklad 5: Čo je t’ažšie: zistit’, či daný TS M zastav́ı na daný počet n krokov, alebo
nájst’ vyhrávajúcu stratégiu v zovšeobecnenej n× n dáme?

Na prvý pohl’ad je umocňovanie na druhú len špeciálny pŕıpad násobenia a
ofarbovanie planárnych grafov špeciálny pŕıpad farbernia všeobecných grafov.
Všeobecneǰśı problém by teda mal byt’ aj t’ažš́ı. A na prvý pohl’ad možno nie je
jasné, čo má spoločné triedenie a konvexné obaly, alebo regulárne výrazy a hra
Super Mario, či Turingove stroje a dáma.

V skutočnosti sú v každom pŕıklade oba problémy zhruba rovnako t’ažké.
A čo je zauj́ımavé, vieme to povedat’ napriek tomu, že vo viacerých pŕıpadoch
nepoznáme skutočnú zložitost’ jednotlivých problémov. Taká je sila redukcíı.

Ak chceme dokázat’, že problém A je aspoň tak t’ažký ako B, stač́ı ukázat’,
že ak by sme vedeli rýchlo riešit’ A, tak by sme vedeli rýchlo riešit’ aj B. Dá sa
to dokázat’ tak, že jeden problém prevedieme na druhý a ukážeme, ako by sme
využili riešenie jedného, pri riešeńı druhého.

Napŕıklad, ak by sme vedeli rýchlo umocňovat’ na druhú, tak vynásobit’ dve
č́ısla môžeme nasledovne:

x · y =
(x+ y)2 − (x− y)2

4
.

Rozmyslite si, že sč́ıtanie/odč́ıtanie/delenie štyrmi je jednoduché a trvá lineárny
čas. Ak by sme vedeli umocňovat’ na druhú n-bitové č́ısla v čase s(n), po-
tom by sme vedeli násobit’ v čase 2s(n + 1) + O(n). Najlepš́ı (a predpokladá

45
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sa, že optimálny) algoritmus násob́ı n-bitové č́ısla v čase O(n log n) (Harvey a
van der Hoeven, 2019). Ak by sme vedeli umocňovat’ na druhú rýchleǰsie ako
n log n, tak aj násobit’ by sme vedeli rýchleǰsie. Naopak, ak je n log n algorit-
mus pre násobenie optimálny, tak ani umocňovat’ na druhú nevieme lepšie ako
v Ω(n log n).

Konvexný obal vieme vypoč́ıtat’ v O(n log n) napŕıklad Grahamovym, resp.
Andrewovym algoritmom, ktorý body najskôr zotriedi – a triedenie je v skutočnosti
tá najpomaľsia čast’, zvyšok bež́ı v lineárnom čase. Naopak, predstavme si, že
chceme zotriedit’ postupnost’ č́ısel x1, x2, . . . , xn. Vytvorme z nich body (x1, x

2
1),

(x2, x
2
2), . . . , (xn, x

2
n) (teda y-súradnica bude x na druhú). Tieto body ležia na

parabole a konvexný obal ich obsahuje všetky, v utriedenom porad́ı. Ak by sme
teda vedeli zostrojit’ konvexný obal rýchleǰsie ako v O(n log n), vedeli by sme aj
triedit’ rýchleǰsie ako v O(n log n) a naopak. Ak t(n) je najlepš́ı čas triedenia n
prvkov a k(n) je najlepš́ı čas pre nájdenie konvexného obalu, potom

t(n) = k(n)±O(n).

Problém farbenia grafov (Coloring) je NP-úplný pre 3 a viac farieb. Ako
je to s planárnymi grafmi (nakreslenými do roviny tak, že sa hrany nekŕıžia)?
Možno ste počuli o vete o štyroch farbách: ak chceme ofarbit’ súvislé oblasti na
l’ubovol’nej mape tak, aby susedné oblasti mali rôznu farbu, stačia nám len štyri
farby! Preložené do reči teórie grafov: súvislé oblasti sú vrcholy a susedné oblasti
spoj́ıme hranou; dostaneme planárny graf a ten sa vždy dá ofarbit’ 4 farbami.
Takže pre 4 farby je rozhodovaćı problém farbenia vo všeobecnosti t’ažký, ale
pre planárne grafy triviálny.

Ako je to však s 3 farbami? Problémy sú (zhruba) rovnako t’ažké. Ukážeme
si, prečo: Predstavme si, že máme super-rýchly algoritmus, ktorý dokáže ofar-
bovat’ 3 farbami v čase f(n), ale iba planárne grafy. Potrebujeme graf, ktorý,
žial’, nie je planárny. Čo sa dá robit’? Môžeme ho nakreslit’ do roviny aj tak. Ne-
jaké hrany sa nám budú kŕıžit’, ale to nevad́ı. Každý jeden priesečńık nahrad́ıme
planárnym grafom W ako na obrázku 4.1. Výsledný graf bude planárny. Pre-
svedčte sa, že akékol’vek farbenie W muśı mat’ protil’ahlé ćıpy rovnakej farby.
Naopak, ofarbenia na obrázku 4.1c ukazujú, že ak pre protil’ahlé ćıpy zvoĺıme
rovnakú farbu, zvyšok grafu už vieme vždy dofarbit’ (ak chceme ćıpy inej farby
ako na obrázku, stač́ı farby spermutovat’). Z toho vyplýva, že výsledný graf je
3-ofarbitel’ný práve vtedy, ked’ bol 3-ofarbitel’ný pôvodný graf a z riešenia pre
jeden graf vieme triviálne źıskat’ riešenie pre druhý a naopak.

Na planárny graf, ktorý sme takto zostrojili, by sme mohli použit’ náš super-
rýchly algoritmus. Aký bude výsledný čas? Nuž, všimnite si, že graf sa nám
trochu nafúkne – za každý priesečńık nám pribudne 12 vrcholov. Priesečńıkov
je v najhoršom pŕıpade až Θ(n4), takže výsledná zložitost’ bude najviac F (n) =
f(12n4 + n) +O(n4). Nie je to málo, no ak trochu poodstúpime a pozrieme sa
na tú zložitost’ z dial’ky, tak: 1. ak f je polynóm, tak aj F je polynóm; 2. ak f
je subexponenciálna funkcia, tak aj F je subexponenciálna; 3. ak sa 3-farbenie
grafov nedá lepšie ako v exponenciálnom čase, tak sa to nedá ani pre špeciálny
pŕıpad planárnych grafov. (Najlepš́ı známy algoritmus pre 3-farbenie bež́ı v čase
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(a) Graf W .

u v

⇓

W W W Wu v

(b) Kŕıženia nahrad́ıme kópiami W .

(c) Dve možné ofarbenia grafu W .

Obr. 4.1: Redukcia 3-farbenia grafu na 3-farbanie planárneho grafu.

O(1.3289n) (Beigel a Eppstein, 2005). Ked’že problém je NP-úplný, nevieme, či
existuje polynomiálny algoritmus – ak by však existoval, P = NP.)

Super Mario aj ekvivalencia regulárnych výrazov sú tzv. PSPACE-úplné problémy
– najt’ažšie problémy, ktoré sa dajú riešit’ v polynomiálnej pamäti. Nevieme ich
riešit’ v polynomiálnom čase a keby sme to vedeli, potom P = PSPACE (všetky
problémy riešitel’né v polynomiálnej pamäti sa dajú riešit’ aj v polynomiálnom
čase, čo je nepravdepodobné). PSPACE-úplnost’ Super Maria si dokážeme v ka-
pitole .

Problém zastavenia na n krokov1 aj n × n dáma sú EXP-úplné problémy –
najt’ažšie problémy, ktoré sa dajú riešit’ v exponenciálnom čase. Tieto problémy
sa dokázatel’ne nedajú riešit’ v polynomiálnom čase. O dáme si to ukážeme v
kapitole .
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(a) Ošemetná situácia:
”
Ne-

viem nájst’ efekt́ıvny algo-
ritmus, asi som pŕılǐs blbá.“

(b) Ideálny pŕıpad:

”
Nemôžem nájst’ efekt́ıvny

algoritmus, pretože žiadny
taký dokázatel’ne neexis-
tuje!“ Bohužial’, takýchto
pŕıpadov je málo.

(c) Realistický scenár:

”
Neviem nájst’ efekt́ıvny

algoritmus, ale nedokážu
to ani t́ıto slávni vedci.“
Stač́ı problém redukovat’

na známy t’ažký problém.

Obr. 4.2: Vediet’ dokázat’, že problém je t’ažký, je užitočné a praktické. Zdroj:
Stefan Szeider, https://www.ac.tuwien.ac.at/people/szeider/cartoon/

4.1 Redukcie

Defińıcia 4.1. Hovoŕıme, že problém A je polynomiálne redukovatel’ný na B,
ṕı̌seme A ≤P

m B, ak existuje zobrazenie σ vypoč́ıtatel’né v polynomiálnom čase
také, že pre každé x je x ∈ A ⇐⇒ σ(x) ∈ B. Podobne A je logspace redukova-
tel’ný na B, A ≤log

m B, ak sa zobrazenie σ dá vypoč́ıtat’ v logaritmickom priestore.
Funkciu σ voláme tiež many-to-one alebo Karpova redukcia A na B.

Defińıcia 4.2. Hovoŕıme, že L je NP-t’ažký, ak A ≤log
m L pre každý A ∈ NP. L

je NP-úplný, ak je NP-t’ažký a patŕı do NP. Vo všeobecnosti, ak ≤ je redukcia a
C je l’ubovol’ná trieda problémov, tak hovoŕıme, že L je C-t’ažký (pri ≤ redukcii),
ak A ≤ L pre každé A ∈ C a C-úplný, ak L navyše patŕı do C.

Veta 4.1. Zopár jednoduchých faktov:

• Relácie ≤log
m ,≤P

m sú tranzit́ıvne: ak A ≤ B a B ≤ C, tak A ≤ C.

• Triedy ako L,NL,P,NP, coNP,PSPACE,EXP,NEXP, . . . sú uzavreté na log-
space redukciu: Ak A ≤log

m B a B ∈ C, tak A ∈ C, kde C je jedna zo
spomı́naných tried. S výnimkou L a NL, teda od P

”
vyššie“, sú tieto triedy

uzavreté aj na polynomiálnu redukciu.

• A ∈ P práve vtedy, ked’ A ≤P
m {1}; A ∈ L práve vtedy, ked’ A ≤log

m {1}.

• Ak A ≤log
m B, tak A ≤P

m B, teda ≤log
m je zjemneńım relácie ≤P

m.

• Ak C-úplný jazyk patŕı do C′ a C′ je uzavretá na danú redukciu, potom
C ⊆ C′. Napŕıklad ak NP-úplný jazyk patŕı do coNP, potom NP = coNP.
Ak EXP-úplný jazyk patŕı do PSPACE, tak EXP = PSPACE, atd’.

1predpokladáme, že č́ıslo n je na vstupe zaṕısané binárne a teda počet krokov je expo-
nenciálny od d́lžky vstupu
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Defińıcia 4.3. Hovoŕıme, že problém A je polynomiálne Turingovsky redukova-
tel’ný na B, ṕı̌seme A ≤P

T B, ak existuje Turingov stroj M , ktorý použ́ıva B ako
orákulum (čiernu krabičku) a v polynomiálnom čase rieši A. Takýto stroj má
špeciálnu pásku, na ktorú ked’ naṕı̌se vstup x, v konštantnom čase sa dozvie, či
x ∈ B. Stroj M s orákulom B zapisujeme MB, teda A ≤P

T B, ak A = L(MB),
pre polynomiálny stroj M .

Defińıcia 4.4. Nech B je jazyk a C,O sú triedy jazykov. Definujeme

PB = {L(MB) | kde M je deterministický polynomiálny Turingov stroj}
NPB = {L(MB) | kde M je nedeterministický polynomiálny Turingov stroj}

PO =
⋃

B∈O
PB , NPO =

⋃

B∈O
NPB , všeobecne CO =

⋃

B∈O
CB

Veta 4.2. Plat́ı:

• Relácia ≤P
T je tranzit́ıvna.

• A ≤P
T B práve vtedy, ked’ A ∈ PB.

• Triedy P a PSPACE sú uzavreté na ≤P
T, teda PP = P a PPSPACE = PSPACE.

• Relácia ≤P
m je zjemneńım ≤P

T.

Predpokladá sa, že NP nie je uzavretá na Turingovskú redukciu – potom by
totiž NP = coNP.

4.2 Ťažké a úplné problémy

NP-úplné problémy

Veta 4.3 (Cook (1971), Levin (1973)). Problém Sat je NP-úplný.

� Dôkaz. Chceme dokázat’, že každý jazyk L ∈ NP vieme redukovat’ na 3Sat.
Nech M je NTS, ktorý ho rozpoznáva v čase nk. Ukážeme, ako pre každý vstup
x zostrojit’ formulu φx takú, že x ∈ L⇐⇒ φx je splnitel’ná.

Predstavme si akceptačný výpočet M na x: C1 `M C2 `M · · · `M CN
(kde N = nk). Môžeme si ho predstavit’ ako tabul’ku N krokov × (N + 2)
poĺıčok, pričom na každom poĺıčku je nejaký symbol a môže na ňom byt’ hlava
v nejakom stave. Konfigurácie zarovnáme na rovnakú d́lžku a pridáme zarážky
` C a. Nepoužité poĺıčka budeme značit’

”
“.

Tento výpočet zakódujeme do booleovských premenných a formula φx bude
kontrolovat’, či ide o korektný akceptačný výpočet. Teda

x ∈ L⇐⇒ ∃akceptačný výpočet M na x

⇐⇒ ∃nastavenie premenných kódujúce tento výpočet.

Premenné budú:
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• Qqi,j – v i-tom kroku je hlava na j-tom poĺıčku v stave q a

• Sai,j – v i-tom kroku je na j-tom poĺıčku symbol a.

Podmienky:

• Na každom poĺıčku je práve jeden symbol:

pre každé i, j:
∨

a∈Γ

Sai,j (aspoň jeden)

pre každé i, j a a 6= b ∈ Γ: Sai,j ∨ Sbi,j (najviac jeden).

• Podobne hlava je v každom kroku na práve jednom poĺıčku v práve jednom
stave:

pre každé i:
∨

q∈Q
0<j≤N+1

Qqi,j (aspoň jeden)

pre každé i, j 6= j′, stavy p 6= q: Qpi,j ∨Qqi,j′ (najviac jeden).

• Počiatočná konfigurácia zač́ına v stave q0 (podl’a M):

Qq01,1

a na páske je ` x1x2 · · ·xn · · · a (vstup x doplnený o prázdne poĺıčka

na d́lžku N):

S`1,0 ∧ Sx1
1,1 ∧ Sx2

1,2 ∧ · · · ∧ Sxn1,n ∧
∧

n<j≤N
S1,j ∧ Sa1,N+1

Toto je jediná čast’, ktorá záviśı od vstupu x.

• Každá d’aľsia konfigurácia muśı vždy naväzovat’ na predošlú a menit’ sa
podl’a δ-funkcie stroja M . Vo všeobecnosti, každé poĺıčko (i+ 1, j) záviśı
najviac od troch poĺıčok v predošlej konfigurácii. Ak na poĺıčku j nie je
hlava, tak v nasledujúcom kroku bude na poĺıčku rovnaký symbol.

(Sai,j ∧ (Qq1i,j ∧ · · · ∧Qqki,j))→ Sai+1,j

Ak tam je hlava, symbol sa zmeńı podl’a δ-funkcie stroja M . Konkrétne,
ak δ(p, a) = (q, b, d), tak

(Sai,j ∧Qpi,j)→ (Sbi+1,j ∧Qqi+1,j+d).

Tieto výrazy môžeme preṕısat’ do CNF (podl’a p→ q ≡ ¬p ∨ q):

pre každé i < N, j, a ∈ Γ a ((p, a), (q, b, d)) ∈ δ:

(Sai,j∨Qq1i,j∨· · ·∨Qqmi,j ∨Sai+1,j)∧(Sai,j∨Qpi,j∨Sbi+1,j)∧(Sai,j∨Qpi,j∨Qqi+1,j+d).
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• Výpočet je akceptačný (môžeme predpokladat’, že M sa vráti na prvé
poĺıčko a prejde do stavu ACCEPT ):

QACCEPT
N,1 .

Všetky tieto klauzuly spoj́ıme ∧-om do jednej formuly φx, ktorá má O(N2)

premenných a d́lžku O(N3) = O(n3k) = poly(n). �

Veta 4.4. Nasledujúce problémy sú NP-úplné:

• NtmAcc – dané sú kód NTS M , vstup x a počet krokov t (zaṕısané
unárne); chceme zistit’, či M(x) akceptuje na t krokov; formálne:
NtmAcc = {〈M〉#x#1t |M je NTS, ktorý akceptuje x na t krokov},

• TmSat – dané sú kód DTS M , dĺ̌zka n a počet krokov t (zaṕısané unárne);

chceme zistit’, či existuje vstup x dĺ̌zky n, ktorý M akceptuje na t krokov;
formálne:
TmSat = {〈M〉#1n#1t |M je DTS ∧

∃π ∈ {0, 1}n : M(π) akceptuje na t krokov},
• CircuitSat – daný je booleovský obvod C; existuje vstup, ktorý akceptuje?

• Sat – je daná formula φ v CNF2 splnitel’ná? existuje pravdivostné ohod-
notenie premenných, pri ktorých je formula pravdivá?

� Dôkaz. To, že TmSat je NP-úplný, je jasné z defińıcie NP cez certifikáty:
L ∈ NP, ak existuje deterministický stroj M , ktorý v polynomiálnom čase ove-
ruje certifikáty a x ∈ L⇐⇒ ∃π : M(x, π). Pri redukcii stač́ı

”
zadrátovat’“ vstup

x do M a vyṕısat’ potrebný počet jednotiek.
TmSat ≤P

m CircuitSat, pretože DTS, ktoré pracujú v polynomiálnom
čase sú ekvivalentné polynomiálne vel’kým obvodom. Dôkaz tohto tvrdenia je
podobný dôkazu Cook-Levinovej vety vyššie – zostroj́ıme obvod, ktorý dokáže
poč́ıtat’ nasledujúcu konfiguráciu C `M C ′. Ak však trochu abstrahujeme od
detailov, tak každé poĺıčko v d’aľsej konfigurácii záviśı len od troch poĺıčok v
predošlej konfigurácii – a teda od konštantne vel’a vstupov a pre každú funkciu
k vstupov vieme vyrobit’ triviálny CNF obvod vel’kosti O(k2k) = O(1).

Nakoniec CircuitSat ≤P
m Sat, pretože každý obvod C vieme prerobit’ na

CNF formulu, ak pridáme d’aľsie premenné. Pre každé hradlo h so vstupmi f, g
budeme mat’ podl’a typu hradla klauzuly (h ↔ f ∧ g) alebo (h ↔ f ∨ g) alebo
(h ↔ ¬f), preṕısané do CNF. Zatial’̌co v CircuitSat sa pýtame, či existuje
vstup, na ktorom dá obvod odpoved’ 1, v Sat inštancii sa budeme pýtat’, či exis-
tuje vstup a nastavenie pomocných premenných pre výstupy hradiel a formula
už len skontroluje, že pre každé hradlo vstupy a výstup zodpovedajú. Podobne
ako v predošlom dôkaze teda nechávame nedeterminizmus, aby natipoval nielen
vstupy, ale celý priebeh výpočtu a potom už len skontrolujeme, či lokálne všetko
sed́ı. �

2v konjunkt́ıvnom normálnom tvare
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Obr. 4.3: 21 Karpových problémov a redukcie medzi nimi. Všetky tieto problémy
sú NP-úplné.

Veta 4.5 (Karp (1972)). Nasledujúce problémy sú NP-úplné:

• Sat, 3Sat – je daná formula v CNF, resp. v 3CNF splnitel’ná?

• 0-1-ILP – pre celoč́ıselnú maticu A a vektor b, existuje 0-1-vektor x taký,
že Ax = b?

• Clique – obsahuje daný graf k-kliku, t.j. k navzájom prepojených vrcho-
lov?

• SetPacking – dá sa z množ́ın S1, . . . , Sn vybrat’ k disjunktných množ́ın?

• NodeCover – má graf vrcholové pokrytie vel’kosti najviac k, t.j. existuje
množina vrcholov C taká, že každá hrana má aspoň jeden koniec v C?

• FeedbackNodeSet – má daný orientovaný graf G množinu k vrcholov
F takú, že každý cyklus v G ide cez nejaký vrchol z F?

• FeedbackArcSet – množinu k hrán takú, že každý cyklus v G použije
nejakú hranu z F?

• DirectedHamiltonianCycle a UndirectedHamiltonianCycle – exis-
tuje v grafe cyklus, ktorý prechádza cez všetky vrcholy?

• ChromaticNumber (k-Coloring) – dá sa graf ofarbit’ k farbami (su-
sedné vrcholy musia mat’ rôznu farbu)?
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• CliqueCover – je daný graf zjednoteńım najviac k kĺık?

• SetCovering – dá sa z množ́ın S1, . . . , Sn vybrat’ k množ́ın, ktoré
”

po-
kryjú“ (ich zjednotenie je) celé

⋃n
i=1 Si?

• ExactCover – dajú sa z množ́ın S1, . . . , Sn vybrat’ disjunktné množiny,
ktoré pokryjú celé

⋃n
i=1 Si?

• HittingSet – existuje pre dané množiny S1, . . . , Sn množina H taká, že
|H ∩ Si| = 1 pre každé i?

• SteinerTree – dá sa množina vrcholov v ohodnotenom grafe pospájat’

hranami s celkovou dĺ̌zkou najviac k?

• 3dMatching – máme hypergraf, kde každá hrana spája 3 vrcholy (E ⊆
V × V × V );

• Knapsack – dané celé č́ısla a1, . . . , an, b; dá sa vybrat’ podmnožina a-čok
so súčtom b?

• JobSequencing – máme n úloh, pre každú máme čas trvania, deadline,
dokedy ju treba stihnút’ a penále, ktoré muśıme zaplatit’, ak to nestihneme;
dajú sa úlohy zoradit’ tak, že celkové penále je najviac k?

• Partition – dané celé č́ısla a1, . . . , an; dajú sa rozdelit’ do dvoch skuṕın
s rovnakým súčtom?

• MaxCut – obsahuje daný ohodnotený graf rez s váhou aspoň k? (t.j.
chceme vrcholy rozdelit’ do dvoch skuṕın a maximalizovat’ súčet váh hrán,
ktoré vedú z jednej skupiny do druhej:

∑
{u,v}∈E,u∈S,v/∈S w({u, v}))

PSPACE-úplné problémy

Veta 4.6. Nasledujúce problémy sú PSPACE-úplné:

• TmAccSpace = {〈M〉#x#1s |M je TS, ktorý akceptuje x v pamäti s},

• LbaAcc – daný je lineárne ohraničený automat M a vstup x; chceme
zistit’, či M akceptuje x;

• CsgGen – daná je kontextová gramatika G a slovo x; chceme zistit’, či G
generuje x;

� Dôkaz. PSPACE-úplnost’ jazyka TmAccSpace je triviálna, podobne ako NP-
úplnost’ NtmAcc. Zist’ovat’, či lineárne ohraničený automat akceptuje, je zhruba
rovnako t’ažké, pretože počas redukcie môžeme

”
nafúknut’“ vstup: namiesto x

budeme mat’ vstup x#s−n s dostatočne vel’a zarážkami na konci. Hoci výsledok
záviśı iba od x, formálne má takýto vstup d́lžku s. Ekvivalencia LBA a kon-
textových gramat́ık sa dokazuje na Formálnych jazykoch a automatoch.

�
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Veta 4.7 (Stockmeyer a Meyer (1973)). Problém ekvivalencie regulárnych
výrazov (tzn. pre dané r1, r2, je L(r1) 6= L(r2)?) je PSPACE-úplný.

� Dôkaz. Redukciou z LbaAcc: L(r1) bude Γ∗ a zostroj́ıme regex r2, ktorý
matchuje všetko okrem akceptačného výpočtu M(x) (teda ak M akceptuje x,
L(r2) 6= Γ∗ = L(r1) a ak M neakceptuje x, potom r2 matchuje všetky slová).
Zaṕı̌sme akceptačný výpočet C0 `M C1 `M`M · · · `M Ck ako ret’azec

v = #C0#C1#C2# · · ·#Ct#

nad abecedou Γ = Q ∪ Σ ∪ {#}; každá konfigurácia Ci má d́lžku n+ 1.
Ako vyzerajú slová, ktoré nie sú akceptačným výpočtom M(x)? Nuž bud’

• zle zač́ınajú – slovo nezač́ına na #q0x#; možno je pŕılǐs krátke, alebo má
na niektorej poźıcii zlé ṕısmenko:

s = (Γ | ε)n+2 | (Γ−#)Γ∗ | #(Γ−q0)Γ∗ | · · · | (#q0x1 · · ·xi−1(Γ−xi)Γ∗) | · · ·

• alebo neakceptujú – l’ubovol’ný ret’azec, ktorý neobsahuje akceptačný stav,

f = (Γ− qf )∗

• alebo nejaké dve konfigurácie na seba nenadväzujú – ret’azec je v tvare

m =
⋃

(a,b,c,d,e,f)∈ZK
Γ∗abcΓn−2defΓ∗,

pre
”
zlú kombináciu“ ṕısmenok a, b, c, d, e, f ; tzn. ak v jednej konfigurácii

sú 3 po sebe idúce symboly a, b, c, tak v d’aľsej konfigurácii (na rovnakej
poźıcii o n+ 1 znakov neskôr) nemôžu byt’ d, e, f ; napŕıklad ak a, b, c /∈ Q,
potom v nasledujúcej konfigurácii by malo byt’ b = e; ak a ∈ Q a napŕıklad
δ(a, b) = (q, b′,+1), potom v nasledujúcej konfigurácii by malo byt’ def =
b′qc.

Výsledný regex je r2 = s | f | m.
Na druhej strane, problém patŕı do PSPACE – regulárne výrazy prevedieme

na NKA; chceme nájst’ slovo w ∈ L(A1), w /∈ L(A2) �

Veta 4.8 (Stockmeyer a Meyer (1973)). Problém QBF je PSPACE-úplný.

� Dôkaz. L’ahko vidiet’, že QBF ∈ PSPACE; majme teda PSPACE stroj M pre
jazyk L. Pre každé x zostroj́ıme φ také, že x ∈ L⇐⇒ φ ∈ QBF. Vieme, že M

použije najviac nk poĺıčiek pásky a zastav́ı po 2n
k

krokoch. Postupne zostroj́ıme
formule φi(a, b), ktoré sú pravdivé vtedy, ked’ sa z konfigurácie a vieme dostat’

do b na ≤ 2i krokov (konfigurácie vieme zaṕısat’ pomocou O(nk) premenných).
Potom ak c0 je počiatočná a cf jediná konečná konfigurácia (uvažujme napr.
M , ktorý na konci vymaže celú pásku a vráti sa na začiatok), tak x ∈ L ⇐⇒
φnk(c0, cf ) ∈ QBF.
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Formulu φ0(a, b) máme z Cook-Levinovej vety; φi+1(a, b) by sme mohli de-
finovat’ podobne ako v Savitchovej vete: ∃c : φi(a, c) ∧ φi(c, b), ale bola by
exponenciálne vel’ká. Potrebujeme použit’ aj všeobecné kvantifikátory; približne
takto: φi+1(a, b) ≡ ∃c∀x, y : ([x, y] = [a, c] ∨ [x, y] = [c, b]) ⇒ φi(x, y). Ostáva
doriešit’ technické detaily a presvedčit’ sa, že φnk vieme naṕısat’ v dobrom tvare.

�

4.3 Relativizácia

Turingov stroj s orákulom je stroj, ku ktorému môžeme pripojit’ akúsi čiernu
krabičku (orákulum), ktorá rozhoduje jazyk O. Turingov stroj sa môže orákula
spýtat’ otázku:

”
Patŕı slovo q do O?“ a orákulum mu ihned’ pravdivo odpovie.

Trochu formálneǰsie: stroju pridáme špeciálnu pásku a tri špeciálne stavy: query,
yes a no; ak na túto pásku naṕı̌se slovo q a prejde do stavu query, v nasledujúcom
kroku sa ocitne v stave yes alebo no podl’a toho, či q ∈ O alebo q /∈ O. Podobne
definujeme nedeterministicé TS s orákulom.

Väčšina dôkazov, ktoré sme zatial’ videli tzv.
”
relativizujú“ – sú to nejaké

tvrdenia o TS a presne tak isto by sa dokázali aj analogické tvrdenia o TS s
orákulom. Napŕıklad veta o časovej/pamät’ovej hierarchii hovoŕı (zhruba), že
ak máme viac času/priestoru, potom vieme akceptovat’ zložiteǰsie jazyky. Dia-
gonalizáciou vieme zostrojit’ jazyk, ktorý patŕı do DTIME(n47), ale nepatŕı do
DTIME(n46). Úplne rovnako by sa zostrojil jazyk, ktorý vieme rozpoznat’ v čase
n47 s orákulom O, ale nevieme ho rozpoznat’ v čase n46 s orákulom O.

Z toho, čo sme však dokázali o PA a NPA vyplýva, že dôkaz P = NP alebo
P 6= NP nie je relativizujúci ! Nemôže byt’ taký, že by sa úplne rovnako dokázalo
analogické tvrdenie pre l’ubovol’né orákulum.

Toto tvrdenie sa tiež nazýva
”
relativizačná bariéra“. Naozaj zatial’nepoznáme

vel’a techńık, ktoré nerelativizujú a táto bariéra sčasti vysvetl’uje, prečo je P =
NP? taký t’ažký problém.

Neskôr sa ukázali d’aľsie
”
bariéry“ (tzv. prirodzené dôkazy a algebraická

bariéra) – tvrdenia, že P 6= NP sa nedá dokázat’ určitými d’aľśımi technikami.

Defińıcia 4.5. Pre l’ubovol’né O definujme PO a NPO ako triedu jazykov roz-
poznávanú deterministickými, resp. nedeterministickými TS s orákulom O. Ak
C je trieda jazykov, tak PC a NPC definujeme ako

⋃
O∈C PO, resp.

⋃
O∈C NPO.

Jednoduché pozorovania:

• Trieda PO je uzavretá na komplement.

• Ak O ∈ P, tak PO = P.

• Ak O je úplný pre triedu C, tak PO = PC .

• PREC = NPREC = RECREC = REC

• PPSPACE = NPPSPACE = PSPACEPSPACE = PSPACE
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Veta 4.9 (Baker a spol. (1975)). Existujú jazyky A, B také, že PA = NPA

a PB 6= NPB.

� Dôkaz. Za A stač́ı zobrat’ jazyk QBF, ktorý je PSPACE-úplný; plat́ı PQBF =
NPQBF = PSPACE.

Na druhej strane pre jazyk B definujme UB = {1|x| | x ∈ B}. Zrejme pre
každé B plat́ı UB ∈ NPB (tipnem x a spýtam sa B). Diagonalizáciou vieme
nájst’ také B, že UB /∈ PB . �

Úlohy

• Dokážte, že logspace redukcia je tranzit́ıvna, teda ak A ≤log
m B a B ≤log

m C,
tak A ≤log

m C.

• Uvažujme problém zistit’, či je daná formula splnitel’ná aspoň dvoma rôznymi
ohodnoteniami. Je NP-úplný?

• Nájdite jazyk, ktorý dokázatel’ne nie je NP-úplný.

• Nájdite jazyk, ktorý sa dá redukovat’ na NP-úplný aj na coNP-úplný
problém.

• (Berman a Hartmanis, 1977) Dokážte, že L ∈ P/poly práve vtedy, ked’ L
je polynomiálne Turingovsky redukovatel’ný na nejaký riedky jazyk. Teda
L ∈ P/poly ⇐⇒ ∃riedky S : L ≤P

T S. Hovoŕıme, že jazyk je riedky , ak je

počet slov d́lžky n v jazyku iba polynomiálny.

• Vysvetlite, prečo je nasledujúci argument chybný:

Sat vieme vyriešit’ v lineárnej pamät’i. Sat je NP-úplný problém
a preto NP ⊆ DSPACE(n). Podl’a pamät’ovej hierarchie je DSPACE(n) ⊂
PSPACE a teda NP 6= PSPACE.

(Pripomeňme, že otázka, či P 6= PSPACE je stále otvorený problém.)

• Sú P a NP uzavreté na homomorfizmus?

• Dokážte, že nasledujúce problémy sú NL-úplné:

1. Rozhodnút’, či daný nedeterministický automat A akceptuje dané
slovo w.

2. Rozhodnút’, či je daný orientovaný graf silne súvislý.

3. Rozhodnút’, či daný orientovaný graf obsahuje cyklus.

• Uvažujme obmenu problému vrcholového pokrytia s tým, že na vstupe
je graf G, č́ıslo k a dostaneme pŕısl’ub, že bud’ má G vrcholové pokrytie
najviac k vrcholmi alebo má každé pokrytie minimálne 3k vrcholov. Je
tento problém NP-úplný alebo v P?
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Čast’ II

Alternácia

(Svet medzi P a PSPACE)





Úvod

V úvode sme si vraveli, že ciel’om teórie zložitosti je (v ideálnom pŕıpade) zistit’,
aké t’ažké sú rôzne problémy. Avšak ked’že nám dokazovanie dolných odhadov
zatial’ vel’mi nejde, snaž́ıme sa aspoň roztriedit’ problémy do rôznych tried ekvi-
valencie.

Pod’me si to skúsit’. Uvažujme nasledovné problémy:

• Min-Dnf – daná je DNF formula φ a č́ıslo k; existuje ekvivalentná DNF
formula vel’kosti ≤ k?

• 1Lta-Grammar-Inequivalence – dané sú bezkontextové gramatiky G1

a G2 nad 1-ṕısmenovou abecedou; je L(G1) 6= L(G2)?

• 3-Coloring-Extension – daný je graph G; dá sa každé 3-ofarbenie listov
rozš́ırit’ na 3-ofarbenie celého grafu?

• VC-Dimension3 – daná je kolekcia C = {S1, S2, . . .} podmnož́ın konečnej
množiny U (Si sú reprezentované úsporne booleovskými obvodmi); je
V C(C) ≥ k? T.j. existuje X ⊆ U , |X| ≥ k, ∀S ⊆ X : ∃i : S = Si ∩X?

Aká je zložitost’ týchto problémov?

Na jednej strane l’ahko vidno, že všetky tieto problémy sa dajú riešit’ v expo-
nenciálnom čase, dokonca v polynomiálnom priestore, teda patria do PSPACE.
Na druhej strane, všetky vyzerajú aspoň NP-t’ažké. No dobre. Ale sú teda NP-
úplné alebo PSPACE-úplné? Alebo že by

”
niečo medzi“?

Vezmime si prvý problém, Min-Dnf. Ak by sme ho chceli riešit’ pomocou
NTS, mohli by sme si tipnút’ formulu ψ, ale ako oveŕıme, či je ekvivalentná
s φ? Na to by sme potrebovali zistit’, či φ ≡ ψ je tautológia – čo je coNP-úplný
problém.

3Vapnik-Červonenkisova dimenzia sa použ́ıva v teórii učenia i výpočtovej geometrii. Meria

”
výrazovú silu“,

”
flexibilitu“ súboru funkcíı. Dôsledné pochopenie tohto pojmu nie je nutné

pre d’aľsiu diskusiu (ide len o pŕıklad prakticky motivovaného problému), avšak ak by to
niekoho zauj́ımalo, tu je defińıcia ešte raz a trochu l’udskeǰsie: Majme množinu X a ofarbime
jej body dvomi farbami (na červeno alebo na modro). Budeme hovorit’, že Si vie rozĺı̌sit’ modré
body od červených, ak Si ∩ X je presne množina modrých bodov. Hovoŕıme, že kolekcia C
rozbije množinu X, ak pre l’ubovol’né zafarbenie X existuje Si ∈ C, ktorá odĺı̌si modré body
od červených. VC-dimenzia je vel’kost’ najväčšej množiny, ktorú dokáže C rozbit’.
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Čo 3-Coloring-Extension? Už len zistit’, či sa jedno konkrétne 3-farbenie
dá rozš́ırit’ na 3-farbenie celého grafu je NP-úplný problém. My však potre-
bujeme overit’ všetky ofarbenia listov. Intuit́ıcia vrav́ı, že toto NTS v poly-
nomiálnom čase nezvládne.

Vyzerá to, že uvedené problémy sú t’ažšie ako NP. Sú však PSPACE-úplné?
Pravdupovediac, ani to nevyzerá byt’ pravda. Môžeme ich totiž vyjadrit’ takto:

• Min-Dnf:
∃ formula ψ

∀ ohodnotenie x : φ(x) = ψ(x)

• 1Lta-Grammar-Inequivalence:

∃ slovo w a odvodenie v G1 alebo G2

∀ odvodenie v tej druhej gramatike nedostaneme w

• 3-Coloring-Extension:

∀ ofarbenie listov

∃ ofarbenie grafu

• VC-Dimension:
∃X ∀S ∃i také, že dačo plat́ı

Dá sa dokázat’, že prvé dva problémy sú ekvivalentné (cez polynomiálnu
redukciu) tzv. problému ∃∀Sat: pre danú booleovskú formulu φ(x, y) zistit’,
či existuje ohodnotenie x1, . . . , xn také, že pre všetky ohodnotenia y1, . . . , ym
je formula φ(x, y) splnená. Inými slovami, či je pravda, že ∃x∀y : φ(x, y).
3-Coloring-Extension je ekvivalentný problému ∀∃Sat, t.j. zistit’, či je daná
formula ∀x∃y : φ(x, y) pravdivá. VC-Dimension je zase ekvivalentný problému
∃∀∃Sat.

Naproti tomu NP-úplný Sat či coNP-úplná tautológia majú iba jeden exis-
tenčný či univerzálny kvantifikátor. A opačný extrém: v PSPACE-úplnom QBF
sa môže striedat’ l’ubovol’ne vel’a kvantifikátorov.

Pripomeňme, že v súčasnosti nevieme dokázat’ ani či P 6= PSPACE. Teore-
ticky je teda stále možné, že všetky spomı́nané problémy sú rovnako t’ažké.
Avšak tak ako prevažuje domnienka, že P 6= NP a NP 6= PSPACE, veŕıme, že
∃∀Sat ani ∃∀∃Sat nepatria do NP. Tieto problémy sú úplné pre triedy, ktoré
voláme ΣP

2 a ΣP
3 , pričom NP ∪ coNP ⊆ ΣP

2 ⊆ ΣP
3 ⊆ PSPACE a veŕıme, že všetky

inklúzie sú ostré.

V tejto časti budeme študovat’, ako vyzerá svet medzi P a PSPACE. Dôležitý
koncept, ktorý nám pomôže pri štúdiu takýchto otázok je alternácia. Ide o vel’mi
prirodzené zovšeobecnenie nedenterminizmu. Triedu NP sme definovali cez NTS,
ktoré si

”
tipnú“ správnu odpoved’ a v polynomiálnom čase ju overia. Mohli by

sme si to predstavit’ tiež tak, že pri nedeterministickom rozhodovańı sa program
rozvetv́ı a paralelne vyskúša všetky možnosti. Akceptuje, ak aspoň jedna vetva
akceptuje.
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Problémy z coNP sme definovali jednoducho ako komplementy jazykov z NP.
Bolo by však ovel’a kraǰsie (a užitočneǰsie), keby sme mali nejaký výpočtový mo-
del, ktorý coNP charakterizuje. Akýsi

”
ko-nedeterministický“ Turingov stroj.

A čosi také vskutku existuje. Mohli by sme si predstavit’ niečo ako NTS –
ked’ má program viac možnost́ı pokračovania, rozvetv́ı sa a paralelne vyskúša
všetky možnosti – s tým rozdielom, že akceptujeme práve vtedy, ked’ všetky
vetvy akceptujú. Napŕıklad coNP-úplný problém tautológie vieme vyriešit’ po-
mocou takéhoto

”
ko-NTS“ v polynomiálnom čase: stač́ı paralelne vyskúšat’

všetky ohodnotenia a skontrolovat’, že pri každom je formula splnená.
Odtial’to sme už len krôčik k definovaniu alternujúceho Turingovho stroja

(ATS). Ten dokáže striedat’ medzi tzv. existenčnými a univerzálnymi stavmi,
pričom v existenčných stavoch paralelne skúša všetky možnosti a akceptuje, ak
niektorá (aspoň jedna) vetva akceptuje, v univerzálnych stavoch paralelne skúša
všetky možnosti a akceptuje, ak všetky vetvy akceptujú. Presná defińıcia bude
v nasledujúcej kapitole. Tu len poznamenajme, že NTS sú ATS, ktoré sú počas
celého výpočtu iba v existenčných stavoch. Naopak

”
ko-NTS“ sú ATS, ktoré sú

celý čas v univerzálnych stavoch. Problém ako ∃∀Sat vieme vyriešit’ ATS, ktorý
v existenčných stavoch natipuje ohodnotenie x, potom sa prepne (alternuje) do
univerzálneho stavu a paralelne vyskúša všetky ohodnotenia y. QBF zase vieme
riešit’ v polynomiálnom čase, ak môžeme neobmedzene alternovat’.

Na záver uved’me ešte jednu oblast’, kde je takéto rozmýšl’anie vel’mi priro-
dzené, a to sú hry (ku ktorým sa dostaneme v štvrtej časti). Konkrétne hry,
kde hrajú dvaja hráči proti sebe. Vezmime si napr. taký šach. Predstavme si, že
dostaneme poźıciu v šachu a otázku, či vie dat’ biely mat na tri t’ahy. V preklade
to znamená, či

existuje taký t’ah bieleho, že pre každú odpoved’ čierneho,

existuje taký t’ah bieleho, že nech sprav́ı čierny čokol’vek,

existuje t’ah bieleho, ktorý matuje.

Skrátene, či
∃t’ah B ∀t’ah Č ∃t’ah B ∀t’ah Č ∃t’ah B : mat.

Alebo dostaneme poźıciu a otázku, či má biely vyhrávajúcu stratégiu – či si
dokáže vynútit’ výhru – na l’ubovol’ne vel’a t’ahov.

Jedna možnost’ ako rozmýšl’at’ o takýchto problémoch je cez rôzne prehl’adávania
grafu poźıcíı; druhá možnost’ je rozmýšl’at’ v

”
reči“ alternujúcich TS: existenčné

stavy zodpovedajú t’ahom bieleho, univerzálne stavy t’ahom čierneho.
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Kapitola 5

Alternujúce Turingove
stroje

Alternujúce Turingove stroje definujeme rovnako ako tie nedeterministické s tým,
že stavy rozdeĺıme na existenčné (∃) a univerzálne (∀); formálne pridáme označenie
stavov

typ : Q→ {∃,∀}.
Podobne ako nedeterministické stroje, aj tie alternujúce môžu mat’ vel’a rôznych
výpočtov na jednom vstupe.

To, či stroj akceptuje, zist́ıme tak, že sa pozrieme na celý strom všetkých
výpočtov a začneme konfigurácie postupne od konca od listov ofarbovat’ – či sú
akceptačné alebo odmietavé. Konfigurácie, ked’ stroj zastane, sú jasné – skonč́ı
bud’ v akceptačnom alebo odmietavom stave (pozri obrázok 5.1). Ostatné kon-
figurácie označ́ıme postupne tak, že

• existenčná konfigurácia je akceptačná, ak existuje aspoň jedna nasledujúca
konfigurácia, ktorú sme už označili ako akceptačnú,

• univerzálna konfigurácia je akceptačná, ak všetky možné kroky vedú do
akceptačnej konfigurácie.

Stroj akceptuje, ak je jeho počiatočná konfigurácia akceptačná.1

1[Iba pre skalných formalistov.] Ak by sme chceli byt’ vel’mi formálni, môžeme definovat’

množinu konfigurácíı C stroja M a ich ofarbenia ` : C → {⊥, 0, 1}, kde 0/1 znamená odmie-
tavá/akceptačná konfigurácia a ⊥ znamená

”
zatial’ neviem“. Definujeme usporiadanie ⊥ v 0

a ⊥ v 1 a ` v `′, ak sa ` a `′ na ofarbených konfiguráciach zhodujú, ale `′ má možno ofarbené
ešte niečo navyše: ∀α ∈ C : `(α) v `′(α). Definujme zobrazenie na ofarbeniach τ :

τ(`)(α) =

{∧
α`Mβ `(β) ak α je ∀-konfigurácia∨
α`Mβ `(β) ak α je ∃-konfigurácia

No a potom už iba vezmeme pevný bod zobrazenia τ . Dostaneme ofarbenie `∗, ktoré môžeme
źıskat’ tak, že začneme z prázdneho označenia `0 (⊥ pre všetky konfigurácie) a opakovane
aplikujeme τ :

`0 v τ(`0) v τ(τ(`0)) v τ(τ(τ(`0))) v · · ·
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Obr. 5.1: Výpočtový strom alternujúceho TS. Výpočet zač́ına v koreni, môžeme
si predstavit’, že vždy, ked’ má stroj na výber viacero možných pokračovańı,
spust́ı nové podprocesy, ktoré pokračujú paralelne a počká kým skončia. Každý
vrchol je jeden proces, ktorý čaká, kým skonč́ı výpočet pod ńım. Listy tohto
stromu sú koncové konfigurácie: akceptačné (X) a odmietajúce (×). Každý pro-
ces, ktorý skonč́ı, odovzdá materskému procesu informáciu, či akceptuje alebo
odmieta. Ked’ skončia všetky deti nejakého vrcholu, rozhodne sa na základe od-
poved́ı (a podl’a toho, či je existenčný, alebo univerzálny) aj ich materský proces
a skonč́ı. Výsledok výpočtu sa dozvieme z koreňa.

Jeden spôsob, ako sa pozerat’ na alternujúce stroje, je ako na paralelný mo-
del: v každom stave s viacerými možnost’ami sa program

”
fork-ne“ a vytvoŕı

nové podprocesy, ktoré paralelne skontrolujú všetky možnosti; ked’ tieto podpro-
cesy skončia, ich rodič jednoducho vyhodnot́ı, či akceptuje (podl’a typu stavu).
Po k krokoch môžeme mat’ až exponenciálne vel’a paralelne bežiacich procesov.
Ukážeme, že alternujúce Turingove stroje skutočne sú

”
rozumný“ paralelný mo-

del v zmysle tézy o paralelných výpočtoch.

5.1 Alternujúci čas a priestor

Defińıcia 5.1 (ATIME, ASPACE). Nech f : N → N je funkcia. Hovoŕıme,
že alternujúci stroj pracuje v čase/pamäti f(n), ak každý výpočet na každom
slove x zaberie čas/pamät’ f(|x|). Definujeme ATIME(f(n)) a ASPACE(f(n))
ako triedy jazykov rozhodnutel’ných na alternujúcom Turingovom stroji v čase,
respeḱıve priestore O(f(n)). Špeciálne

• AL = ASPACE(log n) – alternujúci logaritmický priestor,

• AP =
⋃
k ATIME(nk) – alternujúci polynomiálny čas,

• APSPACE =
⋃
k ASPACE(nk) – alternujúci polynomiálny priestor,

• AEXP =
⋃
k ATIME(2n

k

) – alternujúci exponenciálny čas.

Potom `∗ je suprémum (najmenšie horné ohraničenie) tejto ret’aze.
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Automatická prvá otázka pri takomto novom modeli: aká je jeho sila? Čo
dokáže alternujúci Turingov stroj v polynomiálnom čase? Zrejme aspoň tol’ko,
čo nedeterministický (čo je špeciálny pŕıpad), ale zdá sa, že ovel’a viac. Zatial’̌co
nedeterministický stroj dokáže v polynomiálnom čase zistit’, či

∃x1∃x2 · · · ∃xk : ψ(x1, . . . , xk),

alternujúci stroj dokáže zistit’, či

∃x1∀x2 · · · ∃xk : ψ(x1, . . . , xk),

teda riešit’ problém QBF v polynomiálnom čase!
Algoritmus je jednoduchý: Pre (∃xi) si vyberieme správnu hodnotu v exis-

tenčnom stave (nedeterministicky); teda stroj bude mat’ dve možné pokračovania,
xi = 0 a xi = 1, a akceptujeme, ak aspoň jedna vol’ba xi vyhovuje. Naopak pre
(∀xi) sa prekloṕıme do univerzálneho stavu a vyskúšame obe možnosti xi = 0
a xi = 1 naraz; teda stroj bude mat’ dve možné pokračovania a akceptujeme,
ak obe vol’by xi vyhovujú. Nakoniec len v polynomiálnom čase vyhodnot́ıme
formulu ψ pri danom ohodnoteńı premenných a akceptujeme, ak je pravdivá.
Každý jeden výpočet je teda len polynomiálne dlhý, ale všetky rôzne výpočty
zodpovedajú všetkým možným ohodnoteniam.

Vid́ıme teda, že QBF ∈ AP a ked’že tento problém je PSPACE-úplný, tak
PSPACE ⊆ AP. Na druhej strane, v polynomiálnom priestore zjavne vieme prejst’

všetky polynomiálne dlhé výpočty a prehl’adávańım do h́lbky ofarbit’ všetky
konfigurácie ako akceptačné/odmietavé (pamät’ je úmerná d́lžke cesty od koreňa
k listu, skúste si rozmysliet’ detaily.) Takže AP = PSPACE.

Iný pohl’ad na to isté je, že ak vieme výpočty poṕısat’ booleovskými for-
mulami ako v Cook-Levinovej vete, potom (intuit́ıvne) striedanie existenčných
a univerzálnych kvantifikátorov môžeme využit’ na zachytenie striedania exis-
tenčných a univerzálnych stavov. (Skúste si rozmysliet’ detaily.)

Toto tvrdenie sa dá zovšeobecnit’ a súvis medzi alternujúcim časom a deter-
ministickým priestorom spresnit’. Dokážeme ho priamo simuláciou.

Veta 5.1 (Chandra a spol. (1981)). Pre t(n) ≥ n a s(n) ≥ log n plat́ı:

1. ATIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n)) a

2. DSPACE(s(n)) ⊆ ATIME(s(n)2).

Z toho vyplýva, že alternujúci čas je zhruba rovnaký ako deterministický priestor
(až na polynomiálne faktory):

ATIME(t(n)O(1)) = DSPACE(t(n)O(1)).

Špeciálne AP = PSPACE a AEXP = EXPSPACE.

� Dôkaz. 1. Dôkaz je zovšeobecneńım dôkazu tvrdenia NTIME(t(n)) ⊆ DSPACE(t(n)).
Budeme sekvenčne prechádzat’ všetky výpočty alternujúceho stroja. Na páske si
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stač́ı pamätat’ vol’by, ktoré sme už v existenčných a univerzálnych stavoch uro-
bili a označenie, či je konfigurácia akceptačná/odmietavá/zatial’ nevieme. Ak si
predstav́ıme celý strom výpočtov alternujúceho stroja, my si budeme prechádzat’

cesty od koreňa postupne ku všetkým listom a pamät’ navyše bude úmerná d́lžke
cesty, teda O(t(n)).

2. Dôkaz je rovnaký ako v Savitchovej vete, akurát použijeme paraleliz-
mus. Chceme vediet’, či sa dá dostat’ z počiatočnej do akceptačnej konfigurácie,
všeobecne, či C1 `kM C2. Pomocou existenčných stavov natipujeme prostrednú
konfiguráciu C a pomocou univerzálnych stavov paralelne skontrolujeme, či

C1 `bk/2cM C a zároveň C `dk/2eM C2.
Skúste si rozmysliet’, že toto je rovnaký trik, aký sme použili pri dôkaze, že

problém QBF je PSPACE-úplný. �

Pripomeňme si, že podl’a tézy o paralelných výpočtoch sú čas na
”
rozumnom“

paralelnom modeli a priestor na
”
rozumnom“ sekvenčnom modeli zhruba ekvi-

valentné. V tomto zmysle sú alternujúce stroje
”
rozumný“ model paralelných

výpočtov.

Veta 5.2 (Chandra a spol. (1981)). Pre t(n) ≥ n a s(n) ≥ log n plat́ı:

1. ASPACE(s(n)) ⊆ DTIME(2O(s(n))),

2. DTIME(t(n)) ⊆ ASPACE(log t(n)).

Teda alternujúci priestor je zhruba rovnaký ako exponenciálny deterministický
čas:

ASPACE(s(n)O(1)) = DTIME(2O(s(n))).

Špeciálne AL = P a APSPACE = EXP.

� Dôkaz. 1. Stroj s pamät’ou s(n) môže dosiahnut’ najviac C = 2O(s(n)) konfi-
gurácíı. Všetky si ich vygenerujeme a následne budeme ofarbovat’ tie akceptačné:
začneme s konfiguráciami, kde stroj zastane a akceptuje a postupne ofarbujeme
d’aľsie a d’aľsie podl’a defińıcie ATS. Skonč́ıme, ked’ ofarb́ıme začiatočnú konfi-
guráciu (vtedy vieme, že výpočet bol akceptačný), alebo ked’ už nevieme ofarbit’

žiadnu novú konfiguráciu (vtedy sme už ofarbili všetky akceptačné konfigurácie2

a teda vieme, že výpočet nebol akceptačný). Čas bude polynomiálny od C, čo
je stále 2O(s(n)).

2. Predstavme si t krokov výpočtu ako tabul’ku t × t, kde i-ty riadok je
konfigurácia v čase i. Ako sme si ukázali v kapitole 4.2, tento výpočet sa dá
poṕısat’ obvodom alebo booleovskou formulou, pričom obsah

”
poĺıčka“ j v čase

i záviśı len od obsahu konštantne vel’a poĺıčok okolo j v čase i − 1 a daný
obvod bol vel’mi uniformný. Ekvivalentný ATS bude tento obvod vyhodnoco-
vat’, pričom pôjde od posledného riadku, poslednej konfigurácie k počiatočnej
a pre každé poĺıčko bude kontrolovat’ jeho správnost’

”
paralelne“. Uvedomme

si, že s logaritmickou pamät’ou máme dost’ miesta na krok výpočtu a index

2dosiahli sme pevný bod `∗ zobrazenia τ , vid’ poznámku pod čiarou na strane 1
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poĺıčka, ale nemáme dost’ miesta, aby sme si mohli vyṕısat’ jednu celú konfi-
guráciu, alebo celú históriu jedného poĺıčka. Využijeme preto existenčné stavy,
v ktorých budeme tipovat’ obsah jednotlivých poĺıčok, vždy skontrolujeme, či
lokálne výpočet sed́ı a pomocou univerzálnych stavov rekurźıvne skontrolujeme,
že všetky poĺıčka v predošlom kroku výpočtu sme natipovali správne.

�

Zhrnutie

Zatial’ sa nám podarilo dokázat’, že základné alternujúce triedy (AL, AP, APSPACE,
AEXP) sa zhodujú s tými klasickými – len trochu posunuto:

L ⊆ P ⊆ PSPACE ⊆ EXP ⊆ EXPSPACE ⊆ · · ·

= = = =

AL ⊆ AP ⊆ APSPACE ⊆ AEXP ⊆ · · ·

To je dobrá správa: dostali sme nové charakterizácie, nový pohl’ad na
”
staré“

triedy. Dáva nám to nový spôsob, ako rozmýšl’at’ o týchto triedach, čo môžeme
využit’ v d’aľśıch dôkazoch.

V hornom riadku máme deterministické výpočty (bez alternácie), v dolnom
riadku máme neobmedzenú alternáciu. V nasledujúcej kapitole sa pozrieme na
to, čo sa stane, ak alternáciu śıce povoĺıme, ale len v obmedzenej miere.

Úlohy

• Dokážte, že pre l’ubovol’né k trieda PSPACE obsahuje problémy, ktoré sa
nedajú riešit’ (neuniformnými) obvodmi vel’kosti nk. Inými slovami, pre
každé k je rozdiel PSPACE−SIZE(nk) neprázdny. Pripomeňme, že SIZE(n)
obsahuje aj nerozhodnutel’né jazyky, avšak PSPACE 6⊂ SIZE(nk) pre žiadne
fixné k. (Otázka, či PSPACE ⊂ P/poly je otvorená, ked’že nedokážeme
vylúčit’ ani, že P = PSPACE),

• Dokážte, že alternujúce Turingove stroje, ktoré robia A(n) alternácíı a
použ́ıvajú S(n) pamäte (páskovo konštruovatel’né funkcie, S(n) ≥ log n) sa
dajú simulovat’ deterministicky v pamäti O(A(n)S(n) + S(n)2). Všimnite
si, že preA(n) = 1 dostaneme Savitchovu vetu NSPACE(S(n)) ⊆ DSPACE(S(n)2).
Napŕıklad pre polynomiálny priestor sme sa učili, že PSPACE = NPSPACE.
Podl’a tejto vety aj keby sme pridali polynomiálne vel’a alternácie, stále
ostávame v PSPACE.

• Dokážte, že pre každý alternujúci Turingov stroj pracujúci v čase t(n) a
pamäti s(n) existuje ekvivalentný stroj, ktorý sa počas každého výpočtu
maximálne raz, na konci pozrie na jeden znak vstupu a pracuje v čase
O(t(n)) a pamäti O(s(n)). (Môžeme si predstavit’ model, kde č́ıtacia hlava
nevid́ı vstup a nač́ıta ṕısmeno, až ked’ stroj prejde do špeciálneho stavu.)
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Kapitola 6

Polynomiálna hierarchia

V tejto a nasledujúcej kapitole budeme študovat’ tzv. polynomiálnu hierarchiu
– vel’mi prirodzenú a užitočnú hierarchiu väčš́ıch a väčš́ıch tried medzi P a
PSPACE.

To, že tieto triedy sú naozaj prirodzené, uvid́ıme z množstva ekvivalentných
defińıcíı, ktoré ich vystihujú. Na

”
prirodzené“ objekty v matematike a informa-

tike môžeme často nahliadat’ viacerými spôsobmi. Napŕıklad na kombinačné č́ısla
sa môžeme pozerat’ cez Pascalov trojuholńık, cez binomickú vetu, či cez kombi-
natoriku (počet kombinácíı). Na sústavu lineárnych rovńıc sa môžeme pozerat’

cez matice, cez riadky, cez st́lpce, cez lineárne zobrazenia, cez determinanty,. . . .
Na regulárne jazyky sa môžeme pozerat’ cez DKA, NKA, regulárne gramatiky,
či regulárne výrazy. Rekurźıvne funkcie môžeme zadefinovat’ cez milión možných
ekvivalentných modelov. No a podobne je na tom aj polynomiálna hierarchia,
ukážeme si sedem rôznych spôsobov, ako sa na ňu pozerat’. V tomto zmysle je
táto hierarchia prirodzená.

Polynomiálna hierarchia je navyše vznikla priamočiarou analógiou z tzv.
aritmetickej hierarchie, ktorá sa študuje v teórii vypoč́ıtatel’nosti. Jediný roz-
diel je, že namiesto

”
vypoč́ıtatel’né v konečnom čase“ sa budeme venovat’ poly-

nomiálnemu času.

6.1 Alternácia

Defińıcia 6.1 (Polynomiálna hierarchia I.). Hovoŕıme, že alternujúci Tu-
ringov stroj je Σk-stroj (resp. Πk-stroj), ak začne v existenčnom (resp. uni-
verzálnom) stave a počas každého výpočtu najviac (k − 1)-krát prejde z exis-
tenčného stavu do univerzálneho alebo naopak. Teda každý výpočet sa dá rozdelit’

na k úsekov, v ktorých je stroj striedavo v ∃- a ∀-stavoch; hovoŕıme, že k-krát
alternuje (pozri obrázok 6.1).

ΣP
k a ΠP

k potom môžeme definovat’ ako triedy jazykov akceptované Σk-, resp.
Πk-strojom v polynomiálnom čase. Trieda PH (polynomiálna hierarchia) obsa-

71
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∃
∀
∃
∀
∃
∀





k

(a) Σk-stroj zač́ına v ∃-stave..

∀
∃
∀
∃
∀
∃





k

(b) Πk-stroj zač́ına v ∀-stave.

Obr. 6.1: Stroje s obmedzeným alternovańım. Σk- a Πk-stroj sú také alternujúce
TS, že každý ich výpočet sa dá rozdelit’ na najviac k ∃/∀ úsekov, kde sa typ
stavu nemeńı. Hovoŕıme, že iba k-krát alternujú.

P = ΣP
0 = ΠP

0

NP =

= coNP

ΣP
1

ΠP
1

ΣP
2

ΠP
2

ΣP
3

ΠP
3

· · · PH PSPACE

Obr. 6.2: Polynomiálna hierarchia

huje všetky jazyky, ktoré sú z ΣP
k pre nejaké i, t.j.

PH =

∞⋃

k=0

ΣP
k .

Špeciálne Σ1-stroje sú celý čas v existenčnom stave – sú to teda nedetermi-
nistické stroje a ΣP

1 = NP. Zrejme č́ım viac alternácíı povoĺıme, tým dostaneme
potenciálne väčšiu triedu. Rozmyslite si, že ΣP

k aj ΠP
k sú podmnožinou aj ΣP

k+1

aj ΠP
k+1:

ΣP
k ∪ ΠP

k ⊆ ΣP
k+1 ∩ ΠP

k+1.

Preto nezálež́ı na tom, či PH definujeme cez ΣP
k alebo ΠP

k :

PH =

∞⋃

k=0

ΣP
k =

∞⋃

k=0

ΠP
k .

Tieto vzt’ahy sú zobrazené na obrázku 6.2 (triedy ∆P
k definujeme neskôr).

Na spodku máme P, zjednotenie celej hierarchie je PH a nad tým je PSPACE.
Poznamenajme, že L ∈ PH, ak existuje k (l’ubovol’ne vel’ké, ale fixné) také,

že problém L sa dá riešit’ v polynomiálnom čase s k alternáciami. Naproti tomu
v PSPACE je počet alternácíı neobmedzený a môže rást’ s vel’kost’ou vstupu
(napŕıklad pri QBF je počet alternácíı rovný počtu kvantifikátorov).
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6.2 Certifikáty

Druhá možnost’, ako definovat’ polynomiálnu hierarchiu je cez certifikáty. Trieda
NP sa dá zadefinovat’ takto: L ∈ NP práve vtedy, ked’ existuje polynomiálne
dlhý

”
dôkaz“, ktorý vieme overit’ v polynomiálnom čase; inými slovami, existuje

polynomiálna relácia R taká, že x ∈ L ⇐⇒ ∃y : (x, y) ∈ R. (Tento dôkaz môže
obsahovat’ nedeterministické rozhodnutia Turingovho stroja; na druhej strane
nedeterministický Turingov stroj vie tento dôkaz uhádnut’ a overit’.)

Ked’že coNP obsahuje doplnky jazykov z NP a ¬∃x : φ(x) je ekvivalentné
∀x : ¬φ(x), trieda coNP obsahuje jazyky L, pre ktoré existuje polynomiálna
relácia R taká, že x ∈ L ⇐⇒ ∀y : (x, y) ∈ R. Je potom prirodzené triedy NP a
coNP zovšeobecnit’:

Defińıcia 6.2 (Polynomiálna hierarchia II.). Hovoŕıme, že R je polynomiálna
relácia, ak je polynomiálne ohraničená, t.j. existuje polynóm p taký že pre každé
(x, y1, . . . , yn) ∈ R je |y1| + · · · + |yn| ≤ p(|x|) a navyše je pŕıslušnost’ do R
rozhodnutel’ná v čase polynomiálnom od |x|.

Triedy ΣP
k a ΠP

k definujeme nasledovne:

• ΣP
k je trieda jazykov, pre ktoré existuje polynomiálna relácia R taká, že

x ∈ L⇐⇒ ∃y1∀y2∃ · · ·Qyk(x, y1, . . . , yk) ∈ R

• ΠP
k je trieda jazykov, pre ktoré existuje polynomiálna relácia R taká, že

x ∈ L⇐⇒ ∀y1∃y2∀ · · ·Qyk(x, y1, . . . , yk) ∈ R
Špeciálne definujeme ΣP

0 = ΠP
0 = P.

Z tejto defińıcie je zjavné, že L ∈ ΣP
k ⇐⇒ L ∈ ΠP

k , teda

ΣP
k = coΠP

k a ΠP
k = coΣP

k .

Namiesto (k+ 1)-árnej relácie R môžeme tiež použit’ indukciu. Môžeme pri-
tom použit’ operátory ∃ a ∀ definované sekcii 2.2:

Defińıcia 6.3 (Polynomiálna hierarchia III.). Definujme

• ΣP
0 = ΠP

0 = P,

• ΣP
k+1 = ∃ · ΠP

k a ΠP
k+1 = co · ΣP

k+1 = ∀ · ΣP
k .

Ak reláciu R v defińıcii II. zaṕı̌seme pomocou booleovskej formuly (ako
v dôkaze Cook-Levinovej vety), dostaneme, že ∃∀Sat je ΣP

2 -úplný, ∀∃Sat je
ΠP

2 -úplný, ∃∀∃Sat je ΣP
3 -úplný, atd’. Vo všeobecnosti definujeme ΣkSat ako

problém zistit’, či je daná formula

∃~x1∀~x2 · · ·Q~xk : φ(~x1, . . . , ~xk)

s k striedajúcimi kvantifikátormi pravdivá a podobne definujeme ΠkSat s tým,
že formula zač́ına univerzálnym kvantifikátorom. Problém ΣkSat je ΣP

k -úplný
a ΠkSat je ΠP

k -úplný.
Polynomiálnu hierarchiu vieme ekvivalentne definovat’ cez jej úplné problémy:
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Defińıcia 6.4 (Polynomiálna hierarchia IV.). Plat́ı:

• ΣP
k = {L | L ≤P

m ΣkSat},

• ΠP
k = {L | L ≤P

m ΠkSat}.

Viac problémov úplných pre jednotlivé úrovne polynomiálnej hierarchie nájde
čitatel’ v kompendiu Schaefer a Umans (2002a) a Schaefer a Umans (2002b).
Medzi inými, problémy, ktoré sme si predstavili v úvode, sú úplné pre svoje
prirodzené triedy:

• Min-Dnf je ΣP
2 -úplný,

• 1Lta-Grammar-Inequivalence je ΣP
2 -úplný,

• 3-Coloring-Extension je ΠP
2 -úplný a

• VC-Dimension je ΣP
3 -úplný.

6.3 Orákulá

Piata ekvivalentná defińıcia je cez orákulá. Vezmime si napŕıklad ∃∀Sat. Pre
danú formulu

∃x1, . . . , xm ∀y1, . . . , yn : φ(x, y)︸ ︷︷ ︸
je φx(y) tautológia?

chceme zistit’, či je pravdivá. To je ekvivalentné otázke, či existujú x1, . . . , xm
také, že formula φx(y), kde dosad́ıme hodnoty x1, . . . , xm, ale y1, . . . , yn ostávajú
vol’né premenné, je tautológia. Môžeme teda ṕısat’

∃x∀y : φ(x, y) ∈ ∃∀Sat⇐⇒ existuje x také, že φx(y) ∈ Taut.

Ak by sme teda mali nedeterministický Turingov stroj a pridali mu orákulum,
ktoré dokáže riešit’ Taut, tak takýto stroj dokáže riešit’ ∃∀Sat v polynomiálnom
čase: nedeterministicky si tipne x a orákula sa spýta na φx. Z toho vyplýva, že
ΣP

2 ⊆ NPTaut.
Plat́ı to aj naopak? Vieme každý výpočet NPTaut simulovat’ Σ2-strojom v

polynomiálnom čase? Na prvý pohl’ad máme problém: nemôžeme len tak od-
simulovat’ prvú odpoved’ orákula v ∀-stavoch a následne sa vrátit’ do ∃-stavov,
simulovat’ nedeterministický stroj, druhú odpoved’ zase simulovat’ v ∀-stavoch,
atd’. K dispoźıcíı máme iba dve alternácie!

Finta je, že výpočet NPTaut budeme celý simulovat’ v ∃-stavoch, pričom
všetky odpovede orákula si natipujeme. Ak tipujeme, že odpoved’ orákula na
i-tu otázku φi ∈ Taut je Nie, hned’ aj natipujeme ohodnotenie, pri ktorom
formula nie je splnená a oveŕıme ho. Otázky, kde tipujeme odpoved’ Áno, teda
formule φi, ktoré tipujeme, že sú tautológie, si zaṕı̌seme a odlož́ıme na neskôr.
Všetky ich otestujeme naraz až na konci v ∀-stavoch. Akceptujeme práve vtedy,
ak simulovaný stroj akceptuje a zároveň všetky tipnuté odpovede boli správne.
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Teda NPTaut = ΣP
2 . Zároveň sme ako bonus dokázali, že trieda NPTaut ostane

rovnaká, aj ked’ povoĺıme len jedinú otázku na orákulum Taut – všetky formule
sa totiž dajú (po premenovańı premenných) skombinovat’ (zANDovat’) do jednej
otázky.

Pri orákulách je jedno, či máme orákulum pre jazyk alebo jeho komplement
(nie je nič jednoduchšie ako spýtat’ sa orákula a následne odpoved’ znegovat’).
Preto

ΣP
2 = NPTaut = NPSat = NPNP = NPcoNP.

Podobne
ΠP

2 = coNPSat = coNPNP = coNPcoNP = co(NPNP).

Defińıcia 6.5 (Polynomiálna hierarchia V.). Triedy ΣP
k a ΠP

k definujeme
indukt́ıvne:

• ΣP
0 = ΠP

0 = P,

• ΣP
k+1 = NPΣP

k a ΠP
k+1 = coΣP

k+1 = coNPΣP
k = coNPΠP

k .

Okrem toho môžeme definovat’ ∆P
k+1 = PΣP

k = PΠP
k , pričom ∆P

0 = ∆P
1 = P.

Teda

P ⊆ NP ⊆ NPNP ⊆ NPNPNP ⊆ NPNPNPNP

⊆ · · ·

= = = = =

ΣP
0 ΣP

1 ΣP
2 ΣP

3 ΣP
4

pričom zátvorkovanie je vždy myslené doprava: NP

(
NP(NPNP)

)
.

Zjavne ∆P
k+1 = PΣP

k = PΠP
k obsahuje aj ΣP

k aj ΠP
k a zjavne naopak PΣP

k ⊆
NPΣP

k ∩ coNPΣP
k (pozri obrázok 6.2). ∆P

k+1 sú problémy, ktoré sa dajú poly-
nomiálne Turingovsky redukovat’ na ΣkSat:

∆P
k+1 = {L | L ≤P

T ΣkSat} = {L | L ≤P
T ΠkSat}.

6.4 Paralelizmus

Nakoniec môžeme polynomiálnu hierarchiu definovat’ pomocou d’aľśıch para-
lelných modelov ako sú booleovské obvody alebo paralelné RAMy. Polynomiálna
hierarchia je ekvivalentná triede problémov, ktoré sa dajú riešit’ v konštantnom
čase, ak máme exponenciálne vel’ké výpočtové zdroje, t.j. exponenciálne vel’a
hradiel alebo exponenciálne vel’a procesorov, ktoré poč́ıtajú paralelne.

Presneǰsie:

Defińıcia 6.6 (Polynomiálna hierarchia VI.). Hovoŕıme, že trieda boole-
ovských obvodov je DC-uniformná, ak existuje polynomiálny algoritmus, ktorý
pre dané n vypoč́ıta počet hradiel obvodu pre vstupy dĺ̌zky n, pre danú dvoj-
icu (n, i) zist́ı typ i-teho hradla (∧ alebo ∨) a pre dané (n, i, j) zist́ı, či je i-te
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hradlo vstup j-teho hradla. Potom PH je trieda problémov, pre ktoré existuje
DC-uniformná trieda monotónnych obvodov (len ∧ a ∨ hradlá; ale bez ¬ hra-
diel; na vstupe dostane x1,¬x1, x2,¬x2, . . . , xn,¬xn) exponenciálnej vel’kosti,

konštantnej hĺbky s neobmedzeným stupňom.

Defińıcia 6.7 (Polynomiálna hierarchia VII.). Uvažujeme model PRAM v
CRCW móde. Polynomiálna hierarchia obsahuje práve problémy, ktoré sa dajú
riešit’ paralelne v konštantnom čase, ak máme k dispoźıcíı exponenciálne vel’a
procesorov.

Ekvivalencia týchto dvoch defińıcíı vyplýva zo vzájomnej simulovatel’nosti
obvodov a PRAMu, ktoré sme spomı́nali v kapitole o Výpočtových modeloch.
Ekvivalenciu s predchádzajúcimi defińıciami nechávame ako cvičenie pre čitatel’a.

Veta 6.1 (Stockmeyer (1976), Wrathall (1976), Chandra a spol. (1981),
Vinay a spol. (1990)). Všetky uvedené defińıcie polynomiálnej hierarchie I.–
VII. sú ekvivalentné.

Úlohy

• Dokážte, že ak ΣP
k ⊆ ΠP

k , potom ΣP
k = ΠP

k .

• Dokážte, že ak ΣP
k = ΣP

k+1, potom ΣP
k = ΠP

k .

• Dokážte, že VI. defińıcia PH cez DC-uniformné obvody je ekvivalentná
predošlým.

• Dokážte, že EXP je trieda jazykov s DC-uniformnými obvodmi expo-
nenciálnej vel’kosti.
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Kapitola 7

Vzt’ahy s ostatnými
triedami

S polynomiálnou hierarchiou sme do rúk dostali ovel’a presneǰsie
”
prav́ıtko“,

ktorým môžeme merat’ problémy medzi P a PSPACE. Doteraz sme na stupnici
mali iba P, NP a PSPACE, ale pridali sme d’aľśıch nekonečne vel’a medzistupňov.
V tejto kapitole týmto prav́ıtkom primeriame k iným triedam – k neuniformným
obvodom a pravdepodobnostným algoritmom.

7.1 Kolaps polynomiálnej hierarchie

Predpokladáme, že polynomiálna hierarchia je striktná, tzn. P ⊂ NP ⊂ ΣP
2 ⊂

ΣP
3 ⊂ · · · a podobne P ⊂ coNP ⊂ ΠP

2 ⊂ ΠP
3 ⊂ · · · , pričom každá d’aľsia trieda je

ostro väčšia a obsahuje t’ažšie a t’ažšie problémy.
Aké sú iné možnosti? Mohlo by sa napŕıklad stat’, že P = NP, ale d’alej

je už hierarchia striktná? Môže sa stat’, že ΣP
0 ⊂ ΣP

1 = ΣP
2 ⊂ ΣP

3 = ΣP
4 ⊂ · · ·

(ΣP
i 6= ΣP

i+1 pre párne i a ΣP
i = ΣP

i+1 pre nepárne i)?? A je možné, že NP ⊂ coNP,
lebo univerzálny kvantifikátor je v nejakom zmysle

”
silneǰśı“ ako existenčný?

Nie, ukážeme si, že sú len dve pŕıpustné možnosti:

1) polynomiálna hierarchia je nekonečná a striktná; každá d’aľsia úroveň
dokáže ostro viac, ΣP

i ⊂ ΣP
i+1, a triedy ΣP

i a ΠP
i sú neporovnatel’né pre

všetky i, alebo

2) existuje k také, že po k-tu úroveň je hierarchia striktná, P = ΣP
0 ⊂ ΣP

1 ⊂
ΣP

2 ⊂ · · · ⊂ ΣP
k , ale na k-tej úrovni ΣP

k = ΠP
k a všetky zvyšné úrovne

skolabujú: ΣP
k = ΠP

k = ΣP
k+1 = ΣP

k+2 = · · · = PH.

Skúste si najskôr sami dokázat’ tieto jednoduché tvrdenia:

• Ak ΣP
k ⊆ ΠP

k , potom ΣP
k = ΠP

k .

• Ak ΣP
k = ΣP

k+1, potom ΣP
k = ΠP

k .

79
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Veta 7.1 (Kolaps PH). Ak P = NP, tak celá celá polynomiálna hierarchia
skolabuje na PH = P. Ak NP = coNP, tak PH = NP.

Vo všeobecnosti ak ΣP
i = ΠP

i , tak PH = ΣP
i a hovoŕıme, že polynomiálna

hierarchia skolabuje na i-tu úroveň.

� Dôkaz. Indukciou dokážeme, že P = ΣP
i = ΠP

i pre všetky i. Báza indukcie
i = 1 je predpoklad našej vety (NP = ΣP

1 ). Všimnime si, že trieda P je uzavretá
na komplement a preto ak P = ΣP

i , tak automaticky P = ΣP
i = ΠP

i .
Predpokladajme, že P = ΣP

i = ΠP
i a ukážme, že potom P = ΣP

i+1 = ΠP
i+1.

Nech L ∈ ΣP
i+1. To znamená, že existuje polynomiálny stroj M taký, že

x ∈ L⇐⇒ ∃u0 ∀u1 · · ·Qui : M(x, u0, . . . , ui) = 1︸ ︷︷ ︸
(x,u0)∈L′

(kde u0, . . . , ui sú polynomiálne dlhé). Definujme jazyk

L′ = {(x, u0) | ∀u1 · · ·Qui : M(x, u0, . . . , ui) = 1}.

Ten má o jeden kvantifikátor menej a teda zjavne L′ ∈ ΠP
i . Avšak z indukčného

predpokladu ΠP
i = P a teda L′ ∈ P.

Ak však L′ ∈ P, tak existuje deterministický Turingov stroj M ′, ktorý ho
akceptuje v polynomiálnom čase a potom zjavne L ∈ NP, pretože

x ∈ L⇐⇒ ∃u : M ′(x, u) = 1.

No ale my sme predpokladali, že P = NP a preto L ∈ P. Takto sme ukázali,
že ak P = ΣP

i = ΠP
i , tak aj l’ubovol’ný jazyk z ΣP

i+1 patŕı do P a teda P = ΣP
i+1 =

ΠP
i+1, č́ım sme dokázali indukčný krok.

Skrátka, ak P = ∃ · P = ∀ · P, znamená to, že operátory ∃ a ∀ s triedou P

”
nič nerobia“. Potom napŕıklad ΣP

3 = ∃ · (∀ · (∃ · P) = ∃ · (∀ · P) = ∃ · P = P.
Druhá čast’ vety sa ukáže podobne (prenechávame čitatel’ovi). �

Z toho vyplýva, že napŕıklad dokázat’, že NP 6= coNP je t’ažšie (alebo aspoň
tak t’ažké) ako dokázat’, že P 6= NP. Ak by sa nám podarilo dokázat’, že ΣP

3 6= ΠP
3 ,

automaticky plat́ı P ⊂ NP ⊂ ΣP
2 ⊂ ΣP

3 .
V predchádzajúcej kapitole sme si ukázali rôzne ΣP

k - a ΠP
k -úplné problémy.

Má aj celá PH nejaký PH-úplný problém? Skúste si rozmysliet’, že ak by taký
existoval, tak PH skolabuje na ΣP

k pre nejaké k.

7.2 Obvody a polynomiálna hierarchia

Jeden z možných útokov na problém či P = NP je pomocou booleovských ob-
vodov. P je trieda jazykov akceptovaných uniformnými obvodmi polynomiálnej
vel’kosti, avšak väčšina dolných odhadov na vel’kost’ obvodov uniformitu vôbec
nevyuž́ıva a tieto dolné odhady platia aj v neuniformnom modeli.
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Núka sa nám teda otázka: aký je vzt’ah medzi NP a P/poly? Vedeli by sme
dokázat’, že na riešenie Satu potrebujeme exponenciálne vel’ký obvod? (Alebo
aspoň superpolynomiálne vel’ký?)

Vieme, že P ⊆ P/poly, takže

ak P = NP =⇒ NP ⊆ P/poly.

Inými slovami, ak NP 6⊆ P/poly, ak sa Sat nedá riešit’ obvodmi polynomiálnej
vel’kosti, potom P 6= NP. Takže skúšat’ dokázat’, že P 6= NP pomocou dolných
odhadov na vel’kost’ obvodov je rozumná možnost’. Nanešt’astie, zatial’ najsilneǰśı
odhad, ktorý vieme dokázat’, je že na riešenie Satu treba aspoň 5n+o(n) hradiel.

Zauj́ımavá je však aj otázka, či plat́ı aj opačná implikácia. Je pravda, že

ak NP ⊆ P/poly =⇒ P = NP?

Inými slovami, sú tvrdenia P 6= NP a NP 6⊆ P/poly ekvivalentné? Odpoved’ je, že
zatial’ nevieme. Avšak vieme dokázat’ o čosi slabšie tvrdenie. P = NP znamená,
že celá polynomiálna hierarchia skolabuje na P (na nultú úroveň) – to dokázat’

nevieme. Avšak vieme, že ak by NP ⊆ P/poly, tak polynomiálna hierarchia
skolabuje na druhú úroveň.

Veta 7.2 (Karp (1982)). Ak NP ⊆ P/poly, tak PH = ΣP
2 .

� Dôkaz. Nech NP ⊆ P/poly, ukážeme, že ΠP
2 -úplný problém ∀∃Sat ob-

sahujúci pravdivé formuly tvaru ∀u∃vφ(u, v) patŕı do ΣP
2 . Podl’a predpokladu

existuje trieda obvodov {Cn}n∈N polynomiálnej vel’kosti taká, že Cn ku každému
φ a u nájde vhodné v, aby φ(u, v) bola pravda.

Obvod Cn sa dá zaṕısat’ pomocou polynomiálneho počtu bitov, takže formula

∀u ∃v : φ(u, v︸︷︷︸
necháme vypoč́ıtat’ obvodom Cn

)

sa dá preṕısat’ do tvaru

∃〈Cn〉 ∀u : φ(u,Cn(φ, u)︸ ︷︷ ︸
splňujúce v

),

z čoho zjavne vyplýva ∀∃Sat ∈ ΣP
2 . To, či pre každé u existuje

”
vhodné“ v

rozhodneme tak, že zist́ıme, či existuje obvod, ktorý ku každému u
”
vhodné“ v

vypoč́ıta. �

Podobné tvrdenia (že ak C ⊆ P/poly, tak celé C skolabuje na ΣP
2 ) sa dajú

dokázat’ pre viacero tried C. Napŕıklad ak by sa všetky problémy riešitel’né v
exponenciálnom čase dali riešit’ polynomiálnymi obvodmi, potom EXP = ΣP

2 :

Veta 7.3 (Meyer). Ak EXP ⊆ P/poly, tak EXP = ΣP
2 .
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� Dôkaz. Nech L = L(M) ∈ EXP a definujme jazyk

LM = {(x, i, j) | v i-tej konfigurácii výpočtu na vstupe x je na j-tej poźıcii 1}.

Zrejme ak celý výpočet trvá exponenciálne dlho, tak v exponenciálnom čase
viem aj výpočet odsimulovat’, stopnút’ v i-tom kroku a pozriet’ sa na j-tu poźıciu
konfigurácie, teda zjavne LM ∈ EXP.

Keby EXP ⊆ P/poly, potom aj LM ∈ P/poly, čo znamená, že celý expo-
nenciálne dlhý výpočet stroja M vieme zakódovat’ do polynomiálne vel’kého
obvodu. Jazyk L potom vieme rozhodovat’ takto:

x ∈ L ⇐⇒ ∃exponenciálne dlhý akceptačný výpočet stroja M

⇐⇒ ∃polynomiálny 〈C〉 ∀i, j : VerifyM (C, x, i, j),

kde VerifyM je algoritmus, ktorý skontroluje, že obvod C kóduje akceptačný
výpočet stroja M . Konkrétne pre j-tu poźıciu v i-tej konfigurácii zist́ı, či zod-
povedá j-tej poźıcii v predošlej konfigurácii, či je v počiatočnej konfigurácii na
vstupe x a či je v poslednej konfigurácii povedzme hlava úplne vl’avo (normálny
tvar) a v akceptačnom stave. Aj napriek tomu, že konfigurácie sú exponenciálne
dlhé, každé jedno poĺıčko záviśı len od konštantne vel’a predošlých, indexy i, j
majú polynomiálnu d́lžku a čo sa nachádza na poźıcii (i, j) vieme vd’aka obvodu
C vypoč́ıtat’ v polynomiálnom čase. A tak sme ukázali, že keby EXP ⊆ P/poly,
l’ubovol’ný jazyk L ∈ EXP vieme zaṕısat’ v tvare

”
∃ ∀“ a teda patŕı do ΣP

2 .
ukážeme, že L ∈ ΣP

2 . �
Skeptický čitatel’ možno začne pochybovat’, či dôkazy takýchto viet majú

vôbec zmysel. Niektoŕı informatici takéto vety nazývajú ironicky
”
vety typu

keby prasatá vedeli ṕısakat’, tak kone by vedeli lietat’“. No ale my veŕıme, že
prasatá nevedia ṕıskat’. A tiež, že kone nevedia lietat’. Tak načo to je dobré?

V skutočnosti máme v teórii zložitosti vel’a tvrdeńı a hypotéz, ktoré nevieme
dokázat’. Na začiatok je teda možno užitočné ozrejmit’ si, či sú niektoré hy-
potézy ekvivalentné, alebo je niektorá silneǰsia, či jedna vyplýva z druhej, atd’.
Konkrétne, ak veŕıme, že polynomiálna hierarchia je striktná, aké dôsledky z
toho vyplývajú?

Druhý dôvod je môžno akási viera, že zhromažd’ovańım d’aľśıch a d’aľśıch
dôsledkov sa tieto tvrdenia budú dat’ pospájat’ do niečoho užitočneǰsieho. A to
sa naozaj deje. Existuje viacero pŕıkladov, ktoré dokazujú užitočnost’ podobných
viet (pozri napŕıklad kapitoly Zložitost’ poč́ıtania a Derandomizácia a dolné
odhady).

My si zatial’ ukážeme len jeden absolútne neužitočný, zato filozoficky vel’mi
zauj́ımavý až podivný dôsledok predchádzajúcej vety. Vid́ıte, čo je na ňom
čudné?

Dôsledok 7.1. Ak P = NP, tak EXP 6⊆ P/poly.

� Dôkaz. Ak P = NP, tak P = ΣP
2 . Keby EXP ⊆ P/poly, tak EXP = ΣP

2 = P.
To je ale spor s časovou hierarchiou. �
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Zvláštnost’ tohto tvrdenia spoč́ıva v tom, že zatial’̌co doteraz sme mali výsledky
typu

”
ak vieme riešit’ takéto problémy, tak vieme riešit’ aj takéto“,

”
ak je toto

l’ahké, potom aj toto je l’ahké“, podl’a tejto vety ak je Sat l’ahký, potom EXP
obsahuje t’ažké problémy (ktoré sa nedajú riešit’ polynomiálnymi obvodmi).

Na záver tejto sekcie si ešte ukážme že už na druhej úrovni polynomiálnej
hierarchie vieme nájst’ problémy, ktoré nedokážu riešit’ polynomiálne obvody
vel’kosti nk (pre fixné k). V úlohe z kapitoly 5 bolo treba ukázat’ existenciu
problémov v PSPACE− SIZE(nk). To bola rozcvička. Teraz tento výsledok dra-
maticky zlepš́ıme až na ΣP

2 namiesto PSPACE.
Samozrejme, radi by sme našli nejaký problém z NP, ktorý je t’ažký aj pre

obvody, ale toto hl’adanie je zatial’ beznádejné. Nevieme dokázat’ ani len super-
lineárny dolný odhad.

Veta 7.4 (Kannan (1982)). Pre každé k existuje jazyk z ΣP
2 ∩ ΠP

2 , ktorý nie
je v SIZE(nk).

Pozor, táto veta nehovoŕı, že existuje problém v ΣP
2 ∩ΠP

2 −P/poly. Dobre si
rozmyslite, aký je v tom rozdiel.

� Dôkaz. Uvažujme jazyk L ∈ SIZE(nk+1) − SIZE(nk), ktorý je poč́ıtaný
lexikograficky najmenš́ım obvodom – takýto jazyk existuje vd’aka neuniformnej
hierarchii. Potom L ∈ ΣP

4 . Vetu
”
x ∈ L, kde L je jazyk z SIZE(nk+1)−SIZE(nk)

s lexikograficky najmenš́ım obvodom“ vieme totiž zaṕısat’ pomocou 4 vnorených
striedavých kvantifikátorov. Potrebujeme overit’, že

1. existuje obvod C vel’kosti nk+1 taký, že

2. neexistuje ekvivalentný obvod vel’kosti nk – čiže každý malý obvod c sa na
nejakom slove ĺı̌si od C

3. a zároveň C je najmenš́ı taký – tzn. pre každý lexikograficky menš́ı obvod
existuje obvod vel’kosti nk, ktorý akceptuje rovnaký jazyk (resp. rovnaké

slová d́lžky n)

4. takýto obvod C akceptuje x.

x ∈ L⇐⇒ ∃obvod C taký, že
([
∀obvod c vel’kosti nk ∃slovo y : C(y) 6= c(y)

]

∧
[
∀lexikograficky menš́ı obvod D

∃obvod d vel’kosti nk, ∀z : D(z) = d(z)
]

∧ C(x) = 1
)

(V tejto formulácii máme ešte pomiešané logické spojky a kvantifikátory, dôležité
však je, že v najhlbšej vetve sa striedajú 4 kvantifikátory: ∃C∀D∃d∀z. Podl’a
pravidiel predikátovej logiky vieme túto vetu preṕısat’ do tzv. prenexného tvaru
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a) ak x /∈ L(M),

Sx je malá

b) ak x ∈ L(M),

Sx je vel’ká

Obr. 7.1: Štvorec znázorňuje priestor {0, 1}m všetkých m-bitových ret’azcov
(náhodné bity, ktoré použ́ıva BPP-algoritmus M). Sx je množina náhodných
ret’azcov r ∈ {0, 1}m, na ktorých M(x, r) akceptuje. Ako rozĺı̌sime pŕıpady a)
Sx je malá, vs. b) Sx je vel’ká?

∃C : ∀c,D : ∃y, d : ∀z : φ. Alebo ΣP
4 -stroj akceptujúci L môže po natipovańı C

prepnút’ do univerzálneho stavu a paralelne overit’ všetky tri ∧-vetvy v zátvorke.)
No dobre, takto sme dokázali, že L ∈ ΣP

4 − SIZE(nk), ale veta sl’ubovola ΣP
2 ,

nie?
Zvyšok dôkazu je srandovný: d’alej budeme postupovat’ podl’a toho, či sa Sat

dá riešit’ obvodmi vel’kosti nk. Odpoved’ śıce nepoznáme, ale v oboch pŕıpadoch
naša veta plat́ı:

• Ak Sat /∈ SIZE(nk), tak Sat je jazyk, ktorý hl’adali (Sat ∈ ΣP
2 ∩ ΠP

2 ).

• Naopak, ak Sat ∈ SIZE(nk), tak PH podl’a Karp-Liptona skolabuje a tým
pádom sa jazyk L, ktorý je na štvrtej úrovni, prepadne na druhú. L ∈ PH,
ale ak Sat ∈ P/poly, tak PH = ΣP

2 ∩ ΠP
2 . �

Pekný od’ob, nie? Intuicionisti by protestovali.

7.3 Náhodnost’ a polynomiálna hierarchia

Nakoniec sa pozrime ešte na vzt’ah medzi polynomiálnou hierarchiou a BPP.
Hoci veŕıme, že náhodnost’ pri riešeńı problémov až tak nepomáha a BPP = P,
nevieme dokázat’ ani len BPP ⊆ NP. Vieme však aspoň dokázat’, že BPP patŕı
pod druhú úroveň:

Veta 7.5 (Sipser, Gács, Lautemann (1983)). BPP ⊆ ΣP
2 ∩ ΠP

2 .

� Dôkaz. Nech M je BPP stroj pre jazyk L, ktorý na n-bitovom vstupe x
použije m náhodných bitov a mýli sa len s exponenciálne malou pravdepodob-
nost’ou. Označme Sx množinu náhodných ret’azcov, na ktorých M akceptuje.
Vieme, že ak x ∈ L, tak Sx je

”
vel’ká“ (≥ (1 − 2−n)2m) a ak x /∈ L, tak Sx je

”
malá“ (≤ 2m−n), pozri obr. 7.1. Ako tieto dva pŕıpady odĺı̌sit’?
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a) ak x /∈ L(M),

S nezaberá celý priestor

b) ak x ∈ L(M),

S zaberá celý priestor

Obr. 7.2: Nech S =
⋃k
i=1 Sx ⊕ ti je množina Sx posunutá o náhodné vektory.

V pŕıpade a) S nezaberá celý priestor, v pŕıpade b) je S = {0, 1}m s vel’kou
pravdepodobnost’ou.

Pod posunut́ım S o t budeme mysliet’ množinu S ⊕ t = {r ⊕ t | r ∈ S}.
Dokážeme, že ak x ∈ L, tak existujú t1, . . . , tk také, že posunutia Sx o ti dokopy
pokryjú všetky m-bitové ret’azce, teda S =

⋃k
i=1 Sx⊕ti = {0, 1}m a pre x /∈ L sa

to nedá, pozri obr. 7.2. Potom x ∈ L⇐⇒ ∃t1, . . . , tk∀r M akceptuje na jednom
z ti ⊕ r, teda L ∈ ΣP

2 ; z uzavretosti na komplement vyplýva L ∈ ΠP
2 .

Nech k = 2m/n. Ak Sx je malá, tak S =
⋃
i Sx ⊕ ti bude zaberat’ najviac

k-násobne viac a |S| ≤ k×|Sx| = 2m/n×2m/2n � 2m, takže S určite nepokryje
všetky ret’azce pre žiadnu vol’bu posunut́ı.

Naopak, ak Sx je vel’ká, ukážeme, že náhodné posunutia pokryjú {0, 1}m
s nenulovou pravdepodobnost’ou a teda nejaké existujú. Toto je prinćıp tzv.
pravdepodobnostnej metódy: ak Prx[¬E(x)] < 1, potom ∃x : E(x).

Vezmime si nejaký konkrétny bod r ∈ {0, 1}m. Náhodné posunutia ho ne-
pokryjú práve vtedy, ked’

r /∈
⋃

i

Sx ⊕ ti ⇐⇒ ∀i : r ⊕ ti /∈ Sx.

Pravdepodobnost’ tejto udalosti je najviac (2−n)k, pretože r⊕ti sú náhodné body
z {0, 1}m. Pravdepodobnost’, že existuje bod, ktorý nie je pokrytý je najviac
2m×tol’ko (všetkých bodov je 2m; union bound), čo je najviac 2m−nk = 2−m �
1, teda nie vždy. Takže s nenulovou pravdepodobnost’ou bude pokrytý každý
bod a preto existuje konkrétna sada posunut́ı, ktorá to dosiahne. �

Úlohy

• V súčasnosti nevieme, či BPP ⊆ NP. Napriek tomu dokázatel’ne plat́ı, že
ak P = NP, tak P = BPP. Prečo?

• Predpokladajme, že PH je striktná. Vyplýva z toho, že PH ⊂ PSPACE?
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• Nech C = (C1, . . . , Cn) je n-tica obvodov, kde Ci pracuje na vstupoch

d́lžky i. Hovoŕıme, že C rieši Sat, ak pre každú formulu φ d́lžky i ≤ n je
Ci(φ) = 1⇐⇒ φ ∈ Sat. Dokážte, že problém SatCircuitVerification,
pre dané C povedat’, či C rieši Sat, je v coNP.
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Čast’ III

Logické obvody

(Dajú sa problémy
paralelizovat’?)





Úvod

V tejto časti sa pokúsime trochu si pribĺıžit’, ako vyzerá svet
”
pod P“ – budeme

sa zaoberat’ úlohami, ktoré sú riešitel’né v polynomiálnom čase. Je to vel’mi
bohatý svet, ktorý obsahuje všakovaké problémy, počnúc jednoduchou aritme-
tikou (sč́ıtanie, násobenie, delenie, najväčš́ı spoločný delitel’), cez triedenie a
vyhl’adávanie, grafové algoritmy (prehl’adávanie, hl’adanie najkratšej cesty, ma-
ximálneho toku), optimalizačné úlohy, kde zafunguje dynamické programovanie
(napŕıklad výpočet editačnej vzdialenosti, či parsovanie) až po násobenie mat́ıc
a lineárne programovanie.

• lineárne programovanie • parsovanie

• maximálny tok • editačná vzdialenost’

• perfektné párovanie • násobenie mat́ıc

• hl’adanie najkratšej cesty v grafe

• je graf acyklický? • 2Sat • triedenie
• je graf bipartitný? • násobenie

• sč́ıtanie

P

Tieto problémy by sme mohli skúsit’ d’alej roztriedit’ podl’a ich časovej zložitosti.
Nás však v tejto časti budú zauj́ımat’ d’aľsie aspekty zložitosti: paralelizmus a
malá pamät’.

Konkrétneǰsie:

1. Dajú sa tieto problémy riešit’ rýchlo paralelne?

2. Dajú sa poč́ıtat’ s (extrémne) malou pamät’ou?

3. A aký je vôbec vzt’ah medzi paralelným časom a pamät’ou?

89
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Paralelizmus

Majme úlohu, ktorá sekvenčne trvá čas T . Ak si na ňu vezmeme poč́ıtač s p
procesormi, v najlepšom pŕıpade sa bude dat’ práca rozložit’ rovnomerne medzi
všetky výpočtové jednotky a paralelne ju vyriešime v čase T/p. Inými slovami,
to najlepšie, v čo môžeme dúfat’, je p-násobné zrýchlenie. Naopak, ak každý pro-
cesor poč́ıta t krokov, celková

”
práca“ bude p×t a zhruba v tomto čase (+možno

nejaká réžia navyše v závislosti od modelu) vieme celý výpočet odsimulovat’ aj
sekvenčne.

Za
”
praktické“ považujeme iba modely, ktorých hardware (napŕıklad počet

procesorov) je len polynomiálne vel’ký – a teda môžeme dúfat’ v nanajvýš poly-
nomiálne zrýchlenie. Z toho napŕıklad vyplýva, že exponenciálne t’ažké problémy
budú stále potrebovat’ exponenciálny čas. Na druhej strane, aj polynomiálne
dlhé paralelné výpočty sa budú ešte stále dat’ odsimulovat’ aj sekvenčne v poly-
nomiálnom čase.

Ktoré paralelné algoritmy teda budeme považovat’ za rýchle?

Ukazuje sa, že vel’a zauj́ımavých problémov sa dá riešit’ paralelne v čase
O(log n) alebo O(log2 n), navyše

”
rozumné“ paralelné modely sa vedia navzálom

simulovat’ tak, že k časovej zložitosti možno pribudne dáky ten logaritmus
navyše. Preto je vel’mi prirodzené definovat’ ako

”
efekt́ıvne paralelizovatel’né“

problémy tie, ktoré sa dajú riešit’ v polylogaritmickom čase (v čase polynomiálnom
od log n, t.j. O(logk n), kde k je konštanta) s polynomiálne vel’a procesormi.
Pre túto triedu sa ujal názov NC (Nick’s class) na počest’ Nicholasa Pippen-
gera. Je to robustná trieda, je jedno, či ju definujeme cez CRCW alebo EREW
PRAM, alebo budeme použ́ıvat’ tak, ako v nasledujúcich kapitolách, obvody
polynomiálnej vel’kosti a polylogaritmickej h́lbky – či už s obmedzeným, alebo
neobmedzeným stupňom.

V nasledujúcej kapitole sa budeme zaoberat’ otázkou, ktoré problémy z P

patria do NC. Otázka, či NC
?
= P je stále otvorená; podobne ako pri P

?
= NP

však vieme vytypovat’ tie
”
najt’ažšie“ a

”
najsekvenčneǰsie“ problémy v P – ak

by sa tie dali paralelizovat’, potom sa dá všetko.

Malá pamät’

Druhá téma, ktorou sa budeme v tejto časti zapodievat’ je: Ktoré problémy sa
dajú riešit’ s malou – konkrétne logaritmickou – pamät’ou? To sú triedy L a NL,
s ktorými sme sa už stretli. Zjavne ak výpočet použ́ıva len logaritmickú pamät’,
existuje len polynomiálne vel’a možných konfigurácii, do ktorých sa výpočet
môže dostat’. Môžeme teda vytvorit’ graf všetkých konfigurácii a zistit’, či sa z
počiatočnej dá dostat’ do akceptačnej. Celé to zvládneme v polynomiálnom čase,

takže zjavne L ⊆ NL ⊆ P. Otázky, či L
?
= NL, alebo či NL

?
= P sú stále otvorené.
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Paralelizmus vs. pamät’

Ak sú ale dobre paralelizovatel’né problémy (trieda NC) aj problémy riešitel’né
s malou pamät’ou (L či NL) zjavne pod P, d’aľsia prirodzená otázka znie: Aký
je vzt’ah medzi týmito triedami? Aký je vzt’ah medzi paralelizmom a malou
pamät’ou?

Podl’a Tézy o paralelných výpočtoch sú čas na
”
rozumnom“ paralelnom mo-

deli a priestor na
”
rozumnom“ sekvenčnom modeli zhruba ekvivalentné (až na

polynomiálny faktor). V predchádzajúcej časti sme si zase ukázali, že AP =
PSPACE – problémy riešitel’né paralelne v polynomiálnom čase sú práve tie
problémy, ktoré sa dajú riešit’ v polynomiálnej pamäti. Ďaľsie, presneǰsie súvislosti
medzi paralelizmom, pamät’ou a alternovańım si ukážeme v nasledujúcej kapi-
tole.
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Kapitola 8

Paralelizmus

V tejto kapitole nás bude zauj́ımat’, ktoré úlohy sa dajú riešit’ rýchlo paralelne.

Pŕıklad 1: Chceme zistit’, či je počet jednotiek na vstupe párny.

Pŕıklad 2: Súčet dvoch prirodzených č́ısiel.

Pŕıklad 3: Súčin dvoch prirodzených č́ısiel.

Pŕıklad 4: Existuje cesta medzi dvoma vrcholmi v danom grafe?

Pŕıklad 5: Dajú sa regulárne jazyky rozpoznávat’ paralelne? A čo bezkontextové?

Dajú sa tieto problémy riešit’ v logaritmickom čase? Alebo aspoň polyloga-
ritmickom čase (t.j. O(logk n) pre fixné k)? A naopak, vedeli by sme o nejakých
problémoch dokázat’, že sa nedajú rýchlo paralelizovat’?

8.1 Triedy NC a AC

Defińıcia 8.1. NC je trieda jazykov akceptovaných (log-space) uniformnými bo-

olovskými obvodmi polynomiálnej vel’kosti a polylogaritmickej hĺbky
Špeciálne NCk je trieda jazykov akceptovaných

”
dostatočne“ uniformnými1

boolovskými obvodmi polynomiálnej vel’kosti, hĺbky O(logk n). Hradlá ∧ a
∨ tu majú vždy 2 vstupy. NC je potom zjednotenie týchto tried pre všetky k:
NC =

⋃
k NCk.

Podobne definujeme ACk s tým rozdielom, že povoĺıme hradlá ∧ a ∨ s neob-
medzeným počtom vstupov. AC =

⋃
k ACk.

1Na tomto mieste muśıme upozornit’, že pre k ≥ 2 je logspace uniformita v poriadku,
avšak pre vel’mi malé triedy ako AC0 či NC1, ktoré sú pod L si treba dávat’ pozor na detaily.
Ak by sme tieto triedy definovali cez logspace uniformitu, už len samotný log-space stroj,
ktorý má obvod vygenerovat’, by dokázal vypoč́ıtat’ viac ako samotné obvody. Rôzne defińıcie
uniformity a ich pŕıpadné ekvivalencie nebudeme rozoberat’ a záujemcov odkážeme na články
Ruzzo (1981) a Barrington a spol. (1990).

93



94 Kapitola 8. Paralelizmus

Ako ukázali Stockmeyer a Vishkin (1984), ACk je práve trieda problémov
riešitel’ná na CRCW PRAM v čase O(logk n) s polynomiálne vel’a procesormi.

Triviálne plat́ı, že NCk ⊆ NCk+1, ACk ⊆ ACk+1 a taktiež NCk ⊆ ACk. Navyše
každé hradlo s polynomiálne vel’a vstupmi sa dá simulovat’ binárnym stromom
logaritmickej h́lbky (pozri obrázok 8.1) a teda ACk ⊆ NCk+1. Teda

AC0 ⊆ NC1 ⊆ AC1 ⊆ NC2 ⊆ · · · ⊆ NC

a
NC =

⋃

k

NCk =
⋃

k

ACk = AC.

Nevieme, či je táto hierarchia striktná a či ACk ( NCk ( ACk+1 pre všetky
k, avšak keby NCk = NCk+1, tak celá NC hierarchia skolabuje na k-tu úroveň:
NC = NCk.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

∧

(a) AC obvody môžu použ́ıvat’ hradlá s
neobmedzeným počtom vstupov.

∧

∧

∧

x1 x2

∧

x3 x4

∧

∧

x5 x6

∧

x7 x8

(b) Tie dajú simulovat’ NC obvodom lo-
garitmickej h́lbky.

Obr. 8.1

8.2 Rýchle paralelné algoritmy

Veta 8.1. Sč́ıtanie prirodzených č́ısiel je v AC0, teda vieme ho spoč́ıtat’ paralelne
v konštantom čase pomocou hradiel s neobmedzeným stupňom: Add ∈ AC0.

� Dôkaz. Označme binárny zápis č́ısel na vstupe an · · · a1a0, bn · · · b1b0. Je-
diný problém je, ako paralelne vypoč́ıtat’ prenos do vyššieho rádu (označme
cn · · · c1c0). Skúsme si uvedomit’, ako sa prenos do vyššieho rádu š́ıri na konkrétnom
pŕıklade:

1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0

↑ ↑
Ako vieme, že na mieste l’avej š́ıpky bude prenos +1 z nižšieho rádu? Plat́ı, že
ci = 1 práve vtedy, ked’ pre nejaké j < i je aj = bj = 1 (tu sa prenosy začnú,
pozri pravú š́ıpku v pŕıklade) a zároveň odvtedy pre všetky j < k < i je aspoň
jedno z ak, bk jednotka (čo zabezpeč́ı, že prenos pokračuje), teda

ci =
∨

j<i

aj ∧ bj ∧


 ∧

j<k<i

ak ∨ bk


 .
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Súčet je potom si = ai ⊕ bi ⊕ ci. �

Čo násobenie?
Školácky algoritmus: prvé č́ıslo vynásob́ıme každou cifrou druhého č́ısla (toto

vieme triviálne paralelne v konštantnom čase) a posunuté výsledky sč́ıtame.
Otázka znie, ako sč́ıtame n n-bitových č́ısel? Mohli by sme ich sč́ıtavat’ po dvoch
podl’a stromu logaritmickej h́lbky. Takto však dostaneme iba algoritmus v NC2,
respekt́ıve v AC1. Dá sa to lepšie?

Veta 8.2 (Avizienis (1961), Wallace (1964)). Násobenie prirodzených č́ısel
dokážeme paralelne v logaritmickom čase od počtu cifier: Mult ∈ NC1.

� Dôkaz.
Finta je, že 3 sč́ıtania vieme (paralelne) v konštantom čase zredukovat’ na

2 sč́ıtania. Súčet n č́ısel teda vieme v O(1) zredukovat’ na súčet 2
3n č́ısel. Po

log3/2 n iteráciach nám ostanú už len posledné dve č́ısla, ktoré sč́ıtame algorit-
mom uvedeným vyššie.

Redukciu 3 sč́ıtańı na 2 si ukážme na pŕıklade:

0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1+
1 0 1 0 0 1+

1 0 0 0 1 1

0 1 1 0 0 1

súčty mod 2

prenosy do vyššieho rádu+

Jednoducho nečakáme, či nastane prenos z nižš́ıch rádov. Namiesto toho sč́ıtame
len cifry v každom st́lpci zvlášt’ a z prenosov do vyššieho rádu vyskladáme nové
č́ıslo: Napŕıklad v poslednom st́lpci máme 1+1+1 = 3 = (11)2, teda súčet 1 + 1
prenos do vyššieho rádu – ten zaṕı̌seme o riadok nižšie vl’avo. V predposlednom
st́lpci nečakáme na prenos, iba sč́ıtame 1 + 0 + 0 = 1, teda súčet 1 a prenos 0 do
vyššieho rádu. Takto dostaneme dve č́ısla – súčty mod 2 a prenosy do vyšš́ıch
rádov. Súčet horných troch č́ısel sme zredukovali na súčet dvoch.

Dôležité je, že ked’ sč́ıtame 3 binárne cifry, súčet bude [0..3], čiže sa dá zaṕısat’

ako dvojciferné č́ıslo v dvojkovej sústave. Podobne by sme mohli zredukovat’

sč́ıtanie 7 č́ısel na súčet 3-och, alebo súčet 31 č́ısel na súčet 5-tich.
Iný spôsob je použit́ım tzv. redundantných č́ıselných sústav (pozri napŕıklad

Parhami (2010)). Klasicky reprezentujeme č́ısla v sústave so základom z s ciframi
di ∈ {0, 1, . . . , z − 1} ako

(dn−1 · · · d2d1d0)z =

n−1∑

i=0

di × zi.

Môžeme však uvažovat’ cifry s väčšieho rozsahu – dokonca môžeme uvažovat’

záporné cifry. Nevýhoda takejto reprezentácie je, že nie je jednoznačná (ak
chceme napŕıklad zistit’, či sa dve č́ısla rovnajú, muśıme ich previest’ do nejakého
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normálneho tvaru). Na druhej strane, väčšia vol’nost’ nám umožňuje sč́ıtat’ dve
č́ısla bez prenosov do vyššieho rádu.

Ukážme si to na pŕıklade v desiatkovej sústave s ciframi v rozsahu [0..18].
Napŕıklad č́ıslo (11, 9, 17, 5, 12, 18)10 = 11 · 105 + 9 · 104 + 17 · 103 + 5 · 100 + 12 ·
10+18 = (1207638)10 (zápis je nejednoznačný). Dve takéto č́ısla môžeme sč́ıtat’

nasledovne:

11 9 17 5 12 18
6 12 9 10 8 18+

17 21 26 15 20 36

7 1 6 5 0 16

1 2 2 1 2 2

1 9 3 7 7 2 16

redundantný zápis: 10-tková sústava
s ciframi [0..18]

medzivýsledok má cifry [0..36]

rozlož́ıme ich na 10×[0..2]+[0..16]

(tu sú prenosy do vyššieho rádu) a sč́ıtame+

cifry výsledku budú opät’ [0..18]

+

Ak cifry sč́ıtame paralelne po st́lpcoch, dostaneme medzisúčet s ciframi [0..36].
Ked’že 36 = 20 + 16, tieto cifry sa dajú zaṕısat’ ako dvojciferné č́ısla, kde prvá
cifra je [0..2] a druhá cifra [0..16]. Medzivýsledok teda rozdeĺıme na dve č́ısla s cif-

rami v menšom rozsahu. Ich sč́ıtańım paralelne po st́lpcoch dostaneme výsledok
opät’ s ciframi v rozsahu [0..18]. Takýto algoritmus sa dá implementovat’ dokonca

v NC0, teda NC-obvodom konštantnej h́lbky. Sč́ıtanie n č́ısiel potom vieme v lo-
garitmickej h́lbke. Na záver ešte muśıme previest’ č́ıslo z redundantného zápisu
do klasického – a vykonat’

”
odložené“ prenosy. Toto vieme v AC0, respekt́ıve v

NC1 ako pri sč́ıtańı dvoch č́ısel.
Skúste porozmýšl’at’, v ktorých č́ıselných sústavách (pri ktorých základoch a

rozsahoch cifier) vieme implementovat’ sč́ıtanie v NC0 bez prenosu do vyššieho
rádu. �

OK, dá sa to ešte lepšie? Dá sa násobenie spoč́ıtat’ v AC0?
Odpovieme v nasledujúcej kapitole.

Veta 8.3. Zistit’, či existuje cesta medzi dvoma vrcholmi v (orientovanom) grafe
sa dá v AC1.

� Dôkaz. Pomocou boolovského násobenia mat́ıc.2 Majme maticu susednosti
A, tzn. Aij = 1, ak je v grafe hrana medzi i—j, inak Aij = 0. Potom A2 má
jednotku na poźıcii ij práve vtedy, ked’ sa z i do j vieme dostat’ na dva kroky.
Všeobecneǰsie, majme matice susednosti A a B nad tou istou množinou vrcholov.
Predstavme si, že jednotky v A sú červené hrany a jednotky v B modré hrany.
Potom súčin A · B je matica C, kde Cij =

∨
k Aik ∧ Bkj . Teda Cij = 1, ak sa

2Súvis medzi násobeńım mat́ıc a rôznymi úlohami o sledoch grafov je technika, ktorú sa
oplat́ı poznat’. Vo všeobecnosti môžeme definovat’ matice nad nejakým okruhom (K,⊕,⊗) a
ich súčin Cij =

⊕
k(Aik ⊗ Bkj). Rôzne problémy sa dajú riešit’ násobeńım/umocňovańım

mat́ıc nad vhodným okruhom. Napŕıklad pri boolovskom násobeńı je (Ak)ij = 1, ak existuje

sled d́lžky k medzi i a j. Pri
”
klasickom“ násobeńı nad celými č́ıslami je (Ak)ij počet sledov

d́lžky k medzi i a j. No a v praxi je vel’mi zauj́ımavý okruh (R∪{∞},min,+) a tzv. min-plus

násobenie: Cij = mink(Aik +Bkj). Potom (Ak)ij je d́lžka najkratšieho sledu medzi i a j.
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dá dostat’ z i do j na dva kroky (cez nejaký vrchol k), najskôr po červenej a
následne po modrej hrane.

Ak = A · A · · ·A je matica, kde Aij = 1, ak sa dá z i do j dostat’ na presne
k krokov. Ak matici pridáme jednotky na diagonálu (matica I ∨ A), je to ako
keby sme pridali ku každému vrcholu slučku – každý sled má potom možnost’

použit́ım slučky ostat’ vo vrchole a (I ∨ A)k = I ∨ A ∨ A2 ∨ · · · ∨ Ak je matica,
kde na poźıcíı ij je jednotka, ak sa dá z i do j dostat’ na najviac k krokov.

Boolovský súčin mat́ıc vieme zjavne vypoč́ıtat’ v AC0. Opakovaným umoc-
ňovańım na druhú vieme v log n krokoch vypoč́ıtat’ tzv. reflex́ıvno-tranzit́ıvny
uzáver matice A∗ = (I ∨A)n, kde A∗ij = 1, ak sa dá z i dostat’ do j. �

8.3 Vzt’ah medzi malým priestorom
a paralelizmom

Problém hl’adania cesty v grafe je významný aj pre triedy s logaritmickým pries-
torom. Tento problém zrejme patŕı do NL: ak existuje cesta medzi danými dvoma
vrcholmi, stač́ı postupne natipovat’ postupnost’ vrcholov a skontrolovat’, že me-
dzi každými dvoma po sebe idúcimi vrcholmi je hrana. Ak má graf n vrcholov,
každý vrchol je označený log n bitmi a pri kontrole si stač́ı naraz pamätat’ iba
dva vrcholy (netreba celú cestu), na čo stač́ı O(log n) pamäte.

Čo je však dôležiteǰsie:

Veta 8.4. Problém zistit’, či existuje cesta medzi dvoma vrcholmi v danom orien-
tovanom grafe je NL-úplný pri logspace redukcii.

� Dôkaz. Nech L ∈ NL je jazyk akceptovaný NTS M v logaritmickom pries-
tore a pre daný vstup x si predstavme graf, kde vrcholy sú všetky možné kon-
figurácie stroja M a hrany C → C ′ vedú medzi konfiguráciami, ak C `M C ′.
Bez újmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’, že existuje jedinečná konfi-
gurácia, v ktorej M akceptuje (tesne pred akceptovańım vymaže obsah pások
a vráti hlavy na začiatočné poĺıčka). Otázku, či M akceptuje x, môžeme redu-
kovat’ na hl’adanie cesty v grafe konfigurácíı medzi počiatočnou a akceptačnou
konfiguráciou.

Ostáva rozmysliet’ si, že túto redukciu vieme vypoč́ıtat’ v logaritmickom pries-
tore. Jedna konfigurácia (poźıcie hláv, stav a obsahy pások) sa dá zaṕısat’ ako

ret’azec d́lžky O(log n), takže jednoducho prejdeme cez všetky ret’azce logarit-

mickej d́lžky a tie, ktoré kódujú konfigurácie, vyṕı̌seme ako vrcholy; následne
prejdeme cez všetky dvojice konfigurácíı (generujeme všetky ret’azce a kontro-
lujeme, či kódujú konfigurácie) a skontrolujeme, či sa M dostane z prvej do
druhej na jeden krok (či sedia obsahy pások, či sa hlavy hýbu podl’a δ-funkcie)
– tieto dvojice vyṕı̌seme ako hrany. Nakoniec triviálne doṕı̌seme počiatočnú a
akceptačnú konfiguráciu. �

Nevieme, či L 6= NL. Ak by sa hl’adanie cesty dalo riešit’ deterministicky v
logaritmickom priestore, potom by L = NL.
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Tu mi nedá nespomenút’, hoci je to malá odbočka, vel’mi pŕıbuzný problém
a śıce hl’adanie cesty v neorientovanom grafe. Pre tento problém existuje vel’mi
jednoduchý randomizovaný algoritmus: začni v začiatočnom vrchole a pohybuj
sa náhodne, v každom vrchole si hod’ kockou a vydaj sa pozd́lž náhodnej hrany;
ak si po vel’a vel’a krokoch stále nedošiel do ciel’a, skús začat’ znovu zo začiatku
a tento pokus vel’akrát zopakuj; ak sa ani po vel’a pokusoch nepodarilo dostat’

do ciel’a, prehlás, že cesta neexistuje. Dá sa dokázat’, že tento algoritmus na-
ozaj funguje v zmysle, že ak cesta existuje, pravdepodobnost’, že ju nenájdeme
môžeme stlačit’ pod l’ubovol’ne (exponenciálne) malú hranicu. A teda hl’adanie
cesty v neorientovanom grafe je v RL.

Čo je ešte fascinujúceǰsie, tento algoritmus sa podarilo derandomizovat’ a
cesta sa dá nájst’ deterministicky v logaritmickom priestore, teda v L. Dajú sa
všetky problémy v RL derandomizovat’? Plat́ı L = RL? Nevieme. Vie aj pri
hl’adańı cesty v orientovanom grafe pomôct’ náhoda? Je RL = NL? Nevieme.
Každopádne rovnaký algoritmus, že skúšam náhodnú prechádzku pre oriento-
vané grafy vo všeobecnosti nefunguje. Na rozdiel od neorientovaných grafov sa
dajú zostrojit’ vstupy, kde by sme sa takto dostali do ciel’a iba s exponenciálne
malou pravdepodobnost’ou.

Avšak vrát’me sa spät’ k otázke NL vs. NC. Z toho, že hl’adanie cesty je
NL-úplný problém riešitel’ný v NC vyplýva, že celé NL ⊆ NC. Presneǰsie, plati:

Veta 8.5. NC1 ⊆ L ⊆ NL ⊆ AC1 ⊆ NC2.

� Dôkaz. Výsledok obvodu vieme vyhodnotit’ rekurźıvnym algoritmom, pričom
si pamätáme iba č́ıslo hradla, ktoré práve vyhodnocujeme a O(1) informácie
pre každé hradlo

”
nad ńım“, teda ak si obvod predstav́ıme ako binárny strom,

pamät’ je úmerná ceste od nejakého vrcholu ku koreňu (pre OR-hradlá sú bud’

”
zatial’ všetky vstupy 0“, alebo naraźıme na jednotku a výsledok tohto hradla

je 1; podobne pre ANDy). Obvody logaritmickej h́lbky teda vieme vyhodnotit’

v logaritmickom priestore (NC1 ⊆ L).
NL-úplný problém hl’adania cesty v orientovanom grafe vieme vyriešit’ v AC1

poč́ıtańım tranzit́ıvneho uzáveru matice opakovaným umocňovańım na druhú.
�

8.4 Charakterizácia cez alternáciu

Už sme si dokázali, že NC je niekde medzi NL a P:

NL ⊆ NC ⊆ P.

Ak si však spomenieme na predchádzajúcu čast’ o alternácii, P = AL, teda
polynomiálny čas vieme charakterizovat’ cez logaritmický priestor + alternáciu.

Žiadna alternácia je L, 1 alternácia je NL, vel’a alternácie je zase P. A NC je
niekde medzi. Z čoho prirodzene vyplýva otázka: Vedeli by sme NC charakteri-
zovat’ presneǰsie cez logaritmický priestor a alternáciu?
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Odpoved’ je: Áno. NC je v skutočnosti to isté ako logaritmický priestor +
polylogaritmicky vel’a alternácie.

Defińıcia 8.2. Definujme triedu STA(s(n), t(n), Xa(n)) jazykov akceptovaných
TS, ktoré poč́ıtajú v priestore O(s(n)) a zároveň v čase O(t(n)) a a(n)-krát
alternujú, pričom alternácie zač́ınajú v stave X ∈ {Σ,Π} (ak na tom nezálež́ı,
X vynecháme; ak je niektorý zdroj neobmedzený, označ́ıme ho ∗).

Napŕıklad

L = STA(log, ∗, 0)

P = STA(∗, poly, 0) = STA(log, ∗, ∗) = AL

NP = STA(∗, poly,Σ1)

ΠP
k = STA(∗, poly,Πk)

PSPACE = STA(poly, ∗, 0) = STA(∗, poly, ∗) = AP

Veta 8.6 (Ruzzo (1981)). NC = STA(log, ∗, polylog). Presneǰsie, pre k ≥ 1
plat́ı: ACk = STA(log, ∗, logk).3

� Dôkaz. ⊆: Uprav́ıme na monotónny obvod so vstupmi x, x a simulujeme:
∨ existenčnými a ∧ univerzálnymi stavmi. Počet alternácíı je najviac h́lbka
obvodu, t.j. polylog n. Obvod nemáme celý, ale generujeme si ho za behu.

⊇: Pomocou násobenia mat́ıc; logspace stroj má polynomiálne vel’a možných
konfigurácíı. Nech typ(α) je typ stavu – ∃ alebo ∀; na vstupe x uvažujme matice
Sx, Tx,Mx také, že

• Sx(α, β)⇐⇒ α ` β ∧ typ(α) = typ(β) a

• Tx(α, β)⇐⇒ α ` β ∧ typ(α) 6= typ(β);

nech Mx = S∗xTx. Potom Mx(α, β) = 1, ak α `∗ γ ` β, pričom počas celého
výpočtu α `∗ γ sme v stave rovnakého typu (∃/∀), až v poslednom kroku γ ` β
alternujeme. Rozsekajme strom výpočtu ATS na jednotlivé ∃/∀ úrovne, vrámci
ktorých je stroj v stave rovnakého typu (úrovńı je polylog n). Konfigurácia α
na úrovni i + 1 je akceptačná, ak existuje, resp. pre všetky β na úrovni i je
Mx(α, β) = 1 a β je akceptačná konfigurácia. Definujme vektor bi: bi(α) = 1
ak α je akceptačná konfigurácia na i-tej úrovni. Ak použijeme konvenciu, že
∀-konfigurácie bez nasledujúceho kroku akceptujú a ∃-konfigurácie odmietajú,
môžeme položit’ b0 = 0. Ďalej pre ∃-úrovne vypoč́ıtame bi+1 = Mxbi a pre
∀-úrovne bi+1 = ¬(Mx(¬bi)). Akceptujeme, ak blogc n(σ) = 1 pre štartovaciu
konfiguráciu σ. �

3Pozor, veta asi neplat́ı pre k = 0, ak AC0 6= NL: Totiž logspace hierarchia STA(log, ∗, O(1))
nie je nič iné ako trieda NL (prečo?). Na druhej strane, dá sa dokázat’, že AC0 = LH, tzv.
logtime hierarchia – problémy v LH sa dajú vyriešit’ v logaritmickom čase s konštantným
počtom alternácíı. (Pri defińıcii logtime predpokladáme, že stroj má špeciálnu indexovaciu
pásku, kde naṕı̌se č́ıslo i a hlava sa presunie na i-ty symbol vstupu.)
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Dôsledok 8.1.
NL = STA(log, ∗,Σ1)⊆ ⊆

AC1 = STA(log, ∗, log)⊆ ⊆

NC = STA(log, ∗, polylog)⊆ ⊆

P = STA(log, ∗, ∗)

8.5 Paralelizmus a parsovanie*

Veta 8.7. Regulárne jazyky sa dajú akceptovat’ v NC1.

� Dôkaz. Prenechávame čitatel’ovi. �

Veta 8.8 (Ruzzo (1980), Ruzzo (1981), Rytter (1986)). Bezkontextové
jazyky vieme akceptovat’ v AC1.

� Náznak dôkazu. Uvažujme gramatiku v Chomského normálnom tvare.
Označme w vstupné slovo a wi,j podret’azec wiwi+1 · · ·wj−1.

Využijeme charakterizáciu z vety 8.6, že AC1 sú práve problémy riešitel’né
alternujúcim TS v logaritmickej pamäti s logaritmickým počtom alternácíı. Al-
goritmus budeme prezentovat’ ako hru Alice a Boba, kde Alica (to sú existenčné
stavy) sa snaž́ı dokázat’, že σ ⇒∗G w a Bob (univerzálne stavy) sa snaž́ı prichytit’

Alicu pri klamstve.
Alica na t’ahu si vyberie trojicu (α, i, j), č́ım tvrd́ı, že

σ ⇒∗G w1,iαwj,n a α⇒∗G wi,j

Bob si vyberie, ktorému z týchto dvoch tvrdeńı neveŕı a ktoré mu má Alica
dokázat’. Hra sa konč́ı, ked’ sa dostane do stavu, že výsledok možno overit’ podl’a
pravidiel gramatiky a vstupného slova – napŕıklad α ⇒∗G βγ alebo α ⇒∗G wi –
ak pŕıslušné pravidlo patŕı do gramatiky, Alica vyhrá, v opačnom pŕıpade vyhrá
Bob.

Zjavne, ak w ∈ L(G), Alica vie pravdivo odpovedat’ na každú výzvu a vyhrá
a naopak, ak sa slovo v gramatike nedá odvodit’, v každom t’ahu je aspoň jedno
z Alicinych tvrdeńı nepravdivé a Bob ju vie nachytat’. Ostáva nám dokázat’, že
existuje stratégia, pri ktorej Alica vyhrá v logaritmickom čase a poźıcie hry sa
budú dat’ reprezentovat’ v logaritmickej pamäti.

Skúste si rozmysliet’, že l’ubovol’ný binárny strom vieme zmazańım hrany
rozdelit’ na dve časti tak, že obe časti majú 1

3 až 2
3 všetkých vrcholov. Ak bude

Alica vyberat’ takéto vrcholy, hra skonč́ı po zhruba log3/2 n t’ahoch.

Ostáva vyriešit’ problém logaritmickej pamäte: ak by si Alica vyberala vždy
nové podstromy a Bob by si vyberal vždy hornú čast’, vo všeobecnosti by sa hra
dostala do stavu, že

σ ⇒∗G wi1,i2 α1 wi3,i4 α2 wi5,i6 α3 · · ·αk wi2k+1,i2k+2
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(a) V prvom t’ahu Alica zvolila trojicu (α, 10, 23) a Bob si vybral hornú čast’; Alica teda
potrebuje dokázat’, že σ ⇒∗G w1,10αw23,30. Ked’že pod ξ je 21 vrcholov, čo je niekde
medzi 1

3
a 2

3
všetkých vrcholov, Alica zvoĺı trojicu (ξ, 7, 30). Bob si môže vybrat’, či

chce vidiet’, ako σ ⇒∗G w1,7ξ, alebo ξ ⇒∗G w7,10αw23,30.
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(b) Bob si vybral druhú možnost’. Ked’že pod β je 13 vrcholov, čo je niekde medzi 1
3

a 2
3

zostávajúcich vrcholov, Alica zvoĺı trojicu (β, 10, 30). Bob si môže vybrat’, či chce
vidiet’, ako ξ ⇒∗G w7,10αβ, alebo β ⇒∗G w23,30.

w7 w8

5

w9

9

3

γ

α β

δ

ξ

(c) Bob si vybral prvú
možnost’. Alica: (γ, 7, 10).

5

3

γ

α β

δ

ξ

(d) Bob si vybral
hornú čast’ stromu.
Alica: (δ, 10, 30).

3

α β

δ

(e) Bob si vybral dolnú čast’. Po
overeńı, že δ → αβ je pravidlo
gramatiky Alica vyhráva.

Obr. 8.2: Hra Alice a Boba na parsovacom strome pre slovo w. Tu je jeden
možný priebeh hry.
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Každý index i1, . . . , i2k+2 zaberá logaritmickú pamät’; ak hra trvá len logarit-
mický počet t’ahov, budeme mat’ k = O(log n) medzier a teda len O(log n)
indexov, čo je však stále až O(log2 n) pamäte.

Skúste si však rozmysliet’, že ak máme binárny strom a tri vrcholy α, β,
γ, pričom žiadny z nich nie je spoločným predkom ostatných dvoch, potom
vieme zvolit’ vrchol γ, ktorý je predok práve dvoch vrcholov z {α, β, γ}. Inými
slovami, nech si Bob vyberie ktorúkol’vek čast’, ostanú nám len 2 medzery (dva
neterminály).

Alica môže hrat’ tak, že vždy, ked’ sa dostane do stavu s troma neterminálmi,
zvoĺı vrchol, aby ich počet zredukovala na dva a v stave s dvoma a menej neter-
minálmi (to je v najhoršom pŕıpade každý druhý t’ah) voĺı vrchol, ktorý zmenš́ı
počet vrcholov najviac na 2/3. Takto hra po O(log n) t’ahoch skonč́ı a zároveň v
každej poźıcii si treba pamätat’ najviac 3 neterminály a 8 indexov, čo dokážeme
v O(log n) pamäti. �

Trieda bezkontextových jazykov CFL sa len t’ažko dá porovnávat’ s ostatnými
triedami v NC, ked’že nie je uzavretá na logspace redukcie. V teórii zložitosti
sa preto uvažuje trieda LOGCFL problémov, ktoré sa dajú redukovat’ na nejaký
bezkontextový jazyk:

LOGCFL = {A | ∃L ∈ CFL : A ≤log
m L}.

Zrejme L ⊆ LOGCFL a podl’a predchádzajúcej vety LOGCFL ⊆ AC1. Všimnite
si, že zatial’̌co Alica mala na výber vel’a možnost́ı, Bob mal zakaždým najviac
dve. Z toho sa dá odvodit’, že jazyky z LOGCFL sa dajú poč́ıtat’ tzv. semi-
unbounded obvodmi, kde ANDy majú stupeň 2, ale ORy môžu mat’ neobme-
dzený stupeň. Trieda takýchto obvodov logaritmickej h́lbky je SAC1. Venkate-
swaran (1991) dokázal, že LOGCFL je presne SAC1.

8.6 Neparalelizovatel’né?

Ktoré problémy nevieme efekt́ıvne paralelizovat’? Ktoré problémy nepatria do
NC?

V súčasnosti nevieme dokázat’, že NC 6= P a teda je možné, že každý problém
z P sa dá poč́ıtat’ v polylogaritmickom čase polynomiálne vel’kými obvodmi.

Avšak podobne ako sme si pri otázke P
?
= NP vytypovali tie najt’ažšie problémy

v NP (NP-úplné problémy), vieme si vytypovat’ tie najt’ažšie problémy v P,
tzv. P-úplné problémy. (Samozrejme, potrebujeme jemneǰsiu ako polynomiálnu
redukciu – napr. NC alebo logspace redukciu.)

Problém je P-t’ažký, ak sa naň dá redukovat’ každý problém v P. Ak tento
problém navyše patŕı do P, hovoŕıme, že je P-úplný. Ak by l’ubovol’ný P-úplný
problém patril do NC, tak celé P = NC.

Veta 8.9. Vyhodnotenie daného boolovského obvodu na danom vstupe (tzv. CVP
– circuit value problem) je P-úplný problém, dokonca pri AC0-redukcíı.

Ďaľsie P-úplné problémy sú
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• HornSat – problém splnitel’nosti pre Hornove formule (v CNF, každá
klauzula má najviac jeden pozit́ıvny literál)

• Dfs – daný je graf a dva vrcholy u, v; ak na grafe spust́ıme prehl’adávanie
do hĺbky (pričom zoznam susedov prehl’adávame vo fixnom porad́ı danom
na vstupe), ktorý vrchol z dvojice u, v navšt́ıvime ako prvý?

• MaxFlow – daný je ohodnotený graf, vrcholy s, t a č́ıslo f ; existuje s-t-
tok vel’kosti aspoň f?

• LP – lineárne programovanie: existuje pre danú maticu A a vektor b
riešenie nerovńıc Ax ≤ b, x > 0 v racionálnych č́ıslach?

• CfgMem – w ∈ L(G)? pre danú bezkontextovú gramatiku G a slovo w
(pozor, toto je úplne iný problém, ako rozhodovat’ jazyk L(G) pre fixnú
bezkontextovú gramatiku)

• IteratedMod – dané a, b1, . . . , bn ∈ Z; je ((· · · ((a mod b1) mod b2) · · · ) mod
bn) = 0?

Obsiahly zoznam d’aľśıch známych P-úplných problémov čitatel’ nájde v Gre-
enlaw a spol. (1991) alebo v knižke Greenlaw a spol. (1995).

Úlohy

• Uvažujme redundantnú č́ıselnú sústavu so základom z a s ciframi v roz-
sahu [−α..β] (kde α + β + 1 ≥ z) ako vo vete 8.2. Pre ktoré z, α, β viete
navrhnút’ algoritmus sč́ıtania bez prenosov do vyššieho rádu (ktorý sa dá
implementovat’ v NC0)?

• TC obvody (threshold circuits) môžu okrem ¬ a neobmedzených ∧ a ∨
použ́ıvat’ navyše hradlo Maj (s neobmedzeným počtom vstupov), ktoré
vráti 1, ak sa väčšina vstupov rovná 1. Analogicky definujeme triedy TCk

polynomiálnej vel’kosti a h́lbkyO(logk n). Dokážte, že ACC0 ⊆ TC0 ⊆ NC1.
Všeobecne, ACCk ⊆ TCk ⊆ NCk+1.

• Zostrojte triedu AC obvodov konštantnej h́lbky a logaritmickej vel’kosti,
ktorá akceptuje všetky binárne ret’azce, ktoré majú aspoň 2 jednotkové
bity, t.j. obvody, ktoré akceptujú jazyk L = {x | #1(x) ≥ 2} = {x | ∃i 6=
j : xi = xj = 1}.

• Dokážte, že regulárne jazyky sa dajú rozoznávat’ paralelne v logaritmickom
čase: REG ⊆ NC1.

• Dokážte, že NC1 je presne trieda problémov riešitel’ná boolovskými for-
mulami polynomiálnej vel’kosti. (Formula sa dá definovat’ ako obvod, kde
výstupný stupeň každého hradla je najviac 1.)
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• Majme alternujúci Turingov stroj, ktorý pracuje v logaritmickom pries-
tore. Jeho výpočet môže byt’ až polynomiálne dlhý a preto celý strom
výpočtov môže byt’ až exponenciálne vel’ký. Dokážte, že ak máme ATS
pracujúci v logaritmickom priestore (a možno až polynomiálnom čase),
ale jeho strom výpočtov je len polynomiálne vel’ký, dá sa simulovat’ na
ATS v logaritmickom priestore a O(log2 n) čase. To znamená, že výpočty
s malou pamät’ou a malým stromom výpočtov (ak sú výpočty dlhé, nie je
ich vel’a) sa dajú dobre paralelizovat’. Všeobecne plat́ı, že ak máme ATS,
ktorý pracuje v priestore s(n) ≥ log n a jeho strom výpočtov má vel’kost’

z(n), tak existuje ekvivalentný ATS, ktorý pracuje v priestore O(s(n)) a
čase O(s(n) log z(n)). Rýchly paralelný algoritmus pre CFL z vety 8.8 je
špeciálny pŕıpad tohto tvrdenia.

Literatúra
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Kapitola 9

Parita a obvody
konštantnej h́lbky

V predchádzajúcej kapitole sme zaviedli AC/NC-hierarchiu obvodov:

AC0 ⊆ NC1 ⊆ AC1 ⊆ NC2 ⊆ AC2 ⊆ · · · ⊆ NC.

V tejto kapitole sa budeme venovat’ tej najmenšej, hoci o nič menej zauj́ımavej
triede AC0 – obvodmi konštantnej h́lbky a polynomiálnej vel’kosti.

Budú nás zauj́ımat’ otázky ako:
Dokážu AC0 obvody

Pŕıklad 1: spoč́ıtat’ paritu n bitov?

Pŕıklad 2: sč́ıtant’ dve prirodzené č́ısla?

Pŕıklad 3: vynásobit’ dve prirodzené č́ısla?

Pŕıklad 4: vynásobit’ dve boolovské matice?

Pŕıklad 5: spoč́ıtat’ majoritu n bitov (ktorý bit sa vyskytuje časteǰsie)?

Ako sme videli v predchádzajúcej kapitole, odpoved’ na otázky 2 a 4 je
kladná. Tu si naopak dokážeme, že odpoved’ na 1, 3 a 5 je záporná. Násobenie
prirodzených č́ısel ani majorita n bitov sa v AC0 implementovat’ nedá. Kameň
úrazu spoč́ıva v tom, že, ako si ukážeme ochv́ıl’u, v AC0 sa nedá ani len zistit’, či
je na vstupe párny alebo nepárny počet jednotiek, t.j. pre daný binárny ret’azec
x nevieme spoč́ıtat’

∑
xi (mod 2) =

⊕
xi.

Samozrejme, parita sa dá jednoducho spoč́ıtat’ v NC1 – v logaritmickej h́lbke,
stač́ı implementovat’ a⊕ b = (a∧¬b)∨ (¬a∧ b) a z takýchto ⊕ hradiel vyskladat’

binárny strom nad x.
Parita je teda pŕıklad problému, ktorý vieme riešit’ v NC1, dokonca v konš-

tantnej pamäti (je to regulárny jazyk), ale nevieme ho riešit’ v AC0. Teda hoci
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nevieme, či je celá AC/NC hierarchia striktná, vieme to dokázat’ aspoň pre tú
najspodneǰsiu úroveň:

AC0 6= NC1.

Ak chceme paritu spoč́ıtat’ v konštantnej h́lbke, povedzme d, polynomiálny
obvod nestač́ı. Aký vel’ký obvod potrebujeme? Prvý výsledok, že Parity /∈ AC0

dokázali Furst a spol. (1984). Výsledky sa postupne zlepšovali a vd’aka H̊astad
(1986) dnes poznáme vel’mi presné horné aj dolné odhady:

Veta 9.1 (H̊astad (1986), H̊astad (1987)). Logický obvod hĺbky d, ktorý

poč́ıta paritu, muśı mat’ vel’kost’ aspoň 2Ω( d−1
√
n), presneǰsie viac ako 2

d−1
√
n/10d

pre dostatočne vel’ké n Tento odhad je takmer optimálny, ked’̌ze parita sa dá
vypoč́ıtat’ v hĺbke d obvodom vel’kosti n2

d−1
√
n. Dokonca obvody hĺbky d a vel’kosti

2
d
√
n poč́ıtajú paritu najviac na 1/2 + 1/2Ω( d

√
n) vstupoch (pre d > 2). Ak by sme

teda vstup zvolili náhodne, výpočet takéhoto obvodu je asi tak dobrý ako hodit’ si
mincou. Existujú obvody hĺbky d a vel’kosti n2

d
√
n, ktoré poč́ıtajú paritu správne

na 1/2 + 1/2
d
√
n vstupoch, takže odhad je takmer tesný.

Ďaľśı smer, ktorým sa dá výsledok rozš́ırit’, je pozriet’ sa na obvody s Mod
hradlami. Tvrdenie, že Parity /∈ AC0 vlastne hovoŕı, že ak by sme obvodom
pridali ⊕, teda Mod2 hradlá, tieto obvody dokážu vypoč́ıtat’ viac ako samotné
AC0. Prirodzená d’aľsia otázka potom je, čo dokážu obvody povedzme s Mod3

hradlami? Alebo Mod5 hradlami? Vo všeobecnosti môžeme uvažovat’ Modq
hradlo, ktoré vráti 0, ak je súčet všetkých vstupov 0 (mod q), inak vráti 1. De-
finujeme triedu ACC0(m1, . . . ,mk) ako triedu jazykov akceptovaných obvodmi

s konštantnou h́lbkou, polynomiálnou vel’kost’ou, s hradlami ¬, ∨, ∧, Modm1 ,
. . . , Modmk s neobmedzeným počtom vstupov.

V tejto kapitole si ukážeme dôkaz silneǰsieho tvrdenia, a śıce, že paritu ne-
vieme vypoč́ıtat’, ani ked’ pridáme Mod3 hradlo. A naopak, Mod3 nedokážeme
spoč́ıtat’ v AC0 ani ked’ pridáme Mod2 hradlo:

Veta 9.2 (Razborov (1987), Smolensky (1987)). Parity /∈ ACC0(3). Vo
všeobecnosti Modp /∈ ACC0(q) pre l’ubovol’né dve prvoč́ısla p 6= q.

Dôkaz tejto vety nám zaberie celý zvyšok kapitoly, ale rozdelili sme ho do
zvládnutel’ných sekcii.

9.1 Aritmetizácia

Na rozdiel od Turingovych strojov, ktorým sa hlava motá kade-tade a pamät’ sa
im divoko prepisuje, obvody majú pomerne jednoduchú štruktúru (DAG), ktorá
priam nabáda vyskúšat’ nasledujúcu stratégiu: Funkcie by sme chceli rozdelit’

zhruba na
”
jednoduché“ a

”
t’ažké“, pričom by sme dokázali (indukciou), že

AND, OR, NOT jednoduchých funkcíı je stále ešte
”
jednoduchá“ funkcia, ale

parita už je zložitá.
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Ostáva len vymysliet’, ako zvolit’ takúto mieru zložitosti. Tu nám pomôže
technika zvaná aritmetizácia (technika je finta, ktorú vieme použit’ viac ako len
raz): z obvodu na vstupe vyrob́ıme polynóm. Pokúsime sa dokázat’ zhruba toto:

malý
obvod

⊕
parita

jednoduchý
polynóm

1. Pre každý malý AC0 obvod existuje
”
jednoduchý“ polynóm, zatial’̌co

2. pre paritu neexistuje
”
jednoduchý“ polynóm.

Z toho vyplýva, že parita nemá malý AC0 obvod.

Pojem
”
jednoduchý“ muśıme, samozrejme, ešte upresnit’, ale zatial’ si ukážme,

čo majú vôbec polynómy spoločné s obvodmi.

Vezmime si napŕıklad obdvod, ktorý poč́ıta Mod3(¬x, y∧z, w)∨w. Tvrd́ıme,
že k nemu vieme vyrobit’ ekvivalentný polynóm p(x, y, z, w) nad Z3, pričom nám
stač́ı, ak sa výsledky budú zhodovat’ na vstupoch x, y, z, w ∈ {0, 1}. Ako na to?

• vstupnej hodnote x zodpovedá premenná x

• hradlu ¬x zodpovedá výraz 1− x

• x ∧ y ∧ z zodpovedá výraz xyz

• x∨y∨z vieme
”
implementovat’“ pomocou deMorganovho zákona: 1−(1−

x)(1− y)(1− z)

• Mod3(x, y, z) skoro zodpovedá x + y + z, až na drobný detail – Mod3

vracia 0/1, zatial’̌co polynóm x+y+z môže vrátit’ 2; čo s tým? uvedomme
si, že 2 ≡ −1 (mod 3), takže stač́ı umocnit’ na druhú: (x+ y + z)2

K obvodu Mod3(¬x, y ∧ z, w) ∨ w teda vieme zostrojit’ ekvivalentný polynóm
1− [1− ((1− x) + yz + w)2](1− w) piateho stupňa.

Prirodzená miera zložitosti polynómov je ich stupeň, mohli by sme sa teda
pokúsit’ dokázat’, že

1. Pre každý malý AC0 obvod existuje polynóm malého stupňa, zatial’̌co

2. pre paritu neexistuje polynóm malého stupňa.

Zatial’ sme však videli len to, ako z obvodu vytvorit’ zložitý polynóm vel’kého
stupňa. A vyzerá to, že ovel’a lepšie sa to ani nedá. Každý AND/OR n vstupov
zodpovedal súčinu n premenných, teda polynómu stupňa n, čo je pŕılǐs vel’a.
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9.2 Aproximácia polynómom malého stupňa

Potrebujeme teda d’aľsiu fintu – a tou je aproximácia. Dokážeme, že

1. Pre každý AC0 obvod existuje polynóm malého stupňa, ktorý ho aproxi-
muje s exponenciálne malou chybou zatial’̌co

2. pre paritu neexistuje taký polynóm; presneǰsie: l’ubovol’ný polynóm malého
stupňa aproximuje paritu s konštantne vel’kou chybou.

Ukážeme si, že zatial’̌co na presný výpočet AND a OR sme potrebovali polynóm
n-tého stupňa, na približný výpočet stač́ı polynóm stupňa1

√
n.

Ako aproximovat’ OR(x1, x2, . . . , xn)? OR je nulový práve vtedy, ked’ sú
všetky vstupy nula, t.j., ked’ je súčet (v celých č́ıslach)

∑
i xi = 0. Dobrá správa

je, že
∑
i xi je polynóm dokonca stupňa 1 – avšak my pracujeme s polynómami

nad Z3, takže dostaneme iba súčet modulo 3. Tu nám pomôžu pravdepodob-
nostné algoritmy: vyberme si náhodnú podmnožinu vstupov a spoč́ıtajme ich
súčet (modulo 3) – ak je vstup nulový, súčet bude vždy nula, ale ak je nenulový,
s malou pravdepodobnost’ou bude rôzny od nuly. Takto vieme odĺı̌sit’ nulový a
nenulový vstup pomocou polynómu malého stupňa.

Ešte lepšie ako náhodnú podmnožinu môžeme uvažovat’ vážený súčet
∑
i aixi,

kde ai ∈R {0, 1, 2} sú náhodné koeficienty (náhodná podmnožina je vlastne
súčet, kde koeficienty sú len 0 alebo 1). Mimochodom,

∑
i aixi je skalárny súčin

vektorov ~x a ~a. Skalárny súčin dvoch vektorov je nulový, ked’ sú na seba kolmé,
alebo je aspoň jeden z nich nulový. Geometricky si teda tento test môžeme pred-
stavit’ nasledovne: Ak chceme zistit’, či je vektor ~x nulový, zvoĺıme si náhodný
vektor ~a a zist́ıme, či sú na seba kolmé. A aká je pravdepodobnost’, že ak ~x 6= ~0,
tak náhodný vektor bude na ~x kolmý? To, samozrejme, zálež́ı na tom, s akým
priestorom pracujeme. Ak by sme napŕıklad uvažovali v 3D Euklidovskom pries-
tore R3, tak vektory kolmé na ~x tvoria rovinu (teda 2D podpriestor). Všetky
ostatné vektory nie sú kolmé, tzn. ak by sme v 3D zvolili náhodný vektor ~a,
tak Pr~a∈RR3 [~x ⊥ ~a] = 0 pre ~x 6= ~0. Toto je dobrá vizuálna predstava, avšak my
rob́ıme s priestorom Zn3 . Tvrd́ıme, že v ňom je Pr~a∈RZn3 [~x ⊥ ~a] = 1/3. Jeden
spôsob, ako to nahliadnut’ je, že množina vektorov kolmých na ~x tvoŕı (tak ako
v 3D) podpriestor ~x⊥ dimenzie n − 1 – podpriestor izomorfný so Zn−1

3 . Teda
3n−1 vektorov z 3n je kolmých na ~x 6= ~0. Jednoduchý priamy dôkaz je, že nech
xi 6= 0; pre každý vektor ~a kolmý na ~x je ~a ·~x = 0, ale ak zmeńıme súradnicu xi,
súčet sa zmeńı o 1, resp. 2, t.j. pre každý kolmý vektor máme presne 2 d’aľsie,
ktoré nie sú kolmé.

Pravdepodobnost’ 1/3, že sa pomýlime, je vel’ká, ale ak tento test zopárkrát
zopakujeme `-krát, pravdepodobnost’ klesne exponenciálne na 1/3`. Podl’a prie-
merovacieho prinćıpu, ak pre každé x je pravdepodobnost’ náhodne vybratých
~a-čok rovná 1/3`, tak existuje aj konkrétna vol’ba ~a-čok taká, že pre náhodné ~x

1Samozrejme, č́ım presneǰsie chceme hradlá aproximovat’, tým zložiteǰsie polynómy potre-
bujeme; rob́ıme trade-off medzi presnost’ou a stupňom polynómu a

√
n je vhodný kompromis.
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∨ =⇒ · · ·

` vstupov

poly(n) vstupov

Mod3 Mod3 Mod3 Mod3

∨

Obr. 9.1: Obvod s neobmedzenými OR-mi aproximujeme tak, že spoč́ıtame
náhodné súčty modulo 3. Plat́ı totiž, že ak je

∑
i aixi mod 3 6= 0, potom∨

i xi = 1. Takto spoč́ıtame ` náhodných súčtov a ak je aspoň jeden rôzny
od nuly, OR je 1. Pravdepodobnost’ chyby je len 1/3` a neobmedzený OR sme
nahradili OR-om s ` vstupmi.

je pravdepodobnost’ ≤ 1/3`:

∀~x : Pr
~a1,..., ~a`

[∀i : ~x ⊥ ~ai] = 1/3`

=⇒ Pr
~x, ~a1,..., ~a`

[∀i : ~x ⊥ ~ai] ≤ 1/3`

=⇒ ∃ ~a1, . . . , ~a` : Pr
~x

[∀i : ~x ⊥ ~ai] ≤ 1/3`

Inými slovami, všetky testy zlyhajú len na 1/3`-tine vstupov.

Týchto ` skalárnych súčinov ~x ·~ai umocńıme na druhú (aby sme ±1 zobrazili
na 1) a výsledky spoj́ıme naivným OR-om. Výsledný polynóm bude mat’ stupeň
2`. AND riešime pomocou deMorganovho zákona cez OR a NOT.

Indukciou môžeme dokázat’, že pre hradlo na úrovni h vieme zostrojit’ po-
lynóm stupňa (2`)h, ktorý ho dobre aproximuje: Pre vstupné hradlá a NOT
tvrdenie plat́ı, inak sú vstupy hradla aspoň o úroveň nižšie, teda z indukčného
predpokladu im prislúcha polynóm stupňa ≤ (2`)h−1. Konštrukcia pre Mod3

zvýši stupeň na dvojnásobok, konštrukcia pre AND/OR stupeň zvýši 2`-krát.

Tým sme dokázali, že

pre každý obvod vel’kosti S h́lbky d existuje polynóm stupňa (2`)d,
ktorý ho aproximuje s chybou ≤ S/3`.

Ak zvoĺıme hodnotu 2` = n1/2d, dostaneme polynóm stupňa
√
n, ktorý aproxi-

muje s chybou ≤ S/3n1/2d/2 ≤ S/3nε , zatial’̌co

l’ubovol’ný polynóm stupňa
√
n aproximuje paritu s chybou aspoň

1/50 (ostáva dokázat’).

Čiže ak by existoval obvod konštantnej h́lbky pre paritu, potom by existoval aj
aproximačný polynóm s chybou S/3n

ε

. Avšak parita sa dá aproximovat’ iba s
chybou aspoň 1/50. Z toho vyplýva, že S/3n

ε ≥ 1/50 a teda S ≥ 3n
ε

/50.



110 Kapitola 9. Parita a obvody konštantnej hĺbky

9.3 Parita sa nedá aproximovat’ polynómom ma-
lého stupňa

Pod’me teraz dokázat’ druhú čast’ tvrdenia: polynóm f stupňa
√
n aproximuje

paritu s chybou aspoň 1/50. Označme G′ ⊆ {0, 1}n množinu vstupov, kde sa
f(~x) a

⊕
(~x) zhodujú – chceme dokázat’, že G′ je malá.

Tradične ako vstupy obvodu uvažujeme bity 0/1; pri analýze booleovských
obvodov (pozri napŕıklad O’Donnell (2014)) je však z matematického hl’adiska
často výhodneǰsie pracovat’ s

”
bitmi“ +1/−1. Dosiahneme to substitúciou yi =

1 + xi (mod 3). Tá zobraźı

f(~x) → g(~y) stále stupňa
√
n (!)

0 → +1,

1 → −1,

b ∈ {0, 1} → (−1)b ∈ {−1,+1}
a⊕ b → (−1)a⊕b = (−1)a · (−1)b

Parita počtu jednotiek v ~x sa zmeńı na paritu počtu mı́nus-jednotiek v ~y, čo je
vlastne to isté ako súčin:

parita
⊕

i

xi → súčin
∏

i

yi

G′ ⊆ {0, 1}n → G ⊆ {−1,+1}n

(ak je počet −1 párny, výsledok je 1, ak je nepárny, výsledok je −1). Množina
G′ ⊆ {0, 1}n sa zobraźı na množinu G ⊆ {−1,+1}n vstupov, kde sa g(~y) a

∏
i yi

zhodujú.
Tu si všimnime jednu zvláštu vec: stupeň polynómu

∏
i yi je až n a my ho

chceme aproximovat’ polynómom g(~y) stupňa iba
√
n? Ukážeme, že sa to vel’mi

dobre nedá (množina |G|, kde sa zhodujú, muśı byt’ malá).
Uvažujme funkcie s : G → {−1, 0,+1}. Takýchto funkcíı je zjavne 3|G|.

Ukážeme, že tieto funkcie sa dajú zaṕısat’ ako polynómy malého stupňa a tých
je len ≤ 3(49/50)·2n . Z toho bude vyplývat’, že |G| ≤ 49

50 · 2n a teda polynóm f sa
mýli na aspoň 1/50 vstupov.

Každá funkcia Zn3 → Z3 sa dá zaṕısat’ ako polynóm (rozmyslite si, že naozaj).
Avšak, ked’že pracujeme v Z3, každá funkcia sa dá zaṕısat’ ako polynóm stupňa
≤ 2n. Prečo? V Z3 plat́ı, že a3 ≡ a (Malá Fermatova veta), takže mocniny
vyššie ako 2 nepotrebujeme. Ked’že nás však zauj́ımajú iba funkcie, kde vstupy
sú a ∈ {−1,+1}, a2 = 1, takže nepotrebujeme ani druhé mocniny. Každá funkcia
{−1,+1}n → Z3 sa teda dá zaṕısat’ ako polynóm stupňa n. Nás však zauj́ımajú
funkcie iba z G → Z3 a pre vstupy y ∈ G plat́ı, že

∏
i yi = g(y). Ak

∏
i∈I yi je

nejaký člen nášho polynómu, kde |I| > n/2, môžeme ho nahradit’
∏

i∈I
yi =

(∏

i∈I
yi

)
·
(∏

i/∈I
y2
i

)

︸ ︷︷ ︸
=1

=
(∏

i

yi

)

︸ ︷︷ ︸
=g(~y)

·
(∏

i/∈I
yi

)
= g(~y)

︸︷︷︸
deg≤√n

·
∏

i/∈I
yi

︸ ︷︷ ︸
≤n/2

,
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G

{−1,+1}n
Zn
3

Z3

Obr. 9.2: Každá funkcia Zn3 → Z3 sa dá reprezentovat’ polynómom stupňa 2n
(tretie mocniny netreba, ked’že a3 ≡ a (mod 3)). Funkcie {−1,+1}n → Z3 sa
dajú vyjadrit’ polynómom stupňa n (druhé mocniny netreba, pretože a2 = 1).
Ukážeme, že funkcie G → Z3 sa dajú zaṕısat’ ako polynóm stupňa n/2 +

√
n

(pri tom využijeme, že G je oblast’, na ktorej plat́ı
∏
i yi = g(y)). Ukážeme, že

takýchto polynómov nie je vel’a a preto G je najviac 98% z množiny {−1,+1}n.
Inými slovami, polynóm g sa mýli aspoň na 1/50 vstupov.

členom, ktorý je stupňa n/2+
√
n. Takže každá funkcia z G→ Z3 sa dá vyjadrit’

ako polynóm stupňa n/2 +
√
n, kde každá premenná je umocnená na 0 alebo 1.

Kol’ko je takýchto polynómov? Každý člen má tvar

α · yβ1

1 · yβ2

2 · · · yβnn ,

kde βi ∈ {0, 1}, pričom stupeň je
∑
i βi ≤ n/2 +

√
n. Všetkých možnost́ı, ako

zvolit’ bety je
∑

i≤n/2+
√
n

(
n

i

)
<

49

50
· 2n

(pre dostatočne vel’ké n, pozri obrázok 9.3). Pre každý takýto monomiál môžeme
zvolit’ α ∈ {−1, 0,+1}, teda celkovo máme 3(49/50)·2n možnost́ı.

Zhrnutie: Funkcíı z G → Z3 je málo, preto samotná G muśı byt’ malá a
preto polynóm stupňa

√
n, s ktorým sme začali sa nezhoduje s paritou na aspoň

1/50-tine vstupov. �

Úlohy

• Dokážte, že AC0 obvody nedokážu spoč́ıtat’ súčin dvoch n-bitových č́ısel.
(Hint: Ukážte, že keby áno, potom by sa dala AC0 obvodmi spoč́ıtat’ aj
parita.)

• Dokážte, že problém Majority – zistit’, či je na vstupe viac jednotiek ako
núl – nepatŕı do AC0.

• Dá sa tranzitivny uzáver grafu vypoč́ıtat’ v AC0?

• Dá sa n č́ısiel zotriedit’ v AC0?
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Obr. 9.3: Súčet kombinačných č́ısel
∑
i≤n/2+

√
n

(
n
i

)
je 2n × PrX∼B(n,1/2)[X ≤

n/2 +
√
n]. Ak binomiálnu distribúciu aproximujeme normálnou distribúciou

N(µ, σ2), kde µ = n/2 a σ =
√
n/2, plocha po 2σ zaberá menej ako 98%.
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Kapitola 10

Vetviace programy

Vetviaci program (branching program) na vstupe x1 . . . xn je jednoduchý výpoč-
tový model reprezentovaný orientovaným acyklickým grafom.

Jeden vrchol je začiatočný, dva špeciálne vrcholy sú koncové (akceptuj /
odmietni). S výnimkou koncových vrcholov sú vrcholy vždy označené č́ıslom 1
až n a vychádzajú z nich 2 hrany označené 0 a 1. Výpočet je cesta v grafe, ktorá
zač́ına v začiatočnom vrchole a ked’ vôjde do vrcholu označeného i, pokračuje
hranou označenou xi, teda podl’a i-teho bitu vstupu sa rozhodne, ktorou hranou
pôjde d’alej. My budeme d’alej predpokladat’, že všetky vrcholy sa dajú rozdelit’

do vrstiev tak, že všetky hrany z jednej vrstvy smerujú do tej nasledovnej; prvá
vrstva obsahuje iba začiatočný vrchol a posledná dva koncové vrcholy.

Definovali sme jednoduchú verziu deterministického vetviaceho programu
nad binárnou abecedou. Ak by sme chceli, mohli by sme uvažovat’ hrany označené
ṕısmenami väčšej abecedy, alebo nedeterministický model, kde z jedného vrcholu
môže vychádzat’ viacero hrán označených tým istým znakom.

Vetviaci program funguje len pre konkrétnu d́lžku vstupu n. Ak chceme
vediet’ riešit’ problémy s l’ubovol’nou d́lžkou vstupu, uvažujeme, podobne ako pri
obvodoch, že máme celú triedu vetviacich programov – pre každú d́lžku vstupu
jeden. A podobne ako pri obvodoch môžeme uvažovat’ l’ubovol’nú triedu alebo
uniformnú, kde n-tý vetviaci program vieme efekt́ıvne zostrojit’ (resp. môžeme
uvažovat’ rôzne stupne uniformnosti).

Tak ako pri TS meriame ich čas a pamät’, pri obvodoch vel’kost’ a h́lbku,
vhodné miery zložitosti pre vetviace programy sú

1. vel’kost’ – počet vrcholov

2. dĺ̌zka – počet vrstiev

3. š́ırka – počet vrcholov v jednej vrstve

Akú silu majú vetviace programy? Zálež́ı, či máme na mysli uniformnú alebo
neuniformnú verziu. Neuniformné vetviace programy polynomiálnej vel’kosti sa
dajú simulovat’ polynomiálnymi obvodmi, teda PBP ⊆ P/poly. Nie je však jasné,
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či plat́ı aj opačná inklúzia. Ak si vezmeme defińıciu P/poly cez TS s radou,
môžeme si všimnút’, že vetviace programy sa dajú simulovat’ s malou (logarit-
mickou) pamät’ou (a polynomiálnou radou): PBP ⊆ L/poly. Dá sa dokázat’, že v
tomto pŕıpade plat́ı rovnost’: PBP = L/poly (Pudlák a Žák, 1983). Pre logspace-
uniformné programy plat́ı unif-PBP = L.

Nás však bude v tejto kapitole zauj́ımat’, akú silu majú vetviace programy
konečnej š́ırky . Skúste si rozmysliet’, že:

1. Všetky regulárne jazyky sa dajú vypoč́ıtat’ programmi konštantnej š́ırky.

2. Programmi konštantnej š́ırky však vieme spoč́ıtat’ aj jazyk palindrómov či
{anbncn | n ∈ N}.

3. AND, OR, XOR (parita) sa dá spoč́ıtat’ programom š́ırky 2 d́lžky O(n).

4. Každá funkcia sa dá vypoč́ıtat’ vetviacim programom exponenciálnej d́lžky
š́ırky 3.

5. Aký najkratš́ı program konštantnej š́ırky dokáže spoč́ıtat’ majoritu?

Veta 10.1 (Barrington (1989)). Pre každý obvod hĺbky d existuje ekviva-

lentný vetviaci program š́ırky 5 dĺ̌zky ` = 4d. To znamená pre d = O(log n) je
` = poly(n) a teda NC1 = 5-PBP = k-PBP. V oboch pŕıpadoch máme na mysli
neuniformné triedy, hoci podobná veta plat́ı aj pre uniformné triedy.

Prečo práve 5? Čo je na pät’ke také špeciálne?? Odpoved’ prichádza z neča-
kaného smeru: z teórie grúp. Súviśı totiž s tým, že S5 – grupa permutácíı nie je
riešitel’ná.

Dôkaz, že vetviace programy konštantnej š́ırky vieme poč́ıtat’ v NC1, nechávame
ako úlohu pre čitatel’a. V nasledujúcej sekcii sa pozrieme na opačnú inklúziu.

10.1 Permutačné programy

Ak sú v každej vrstve vrcholy označené rovnako (rozhodujú sa podl’a toho istého
bitu), potom vetviaci program môžeme zaṕısat’ ako trojicu

(f01 , f
0
2 , . . . , f

0
` ),

(f11 , f
1
2 , . . . , f

1
` ),

(k1, k2, . . . , k`),

kde zobrazenie f ji určuje pre každý vrchol i-tej vrstvy, kam sa pohneme, ak
je ki-ty bit vstupu rovný j. Výpočet prebieha tak, že začneme v počiatočnom
vrchole, v i-tom kroku sa pozrieme na ki-ty bit; ak je xki = 0, hýbeme sa podl’a
zobrazenia f0i , ak je to 1 ideme podl’a f1i .

Vetu 10.1 dokonca dokážeme pre vetviace programy vel’mi špeciálneho tvaru:
v každej vrstve budeme mat’ rovnaký počet vrcholov a zobrazenia f ji budú per-
mutácie.

Permutačný program d́lžky ` je daný trojicou
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x1
0

1

x2

x2
0

0

1

1

x3

x3
0

0

1

1 · · ·
0

10

0

1

1

(a) Vetviaci program poč́ıtajúci paritu.

xi xi+1

0 mod 7

1 mod 7

2 mod 7

3 mod 7

4 mod 7

5 mod 7

6 mod 7

(b) Zvyšok modulo m vieme vypoč́ıtat’

programom š́ırky m – každý riadok re-
prezentuje jednu zvyškovú triedu, ak je
d’aľśı bit 0, ostávame v rovnakom riadku,
ak je to 1, ideme o riadok mod m vyššie.
Vedeli by sme zvyšok mod m vypoč́ıtat’

aj programom š́ırky < m (polynomiálnej
vel’kosti)?

x1

x2

x3

x4

x5 x6 x7

x8

x9

1

0

(c) Program poč́ıtajúci majoritu, teda či
je na vstupe viac núl alebo jednotiek.
Poźıcia (i, j) zodpovedá situácii, že sme
videli ≥ i núl a ≥ j jednotiek na vstupe.
Takýto program má š́ırku zhruba n/2.
Vedeli by sme majoritu spoč́ıtat’ aj prog-
ramom s ovel’a menšou š́ırkou?

Obr. 10.1: Pŕıklady vetviacich programov. Zhodou okolnost́ı testujeme v každom
st́lpci len jednu premennú. Na obrázkoch dolu ideme plnou čiarou, ak je pre-
menná = 1 a prerušovanou, ak je premenná = 0.

(π01, π
0
2, . . . , π

0
` ),

(π11, π
1
2, . . . , π

1
` ),

(k1, k2, . . . , k`),

kde πji ∈ Sm sú permutácie na m vrcholoch a ki ∈ [n].
Ked’ budeme vytvárat’ permutačné programy, budeme spájat’ kratšie prog-

ramy do dlhš́ıch a pri tomto spájańı budeme chciet’ posunút’ čo najviac in-
formácie z jedného podprogramu do d’aľsieho – neoplat́ı sa nám preto zač́ınat’ v
jedinečnom vrchole a končit’ v jednom z dvoch. Prvá aj posledná vrstva budeme
mat’ m vrcholov.

Namiesto sledovania cesty z jedného vrcholu sa zase oplat́ı sledovat’ cestu z
každého možného začiatku. Pozornost’ budeme sústredit’ nie na jednotlivé vr-
choly, ale na spoje medzi nimi. V každom kroku sa pohneme podl’a jednej per-
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mutácie a ak chceme vediet’, kam sa dostaneme na viac krokov, stač́ı vhodné
permutácie zložit’.

Výpočet bude prebiehat’ tak, že začneme s identitou, v i-tom kroku sa po-
zrieme na ki-ty bit; ak je to nula, pripoč́ıtame π0i , inak pripoč́ıtame π1i . Skrátene
sa teda dá povedat’, že v i-tom kroku pripoč́ıtame permutáciu π

xki
i . Výsledkom

bude zloženie všetkých týchto permutácíı od 1 po `. Ostáva rozhodnút’ sa, ktoré
permutácie budú zodpovedat’ výsledku Áno a ktoré výsledku Nie.

My budeme v skutočnosti navrhovat’ také permutačné programy, kde na
konci bud’ vyjde identita, vtedy je odpoved’ Nie, alebo na konci vyjde nejaká
permutácia α 6= id a vtedy je odpoved’ Áno. Budeme hovorit’, že program α-
poč́ıta funkciu f : {0, 1}∗ → {0, 1}, ak pre každé x plat́ı:

f(x) = 0 =⇒
∏̀

i=1

π
xki
i = 1G

f(x) = 1 =⇒
∏̀

i=1

π
xki
i = α

Alebo skrátene ∏
π
xki
i = αf(x).

Takéto permutačné programy vieme jednoducho implementovat’ ako vetviace
programy š́ırky m: Nech x je prvok, pre ktorý α(x) 6= x. Namiesto prvej vrstvy
necháme iba prvok x a v poslednej vrstve bude α(x) akceptujúci a x odmietaćı
vrchol.

Lema 10.1. Nech α, β sú 5-cykly. Potom f je α-vypoč́ıtatel’ná programom dĺ̌zky
` práve vtedy, ked’ je β-vypoč́ıtatel’ná programom dĺ̌zky `.

� Dôkaz. Pre l’ubovol’né dva cykly α = (a1, . . . , an) a β = (b1, . . . , bn) existuje
permutácia ρ taká, že α = ρ ◦ β ◦ ρ−1 a naopak β = ρ−1 ◦ α ◦ ρ (hovoŕıme, že
α a β sú navzájom konjugované). Hl’adaná permutácia je ρ(ak) = bk, čo l’ahko
oveŕıme výpočtom: ρ−1(β(ρ(ak))) = ρ−1(β(bk)) = ρ−1(bk+1) = ak+1 = α(ak)).

α :

β :

ρ :

1

1

2

3

3

5

4

4

5

2

Stač́ı potom zobrat’ pôvodný program a prenásobit’ prvé prvky ρ−1 zl’ava a
posledné ρ sprava, t.j. namiesto πj1 sa použije ρ−1πj1 a namiesto πj` sa použije

πj`ρ. Ak pôvodný program poč́ıtal hodnotu π, nový program má rovnakú d́lžku,
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ale výsledok bude ρ−1 ◦π ◦ρ, teda α namiesto β a v pŕıpade identity sa hodnota
nezmeńı: ρ−1 ◦ id ◦ ρ = ρ−1 ◦ ρ = id. �

Lema 10.2. Ak f je α-vypoč́ıtatel’ná programom dĺ̌zky `, tak aj ¬f je.

� Dôkaz. Podl’a predchádzajúcej lemy je f α−1-vypoč́ıtatel’ná. Stač́ı posledné
prvky v tomto programe vynásobit’ α. Ak bol pôvodný výsledok α−1, teraz bude
id a naopak, ak bol predtým id, teraz bude α. Program teda α-poč́ıta ¬f .

�

Lema 10.3. Ak f je α-vypoč́ıtatel’ná a g je β-vypoč́ıtatel’ná programom dĺ̌zky `,
tak f ∧ g je (αβα−1β−1)-vypoč́ıtatel’ná programom dĺ̌zky 4`.

� Dôkaz. Program pre f∧g najskôr α-vypoč́ıta f , potom β-vypoč́ıta g, potom
α−1-vypoč́ıta f a nakoniec β−1-vypoč́ıta g. Ak f(x) = g(x) = 1, výsledok bude
α ◦ β ◦ α−1 ◦ β−1. Ak je však aspoň jedna hodnota 0, pŕıslušné členy zmiznú
a zvyšné sa vykrátia: napr. ak f(x) = 0, potom výpočet f(x) vráti identitu a
výsledok bude id ◦ β ◦ id−1 ◦ β−1 = β ◦ β−1 = id. �

Dôkaz vety je založený na tom, že existujú cykly α a β, pre ktoré je α ◦ β ◦
α−1 ◦ β−1 tiež cyklus (a teda nie je identita). Na to potrebujeme permutácie
aspoň piatich prvkov.

Konkrétne, nech napŕıklad

α = 1→ 2→ 3→ 4→ 5→ 1

β = 1→ 3→ 5→ 4→ 2→ 1

αβα−1β−1 = 1→ 3→ 2→ 5→ 4→ 1

� Dôkaz Barringtonovej vety. Indukciou od h́lbky s využit́ım predchá-
dzajúcich liem: Pri f ∧ g programy pre vstupy vždy uprav́ıme tak, aby α =
(1, 2, 3, 4, 5)-poč́ıtali f a β = (1, 3, 5, 4, 2)-poč́ıtali g, výsledný program bude
αβα−1β−1 = (1, 4, 3, 5, 2)-poč́ıtat’ f ∧ g. Hradlo f ∨ g poč́ıtame pomocou de-
Morganovho pravidla f ∨ g = ¬(¬f ∧ ¬g). Pre hradlo vo výške d majú vstupy
výšku aspoň o 1 menšiu a teda z indukčného predpokladu majú programy pre
vstupy d́lžku ≤ 4d−1; podl’a liem bude program pre ∧ alebo ∨ 4-krát dlhš́ı.

Takto źıskame permutačný program d́lžky 4d, ktorý triviálne implementu-
jeme vetviacim programom š́ırky 5. �

Malá odbočka do teórie grúp: Permutačné programy môžeme zovšeobecnit’ na
grupové programy, či dokonca programy na monoidoch. Dôkaz Barringtonovej
vety využ́ıva súčin [a, b] = aba−1b−1, ktorý sa v teórii grúp volá komutátor . Plat́ı
totiž, že [a, b] = 1 práve vtedy, ked’ je násobenie a a b komutat́ıvne (ab = ba).
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Prečo veta plat́ı pre programy š́ırky 5 a nie menej? Dôkaz využ́ıva štruktúru
grúp, takzvanú neriešitel’nost’.1 Definujme komutátorovú podgrupa grupy G ako
podgrupu G′ generovanú všetkými komutátormi v G, t.j. G′ = 〈{[a, b] | a, b ∈
G}〉 a označme G(0) = G a G(k+1) = (G(k))′. Postupnost’ G ⊇ G′ ⊇ G′′ ⊇ · · · ⊇
G(k) voláme komutátorový rad grupy G. Hovoŕıme, že grupa je riešitel’ná, ak jej
komutátorový rad konč́ı triviálnou grupou 1.

Napŕıklad S4, grupa permutácíı 4-och prvkov je riešitel’ná – má rad

S4 > A4 > V4 > 1

kde A4 je alternujúca grupa (párne permutácie) a V4 je tzv. Kleinova 4-grupa
{id, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}. S takouto grupou by náš dôkaz nefungo-
val, pretože komutátor l’ubovol’ných dvoch permutácíı spadne do A4 a komutátor
l’ubovol’ných párnych permutácíı spadne do V4 a V4 už je komutat́ıvna. Naproti
tomu S5 > A5, ale A′5 = A5. A5 je najmenšia grupa, ktorá nie je riešitel’ná.

Barrington a Therien (1988) dokázali, že 4-PBP ⊆ ACC0, takže š́ırku aspoň
5 treba. Presneǰsie, výpočty grupových programov polynomiálnej vel’kosti na
riešitel’ných grupách zodpovedajú presne triede ACC0. Trieda AC0 sa zase dá
charakterizovat’ polynomiálne vel’kými programami na aperiodických monoidoch
(takých, že pre každý prvok m existuje k také, že mk = mk+1).

10.2 Dôsledky

Dôsledok 10.1. Existuje regulárny jazyk, ktorý je NC1-úplný pri ≤AC0

m -redukcíı,
tzn. každý problém v NC1 sa dá AC0 obvodom redukovat’ na regulárny jazyk.

� Dôkaz. Pre l’ubovol’nú konečnú grupu G a prvok g ∈ G je jazyk LG,g =
{w1 · · ·wn |

∏
i wi = g} regulárny. Tvrd́ıme, že LS5,α je NC1-úplný.

Nech L ∈ NC1. Barringtonova veta ukazuje, ako pre NC1-obvod vyrobit’

ekvivalentný permutačný program; AC0-obvod na vstupe x1 · · ·xn zostroj́ı slovo
w = π

xk1
1 · · ·πxk`` , teda pre každé i podl’a vstupu zvoĺı π0i alebo π1i . Slovo x patŕı

do jazyka L práve vtedy, ked’ w ∈ LS5,α. To znamená L ≤AC0

m LS5,α. �

Predstavme si poč́ıtač, ktorý má okrem operačnej pamäte ešte jedno poč́ıtadlo,
malé bezpečné úložisko (hard-disk) a jeden malý háčik: výpočet prebieha vo
fázach, pričom každý deň poč́ıtač zač́ına s prázdnou pamät’ou; sprav́ı poly-
nomiálne vel’a krokov a tie najdôležiteǰsie informácie si nahrá na úložisko. Na

1Tento pojem pochádza z Galoisovej teórie a bol motivovaný snahou pochopit’ riešitel’nost’

rovńıc piateho stupňa. Tak ako sa dajú riešit’ kvadratické rovnice vzorčekom x = (−b ±
√
D)/(2a), kde D = b2−4ac, dajú sa riešit’ aj kubické rovnice: x = 3

√
−q/2 +

√
q2/4 + p3/27+

3
√
−q/2−

√
q2/4 + p3/27 − b/3a, kde p = (3ac− b2)/3a2, q = (2b3 − 9abc+ 27a2d)/27a3 a

kvartické rovnice (pozri https://en.wikipedia.org/wiki/Quartic function, vzorček sa ne-
zmest́ı na okraj tejto knihy). Pre kvintické rovnice (rovnice piateho stupňa tvaru ax5 + bx4 +
cx3 + dx2 + ex+ f = 0) neexistuje takýto vzorček zložený z koeficientov, konštánt, +, −, ×,
/ a odmnocńın n

√·. Tento výsledok je známy ako Abelova-Ruffiniho veta.
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večer sa poč́ıtač vyṕına a všetky dáta v RAMke sa vymažú (ostanú len dáta na
hard-disku). Na druhý deň sa poč́ıtadlo zvýši o 1 a výpočet môže pokračovat’.
Program nemôže prepisovat’ ani vstup ani poč́ıtadlo a tak jediná informácia,
ktorú si môže preniest’ z jedného dňa na druhý, je to, čo si zaṕı̌se na bezpečné
úložisko. Výpočet konč́ı, ked’ poč́ıtadlo pretečie (ak máme t-bitové poč́ıtadlo,
tak po 2t krokoch) a výsledok zálež́ı od hodnoty na úložisku.

Tak napŕıklad klasické Turingove stroje s polynomiálnou pamät’ou sú ekvi-
valentné poč́ıtačom s polynomiálne vel’kým úložiskom a polynomiálne vel’kým
poč́ıtadlom (tým pádom si môžu celú konfiguráciu zaṕısat’ na úložisko a výpočet
môže byt’ exponenciálne dlhý).

Uvažujme však ovel’a okliešteneǰśı model:

• každá fáza je v logaritmickej pamäti

• bezpečné úložisko má 3 bity (slovom: tri bity!)

• poč́ıtadlo má polynomiálny počet bitov.

Problémy, ktoré sa dajú riešit’ v takomto modeli voláme logspace serializova-
tel’né. Otázka: aké problémy sú logspace serializovatel’né?

Pripomeňme, že podl’a vety o pamät’ovej hierarchii vieme, že L ( PSPACE,
takže napŕıklad QBF dokázatel’ne potrebuje viac ako len logaritmický priestor.
Navyše uložit’ si 3 bity je zjavne takmer nanič. Napriek tomu, prekvapujúco:

Veta 10.2 (Cai a Furst (1991)). Všetky problémy v PSPACE sú logspace
serializovatel’né.

� Náznak dôkazu. PSPACE problémy sú riešitel’né exponenciálne vel’kými
obvodmi polynomiálnej h́lbky a z Barringtonovej vety vyplýva, že sú riešitel’né
vetviacimi/permutačnými programmi exponenciálnej d́lžky a š́ırky 5. Dá sa
navyše ukázat’, že i-ty bit a i-tu permutáciu dokážeme vypoč́ıtat’ v logarit-
mickom priestore. Výpočet bude prebiehat’ nasledovne: simulujeme permutačný
program, pričom v úložisku si pamätáme hodnotu vrcholu {1, 2, . . . , 5}, v kto-
rom sme. Zač́ıname v 1. V i-tej fáze (podl’a poč́ıtadla) zist́ıme, na ktorý bit sa
pozriet’ a jeho hodnotu, následne podl’a toho skonštruujeme i-tu permutáciu a
zist́ıme hodnotu nového vrcholu, ktorú zaṕı̌seme na úložisko. Na konci sme bud’

v 1 (výsledok bola identita, odpoved’ je Nie), alebo inde (odpoved’ je Áno).
�

Algebraické obvody sú zovšeobecnenie boolovských obvodov pre l’ubovol’ný
okruh (K,+,×, 0, 1). Namiesto AND, OR a NOT hradiel máme hradlá +, × a
na vstupe sú premenné xi alebo špeciálne konštantné hradlá c ∈ K.

Veta 10.3 (Ben-Or a Cleve (1992)). Majme funkciu danú algebraickým ob-

vodom hĺbky d. Tá istá funkcia sa dá vypoč́ıtat’ súčinom 4d mat́ıc 3×3. Funkcie
vypoč́ıtatel’né algebraickými NC1 obvodmi sú presne tie, ktoré sa dajú spoč́ıtat’

súčinom polynomiálneho počtu mat́ıc 3× 3.
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� Dôkaz. Rekurźıvna konštrukcia: predpokladajme, že pre obvody f = f(x1, . . . , xn)
a g = g(x1, . . . , xn) skonštruujeme matice tvaru

F =




1 0 0
f 1 0
0 0 1


 a G =




1 0 0
g 1 0
0 0 1




Potom



1 0 0
f + g 1 0

0 0 1


 = F ·G




1 0 0
f × g 1 0

0 0 1


 =




1 0 0
0 0 1
−f 1 0


 ·




1 0 0
0 1 0
0 g 1


 ·




1 0 0
f 1 0
0 0 1


 ·




1 0 0
0 0 1
0 1 −g




Súčet f + g dostaneme ako súčin dvoch mat́ıc a súčin f × g ako súčin štyroch
mat́ıc podobného tvaru (konjugovaných s F a G). Napŕıklad




1 0 0
0 0 1
0 1 −g


 =




0 0 1
−1 0 0
0 1 0


 ·G ·




0 0 −1
0 1 0
1 0 0




Tieto pomocné matice iba spermutujú, pŕıpadne znegujú niektoré prvky.
�

Mimochodom pre okruh K = (Z2,+, ·, 0, 1) = (Z2,⊕,∧, 0, 1) dostávame
Barringtonovu vetu (pomocou grupy mat́ıc 3× 3 namiesto S5).

Uvažujme (algebraické) programy s r registrami R1, . . . , Rr s inštrukciami

• Ri += c, Ri −= c, (t.j. Ri ← Ri ± c)

• Ri += xk, Ri −= xk,

• Ri += c ·Rj , Ri −= c ·Rj ,

• Ri += xk ·Rj , Ri −= xk ·Rj ,

kde c je nejaká konštanta a x1, . . . , xn sú vstupy.

Veta 10.4 (Cleve (1991), Ben-Or a Cleve (1992)). Každá funkcia f s al-

gebraickým obvodom hĺbky d sa dá spoč́ıtat’ algebraickým programom dĺ̌zky O(4d)
s iba tromi registrami.

� Dôkaz. Indukciou budeme vytvárat’ programy, ktoré poč́ıtajú Ri ±= Rj ·
g(x1, . . . , xn) pre rôzne i 6= j ∈ {1, 2, 3}, pričom ostatné registre sa nezmenia.
Ciel’om je vytvorit’ program, ktorý poč́ıta R1 += R2 · f(x1, . . . , xn).
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Pre jednotlivé premenné xk je program triviálny. Ak už máme programy pre
Ri += Rj · g a Ri += Rj · h, potom program pre Ri += Rj · (f + g) je

Ri += Rj · g
Ri += Rj · h

a program pre Ri += Rj · (f · g) je

Ri −= Rk · g // Ri = ri − rk · g
Rk += Rj · f // Rk = rk + rj · f
Ri += Rk · g // Ri = ri − rk · g + (rk + rj · f) · g
Rk −= Rj · f // Rk = rk

(v komentároch ri, rj , rk označujú pôvodnú hodnotu registrov Ri, Rj , Rk). Po-
dobne vytvoŕıme programy s mı́nusom. �
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Zhrnutie



Čast’ IV

Ťažké hry





Úvod

Táto čast’ bude hravá – budeme sa zaoberat’ zložitost’ou hier, teda otázkami ako
napŕıklad:

• Aké t’ažké je vyriešit’ rôzne puzzle ako bludisko, Sudoku, či Sokoban?

• Sú behačky a skákačky ako napŕıklad Super Mario, alebo strielačky ako
napr. Doom či Quake v nejakom zmysle t’ažké?

• A aké t’ažké sú hry, kde proti sebe hrajú dvaja hráči ako napŕıklad dáma,
šach, pǐskvorky, Go, či Reversi?

Nebudú nás zauj́ımat’ konečné hry ako napŕıklad pǐskvorky 3 × 3, či dáma
na šachovnici 8× 8 – tie sú z hl’adiska teórie zložitosti triviálne, ked’že majú len
konečný počet stavov a stratégíı. Zložitost’ je O(1).

Budú nás zauj́ımat’ vhodné zovšeobecnenia týchto hier – napŕıklad pǐskvorky
na ploche n× n.
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Kapitola 11

NP-t’ažké hry

11.1 Tetris

Tetris sa tradične hrával na displayoch 20×40, my budeme uvažovat’ zovšeobec-
nenú verziu, plochu M×N . Na tetrise je navyše t’ažké, že nevieme dopredu, aké
kocky budú nasledovat’. My však budeme uvažovat’ hru, kde je známa postupnost’

všetkých kociek, v porad́ı, v akom budú postupne prichádzat’. Budeme uvažovat’

scenár, kde sa kamarát chv́ıl’u hrá a potom nám rozohratú hru podá, že
”
dohraj

to“. Na hracej ploche teda už nejaké kocky sú a otázka znie: dokážeme v takejto
poźıcii prežit’? Alebo: dajú sa vymazat’ všetky riadky?

Ukážeme, že takýto problém je NP-t’ažký. Dôkaz bude prebiehat’ redukciou z
problému 3-Partition: Dané sú celé č́ısla a1, . . . , a3s. Dajú sa tieto č́ısla rozdelit’

do s troj́ıc tak, aby každá trojica mala rovnaký súčet T =
∑
ai/s?

Napŕıklad
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 10, 11

vieme rozdelit’ do troj́ıc:

(1, 7, 11) (2, 8, 9) (3, 6, 10) (4, 5, 10)

Každá trojica dáva súčet 19.
Iný pŕıklad:

0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 20

V tomto pŕıpade by mala mat’ každá trojica súčet 30, ale č́ıslo 5 nevieme doplnit’

do žiadnej takej trojice, takže odpoved’ je Nie.
Problém 3-Partition je silne NP-úplný, to znamená, NP-úplný aj v pŕıpade,

že č́ısla na vstupe sú zakódované unárne. Dokonca môžeme predpokladat’, že
všetky č́ısla ai sú medzi T/4 a T/2. Ukážeme, že inštancia 3-Partition sa
dá

”
zakódovat’“ v hre Tetris tak, že hra sa dá vyhrat’ práve vtedy, ked’ sa

č́ısla dajú rozdelit’ do troj́ıc. To znamená, ak by existoval rýchly (polynomiálny)
algoritmus, ktorý zist́ı, či sa daná poźıcia Tetrisu dá vyhrat’, tak by existoval
aj rýchly algoritmus pre 3-Partition a P = NP.
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Ešte krátka poznámka: V tetrisovej hant́ırke sa jednotlivé tetrominá značia
ṕısmenami, na ktoré sa podobajú. Kocky I, T, L sú asi zrejmé, O je štvorcové
tetromino, J je opačné L (tetrominá N a Z nebudeme použ́ıvat’).

Veta 11.1 (Breukelaar a spol. (2004)). Hra Tetris je NP-úplná. Pres-
neǰsie: Je daný počiatočný stav hracej plochy, kde už nejaké kocky sú a je známa
postupnost’ všetkých kociek, v porad́ı, v akom budú postupne prichádzat’. Otázky
ako

”
Dá sa v tejto poźıcii prežit’? Dajú sa vymazat’ všetky riadky?“ sú NP-úplné.

� Dôkaz. Poźıciu zostroj́ıme ako na obr. 11.1. Vyhrat’ sa dá práve vtedy, ked’

vieme jednotlivé
”
jamy“ presne zaplnit’, potom

”
odomknút’ zámok“ vpravo hore

a vyplnit’ vol’nú plochu vpravo, č́ım zmažeme všetky riadky. Postupnost’ kociek
bude takáto:

1. V prvej fáze najskôr pre každé ai pŕıde postupnost’ kociek L (začiatok),
následne ai-krát trojica O, J, O, a na koniec O, I. Na obr. 11.2a vidno, ako
sa dá takouto postupnost’ou začat’ vyṕlňat’ jama. Všimnite si, ako kocky
O, I na konci uvedú jamu do

”
pôvodného stavu“, ktorý treba opät’ začat’

L-kom.

2. V druhej fáze pŕıde s×L, ktoré uzatvoŕı všetky presne vyplnené jamy ako
na obr. 11.2b.

3. Nakoniec pŕıde vykúpenie v podobe T, ktorým odopkneme zámok, vymažeme
vrchné dva riadky, odkryjeme vol’nú plochu vpravo a 5T+16 I-čok, ktorými
ju vyplńıme a zmažeme všetky riadky.

Týmto sme ukázali, že ak sa dajú č́ısla rozdelit’ do troj́ıc, poźıcia Tetrisu sa
dá vyhrat’. Ostáva ukázat’, že ak sa č́ısla nedajú rozdelit’, poźıcia sa nedá vyhrat’.

Jamy a postupnost’ kociek sú navrhnuté tak, že hráč nemôže jednotlivé kocky
(prislúchajúce jednému členu ai) rozdelovat’ do rôznych jám – kocky O, J a I

jednoducho nemajú ten správny tvar, takže jamu, ktorú nenačneme L-kom, by
sme zablokovali – úplný dôkaz zahŕňa nudný výpočet všetkých možnost́ı: vid’

obr. 11.3, ktorý dokazuje, že
”
odpor je zbytočný“ a akýkol’vek pokus odchýlit’

sa od nami poṕısaného postupu – t.j. pre každé ai si zvoĺım jednu jamu a do
nej hádžem všetky kocky – vedie k tomu, že v jame ostanú vol’né zablokované
poĺıčka (označené ‘×’), ku ktorým sa už nedá dostat’ a tieto riadky sa už nikdy
nezmažú. �

Dá sa ukázat’, že Tetris je NP-úplný aj pre hracie plochy fixnej š́ırky aspoň
8 (Asif a spol., 2019). Hoogeboom a Kosters (2004) dokázali, že l’ubovol’ná
(rozumná) konfigurácia sa dá zostrojit’ pomocou vhodnej postupnosti tetromı́n
zač́ınajúc s prázdnou plochou. Zjavne každá kocka má 4 štvorce, takže ak je
š́ırka delitel’ná 4, každá dosiahnutel’ná konfigurácia bude mat’ počet štvorcov
delitel’ný 4. A ak je š́ırka párna, počet štvorcov bude vždy párny. Samozrejme,
žiadna konfigurácia nemôže mat’ obsadený celý riadok, ked’že také riadky miznú.
Na druhej strane každá konfigurácia, ktorá sṕlňa tieto jednoduché podmienky,
sa dá zostrojit’.
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Obr. 11.1: Počiatočný stav hracej plochy. Inštancia je zostrojená tak, že kocky
tvaru L, O a I, treba porozdelovat’ tak, aby presne vyplnili s

”
jám“. Potom pŕıde

kocka tvaru T, ktorou
”
odomkneme zámok“ vpravo hore, vrchné dva riadky

zmiznú a odkryjú sa vol’né st́lpce vpravo. Nasledovat’ budú už len I-čka, ktorými
za búrlivých ovácíı obecenstva hru vyhráme. Level je zostrojený tak, že sa dá
vyhrat’ práve vtedy, ked’ sa kocky tetrisu dajú rozdelit’ do skuṕın, aby presne vy-
plnili jednotlivé jamy a to sa dá práve vtedy, ked’ sa prislúchajúce č́ısla a1, . . . , an
dajú rozdelit’ do s troj́ıc, pričom každá trojica má súčet T . Takto vieme redu-
kovat’ problém 3-Partition na Tetris.
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(a) Začneme L, potom ai-krát O, J, O, za-
konč́ıme O, I.

(b) Koncovka – pomocou L uzatvoreńıme
jamu.

Obr. 11.2: Vyṕlňanie jám.

(a) Ak začnem vyṕlňat’ jednu jamu, ale
potom skúsim dat’ O, J, alebo I do inej
jamy, nevyhrám.

(b) Ak úvodné L ulož́ım inak, ako je

”
vzorový“ postup, nedopadne to dobre.

(c) Ak skúsim vyṕlňat’ jamu kockami
O, J, O inak, ako bolo zamýšl’ané, vy-
tvoŕım si poĺıčka, ktoré sa už nebudú
dat’ vyplnit’.

(d) Ak dám záverečné O, I zle, pokaźım
si to.

Obr. 11.3: Zlé umiestnenie kociek.
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11.2 Hl’adanie mı́n

(a) Uvažujme takúto hru.
Je na poźıcii otáznika
mı́na? Ťažká otázka.

(b) Označme zjavné mı́ny.
Pozrime sa na poźıciu b!

(c) Ak je na b mı́na, na
poĺıčkach ×musia byt’ mı́ny
a X sú vol’né. Čo c?

(d) Ak je na c mı́na, po-
tom poĺıčka 4 aj 5 majú
potrebný počet mı́n a a je
vol’né.

(e) Ak je c vol’né, potom 5
a 6 chýbajú dve mı́ny, ale
4-ke chýba iba jedna; mı́ny
musia byt’ na d, f a poĺıčko
a je vol’né.

(f) Nakoniec, ak je b vol’né,
aj a muśı byt’ vol’né. Teda
a je vol’né vo všetkých
pŕıpadoch.

Obr. 11.4: Pŕıklad poźıcie v hre mı́ny.

Označme hodnotu poĺıčka x, pričom x = 1 (true) bude znamenat’, že na
poĺıčku je mı́na a x = 0 (false) bude znamenat’, že poĺıčko je vol’né.

Bud’ je prvé poĺıčko vol’né, na d’aľsom je mı́na, d’aľsie je vol’né, atd’:

alebo je na prvom poĺıčku mı́na a tento
”
signál“ sa š́ıri d’alej:
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Ak má prvé poĺıčko hodnotu x, potom d’aľsie je ¬x, potom x, atd’.

Takýto signál môžeme otáčat’ aj rozdelit’:

”
Drôt“ Otočenie Rozdel’ovač

Drôt môžeme začat’ alebo zakončit’ terminálom:

Takže ak zoberieme rozdel’ovač a
”
zaštupl’ujeme“ horný a dolný koniec, dosta-

neme hradlo NOT. OR hradlo je na obrázku 11.5 a z OR a NOT dokážeme
vytvorit’ AND.

Malá nepŕıjemnost’, ktorá môže nastat’ je, že budeme mat’ problém niektoré
gadgety napojit’, lebo budú len trochu mimo (±1). Všimnite si, že drôt a signál
v ňom sa periodicky opakujú vždy po troch poĺıčkach, to znamená, že ak chceme
napojit’ dva gadgety, muśı ich vzdialenost’ byt’ delitel’ná tromi.

Ak chceme simulovat’ booleovské obvody, potrebujeme ešte vediet’ prekŕıžit’

drôty. To sa dá tiež pomerne jednoducho (skúste navrhnút’ takýto gadget), ale v
skutočnosti to nie je treba. L’ubovol’ný obvod totiž vieme prerobit’ na nie o moc
väčš́ı planárny. Stač́ı obvod nakreslit’ do roviny (pričom sa hrany môžu kŕıžit’) a
následne všetky kŕıženia nahradit’ malým obvodom, ktorý vymieňa svoje vstupy,
vid’ obrázok 11.6.
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(a) Na poĺıčku r je mı́na práve vtedy,
ak je mı́na na poĺıčkach u alebo v
(alebo oboch).

(b) Postupom odzadu zist́ıme, že ak
poĺıčko r je vol’né, tak b aj c musia byt’

mı́ny, tým pádom je a vol’né a u′, v′ mu-
sia byt’ mı́ny (6-tke chýbajú dve mı́ny).
Teda r = 0 iba ak u = v = 0.

(c) Naopak, ak r = 1 je mı́na, práve
jedno z poĺıčok b, c je mı́na. Sú dve
možnosti. Ak je mı́na na poĺıčku b, s′

je vol’né. Tento pŕıpad nastane ak sú u′

aj v′ vol’né, teda ak u = v = 1, r = 1.

(d) Nakoniec ak r = 1, ale mı́na je na
poĺıčku c, tak s je vol’né, takže 6-ke
chýba práve jedna mı́na – tento pŕıpad
nastane, ak práve jedno z poĺıčok u, v
je mı́na.

Obr. 11.5: OR hradlo.

(a) Výmena pomocou
XOR hradiel.

(b) Implementácia XOR pomocou
OR a NOT (malé krúžky)

Obr. 11.6: Každé kŕıženie drôtov vieme nahradit’ malým obvodom, kde sa drôty
nekŕıžia a ktorý vstupy vymeńı. Ide o starý programátorský trik, kde spoč́ıtame
A⊕B a následne A⊕ (A⊕B) = B a (A⊕B)⊕B = A.
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Veta 11.2 (Kaye (2000), Scott a spol. (2011)). Daná je rozohratá hra
mı́ny, úlohou je zistit’, či dané poĺıčko muśı byt’ vol’né. Tento problém je coNP-
úplný. Ekvivalentne problém, či na danom poĺıčku môže byt’ mı́na je NP-úplný.

� Dôkaz. Redukciou z nesplnitel’nosti planárneho obvodu, čo je coNP-úplný
problém zistit’, či pre daný obvod C je ∀x : C(x) = 0. Obvod nakresĺıme do
štvorcovej mriežky tak, aby sa nekŕıžili hrany; gadgetmi vyššie potom . . .

�
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11.3 Super Mario

Veta 11.3 (Aloupis a spol. (2015)). Zistit’, či sa dá level Super Maria vyhrat’

je NP-t’ažké.

� Dôkaz. Redukciou z 3Sat: pre danú formulu vytvoŕıme úroveň Super Ma-
ria, ktorá sa bude dat’ prejst’ práve vtedy, ked’ je formula splnitel’ná. Štart a
ciel’ budú ako na obrázku 11.7. Na začiatku Mario zoberie hŕıbik, aby bol vel’ký
a vel’ký muśı dorazit’ aj do ciel’a, pretože inak by nedokázal rozbit’ tehličky na
konci.

(a) Štart (b) Ciel’

Obr. 11.7

Pre každú premennú budeme mat’ úsek ako na obrázku 11.8a, kde Mario
vojde (či už zl’ava alebo sprava) a zoskoč́ı dolu tunelom vl’avo (true) alebo vpravo
(false). Jednotivé plošiny sú dostatočne vysoko, takže na ne Mario nedoskoč́ı a
nedokáže sa vrátit’ (takto vieme tiež vyrobit’ jednosmernú cestu).

Pre každú klauzulu budeme mat’ úsek ako na obrázku 11.8b. Tri ? zodpo-
vedajú trom literálom v klauzule a úroveň je zostrojená tak, že ak je nejaký
literál pravdivý, Mario sa vie dostat’ pod zodpovedajúci ? vyboxovat’ z neho
hviezdičku. Na konci budeme potrebovat’ skontrolovat’, že každá klauzula je spl-
nená, čo dosiahneme tak, že na konci bude musiet’ Mario prejst’ cez všetky
klauzuly zl’ava doprava. Napravo od každej klauzuly je plošina s plameňmi a
Mario ju dokáže prejst’ iba tak, že zoberie hviezdičku, ktorá ho dočasne sprav́ı
nesmrtel’ným. Avšak túto hviezdičku źıska iba vtedy, ak sa predtým dostal k
aspoň jednému ? a teda aspoň jeden literál bol pravdivý.

Celá úroveň bude vyzerat’ zhruba podl’a schémy na obrázku 11.9. Mario muśı
zo štartu postupne prejst’ všetky premenné; v každej premennej x sa rozhodne,
ktorou cestou pôjde (či x alebo ¬x) a táto cesta potom vedie do všetkých klauzúl,
ktoré daný literál obsahujú. V našom pŕıklade cestou x navšt́ıvi prvú a druhú
klauzulu, alebo cestou ¬x navšt́ıvi tretiu klauzulu; v oboch pŕıpadoch potom
prejde na d’aľsiu premennú, y, kde si opät’ muśı zvolit’ jej pravdivostnú hodnotu.
Nakoniec, ked’ Mario prejde všetky premenné, dostane sa vl’avo hore a prejde do
ciel’a vpravo cez všetky klauzuly. Tie sa dajú prejst’, iba ak v každej vyboxoval
hviezdičku nesmrtel’nosti, teda iba ak sú všetky klauzuly pravdivé
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(a) Premenná. Vol’ba, či
źıst’ vl’avo/vpravo zodpo-
vedá nastaveniu premen-
nej true/false.

(b) Klauzula. Mario sa muśı vediet’ dostat’ aspoň k
jednému ? , z ktorého vybúši hviezdičku. Tá ho dočasne
sprav́ı nesmrtel’ným, aby vedel prejst’ ohňom vpravo.

Obr. 11.8

Obr. 11.9: Schéma úrovne v hre Super Mario pre formulu (x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (x ∨
y) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z).

Ostáva vyriešit’ problém, ako sa budú kŕıžit’ chodby. V nákrese schémy na
obrázku 11.9 sa totiž niektoré cesty pret́ınajú, ale pritom predpokladáme, že
sa na takejto

”
križovatke“ nedá jednoducho prejst’ z jednej cesty na druhú – v

takom pŕıpade by sme sa z jednej premennej mohli dostat’ aj do iných klauzúl,
ktoré daný literál neobsahujú, čo nechceme. Všimnime si však, že nám stačia
križovatky, ktoré sú jednosmerné (obojsmerné cesty ku klauzulám vieme na-
hradit’ dvoma jednosmernými tam a spät’), stač́ı, ak sa každá cesta dá prejst’

len raz a dokonca môžeme predpokladat’, že z každej križovatky bud’ použijeme
len jednu cestu, alebo ak použijeme obe, tak dopredu vieme, v akom porad́ı.
Konkrétne, ak sa kŕıžia dve cesty, ktoré idú z premennej a jej negácie, potom
použijeme práve jednu z nich a ak sa kŕıžia dve cesty, ktoré vedú z dvoch rôznych
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premenných, tak vieme, ktorú premennú navšt́ıvime prvú.

Obr. 11.10: Kŕıženie. Mario môže prejst’ zl’ava doprava (iba raz) a zdola hore a
naspät’. Teoreticky, ak už raz ǐsiel zdola hore a vybúral niektoré tehličky, mohol
by pri prechode zl’ava výst’ hore. V našej konštrukcii sa však bude dat’ ı́st’ bud’

len jednou cestou, alebo ak obomi, tak najskôr sa pôjde zl’ava doprava a až
potom zdola hore.

Riešnie križovatiek je na obrázku 11.10. Mario ju môže prejst’ bud’ zl’ava
doprava alebo zdola hore. Ak prichádza zl’ava, nechá sa poranit’ zlým hŕıbikom
(volá sa Goomba), č́ım sa zmenš́ı a tak sa dokáže prepchat’ cez prekážky až ku
? , kde si vyboxuje nový hŕıbik, aby bol opät’ vel’ký. Vel’ký Mario sa cez úzku

prekážkovú dráhu nezmest́ı, takže prechod je možný iba zl’ava doprava a nie
naopak. A ak chce Mario vyjst’ vpravo, hŕıbik muśı zobrat’, pretože malý Mario
nedokáže tehličky vpravo rozrazit’. Z rovnakého dôvodu, v strednej časti, ked’ je
malý, si nedokáže prerazit’ cestu nahor.

Ak Mario prichádza zdola, môže vyhopsat’ po schod́ıkoch, rozbit’ dolné tehličky
vpravo, vyskočit’, rozbit’ horné tehličky vl’avo a vyskočit’ hore. Neskôr sa môže
touto cestou vrátit’. Ked’že je vel’ký, neprepchá sa vl’avo ani vpravo. Jediné, čo
by sa mohlo stat’ je, že keby Mario najskôr prǐsiel zdola hore, rozbil tehličky a
neskôr by prǐsiel zl’ava, mohol by ujst’ nahor, ale ako sme spomenuli vyššie, pre
každú križovatku vieme, v akom porad́ı sa cez ňu pôjde a preto ju navrhneme
tak, že prvá cesta bude horizontálna a až druhá zvislá. �

Týmto sme dokázali, že problém je NP-t’ažký. Čo mysĺıte, je aj NP-úplný?
Patŕı tento problém do NP?

Úlohy

• Akú zložitost’ má Tetris na konštantne vel’kej hracej ploche?
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Kapitola 12

PSPACE-t’ažké hry

12.1 Prince of Persia, Doom, Quake

Metaveta 12.1 (Viglietta (2014)). L’ubovol’ná plošinová hra, ktorá obsahuje
dvere a

”
nášl’apné plošiny“ (nejaký mechanizmus, ktorý otvára a zatvára dvere),

je PSPACE-t’ažká. Dokonca už len zistit’, či sa dá dôjst’ do ciel’a je PSPACE-t’ažké.
Predpokladáme pritom, že vieme docielit’, že hráč, ktorý si zvoĺı cestu s takouto
plošinou, sa jej nedokáže vyhnút’ (napŕıklad ju preskočit’ alebo ob́ıst’) a muśı ju
aktivovat’. Presneǰsie: stač́ı, ked’ sa nedokáže vyhnút’ zatvárajúcim plošinám.

Dôsledok 12.1. Hry ako Prince of Persia, Doom, či Quake sú PSPACE-t’ažké.

Rozmyslite si, ako umiestnit’ nášl’apné plošiny v týchto hrách tak, aby sa
nedali ob́ıst’/preskočit’.

� Dôkaz. Redukciou z QBF. Pre danú formulu vytvoŕıme úroveň, ktorá sa dá
prejst’ práve vtedy, ked’ je formula splnitel’ná. Schéma úrovne je na obrázku 12.1.
Hráč postupne prejde cez všetky kvantifikátory; v existenčných muśı správne
vybrat’ hodnotu premennej, vo všeobecných kvantifikátoroch je hráč nútený
postupne vyskúšat’ obe hodnoty (najskôr sa nastav́ı hodnota premennej na true;
pri návrate je hráč nútený nastavit’ hodnotu na false a znovu prejst’ zvyšok
formule). Ohodnotenie premenných je reprezentované dverami – ak je x = 1,
všetky dvere označené x sú otvorené a dvere označené x̄ sú zatvorené a naopak,
ak x = 0, dvere x sú zatvorené a x̄ sú otvorené.

Klauzula s tromi literálmi je na obrázku 12.2b. Prejst’ sa dá práve vtedy, ked’

sú aspoň jedny dvere otvorené, t.j. ak je aspoň jeden literál pravdivý a teda ak
je klauzula splnená. Kvantifikátory (∃x) a (∀x) sú na obrázkoch 12.2c a 12.2d.
Ked’že jedna plošina otvára len jedny dvere a premenné sa môže nachádzat’

vo viacerých klauzulách, budeme mat’ jednu plošinu a dvere pre každý výskyt
premennej x (znač́ıme x1, x2, . . ., respekt́ıve x̄1, x̄2, . . .). V existenčnom kvanti-
fikátore si vyberieme jednu cestu (hornú pre x = 1 alebo dolnú pre x = 0),
č́ım otvoŕıme pŕıslušné literály a zatvoŕıme ich negácie. Vyjdeme vpravo, re-
kurźıvne vyhodnot́ıme zvyšok formule a vrátime sa dolnou cestou sprava dol’ava.

141
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Obr. 12.1: Schéma úrovne pre QBF formulu tvaru ∃x∀y∃z∀w : φ. Implementácia
klauzúl a kvantifikátorov je na obrázku 12.2.

V univerzálnom kvantifikátore najskôr nastav́ıme hodnotu x = 1, ale zavrieme
dvere d. Pri návrate muśı hráč nastavit’ x = 0 a znovu obehnút’ celý zvyšok
formuly. Takto skontrolujeme, že formula je pravdivá pre obe hodnoty x. Až
potom môžeme prejst’ cez dvere d vl’avo.

�

12.2 Super Mario

V predchádzajúcej kapitole sme dokázali, že vyhrat’ v hre Super Mario je NP-
t’ažké a pýtali sme sa, či sa to dá rozhodnút’ v NP. Odpoved’ znie, že asi Nie
(ak NP 6= PSPACE) – problém je totiž až PSPACE-úplný!

Veta 12.1 (Demaine a spol. (2016)). Super Mario je PSPACE-úplný.

� Dôkaz. Použijeme schému z predchádzajúceho dôkazu s dverami, ktoré
vyzerajú ako na obrázku 12.3a.

”
Dvere“ v tomto pŕıpade predstavuje ostnatá

korytnačka (prezývaná
”
Spiny“), ktorá stráži a blokuje niektoré cesty. Cesta v

l’avej časti označená
”
traverse“ sa dá prejst’ práve vtedy, ked’ je Spiny v pra-

vej časti (otvorené dvere). Ked’ však chceme prejst’ cez trasu označenú
”
close“,

muśıme najskôr korytnačku prehupnút’ na druhú stranu. Dosiahneme to tak, že
si na ňu počkáme pod tehličkou dolu. Ked’ sa pribĺıži, vyskoč́ıme a korytnačku
prohod́ıme na druhú stranu ako na obrázkoch 12.3b–12.3d. Plameň v strede
bráni Mariovi prejst’, ale korytnačke neubĺıži. Takto sa uvol’ńı cesta

”
close“,

ktorú môžeme prejst’, ale zatvoria sa dvere – cesta
”
traverse“ je teraz strážená.

Otvorit’ sa dá tak, že pŕıdeme cestou
”
open“ a podobne ako pri zatvárańı Spi-

nyho prehod́ıme na pravú čast’.

Nášl’apné plošiny, ktoré otvárajú/zatvárajú dvere teda
”
implementujeme“

cestami
”
open“ a

”
close“ a dvere sú implementované ako pŕıtomnost’ strážiaceho

Spinyho. Všimnite si, že pri prechode cestou
”
open“ Mario môže, ale nemuśı

otvorit’ dvere (to je v poriadku, prejdite si dôkaz metavety ešte raz a presvedšte
sa, že neotvorit’ dvere mu nijako nepomôže) – dôležité je, že pri prechode cestou

”
close“ muśı dvere zatvorit’.
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(a) Takáto cesta sa dá prejst’ len
jedným smerom: ak by sme chceli
ı́st’ sprava, nevyhneme sa plošine −a,
ktorá dvere zatvára.

(b) Klauzula `1∨`2∨`3 – zjavne na to,
aby sme prešli, musia byt’ aspoň jedny
dvere otvorené, tzn. klauzula muśı byt’

splnená.

(c) Existenčný kvantifikátor (∃x).
Horná cesta zodpovedá x, dolná
¬x. Na začiatku cesty najskôr za-
vrieme opačné dvere, otvoŕıme všetky
dvere, v klauzulách, ktoré zodpo-
vedajú danému literálu a zavrieme
všetky negácie. (Ked’že jedna plošina
otvára/zatvára práve jedny dvere,
x1, x2, . . . a x̄1, x̄2, . . . označuje jednot-
livé výskyty literálov x, respekt́ıve ¬x.)

(d) Univerzálny kvantifikátor (∀x).
Hráč najskôr zavrie dvere d dolu; na-
stav́ı hodnotu x na true a rekurźıvne
vyhodnot́ı zvyšok formuly. Pri návrate
sa nedostane cez d – muśı ı́st’ cez b a c,
nastavit’ hodnotu x na false (až potom
sa otvoria dvere d) a opät’ rekurźıvne
vyhodnotit’ zvyšok formuly. Takto za-
bezpeč́ıme, že princ muśı prejst’ for-
mulu pre všetky x, true aj false.

Obr. 12.2: Štvorec d označuje dvere, ktoré sa otvárajú plošinou +d; na-
opak −d tieto dvere zatvára. Predpokladáme, že nášl’apná plošina sa nedá
ob́ıst’/preskočit’.

Na rozdiel od ploš́ın ktoré môžeme uložit’ kdekol’vek, máme tentokrát jeden
gadget s cestami

”
open“,

”
close“ a

”
traverse“ hned’ vedl’a seba – ked’ budeme

chciet’ tieto gadgety pospájat’ môžu sa nám cesty kŕıžit’ a preto na rozdiel od
Metavety 12.1 potrebujeme ešte aj križovatky. Najjednoduchšie to je použit́ım
potrub́ı, ktoré Maria dovedú, kam treba. �

12.3 Geografia

Geografia je jednoduchá slovná hra na cesty, kde hráči striedavo menujú mestá,
pričom každé d’aľsie mesto muśı zač́ınat’ ṕısmenom, ktorým konč́ı to predošlé
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(a) Otvorené dvere: Mario môže prejst’

cestou označenou
”
traverse“.

(b) Ak chce prejst’ cestou
”
close“, muśı

najskôr prehodit’ Spinyho.

(c) Treba v správnom momente vy-
skočit’.

(d) Následne môžeme cestou
”
close“

prejst’, avšak cestu
”
traverse“ stráži

Spiny: dvere sú
”
zavreté“.

Obr. 12.3: Gadget pre
”
dvere“ v Super Mariovi.

a mestá sa nesmú opakovat’. Túto hru môžeme formulovat’ ako hru na grafe,
kde vrcholy sú názvy všetkých miest a orientované hrany vedú medzi mestami,
kde prvé a posledné ṕısmená sedia (pozri obrázok 12.4). Na jednom vrchole je
žetón, ktorý hráči striedavo posúvajú po hranách, pričom sa nesmú vrátit’ do už
navšt́ıveného vrcholu.

Obr. 12.4: Grafová reprezentácia hry Geografia.

Budeme uvažovat’ zovšeobecnenú hru, ktorá sa môže hrat’ na l’ubovol’nom
grafe. (Rozmyslite si, akú zložitost’ má hra, kde graf naozaj zodpovedá názvom
miest nad konečnou abecedou.) Predpokladáme, že biely položil žetón na označený
vrchol, na t’ahu je čierny a pýtame sa, či má vyhrávajúcu stratégiu. (Hráčov
budeme pre jednoduchost’ prezývat’

”
biely“ a

”
čierny“, podobne ako v šachu,

napriek tomu, že v tejto hre figúrky rôznych farieb nie sú.)



12.3. Geografia 145

Veta 12.2 (Lichtenstein a Sipser (1980)). Rozhodnút’ pre danú poźıciu hry
Geografia, či má hráč na t’ahu vyhrávajúcu stratégiu, je PSPACE-úplný problém.

� Dôkaz. Redukciou z QBF. Majme formulu v tvare φ = ∃x1∀x2∃x3 · · · ∃xk :
ψ. Zodpovedajúci graf bude ako na obrázku 12.5. V existenčných kvantifikátoroch
je na t’ahu prvý hráč, ktorý vyberá ohodnotenie nepárnych premenných, v uni-
verzálnych kvantifikátoroch je na t’ahu druhý hráč a vyberá ohodnotenie párnych
premenných. Teda prvý hráč má vyhrávajúcu stratégiu práve vtedy, ked’ existuje
vol’ba x1 taká, že pre l’ubovol’ný t’ah súpera x2 existuje vol’ba x3, atd’.

true

false

∃x1 ∀x2 ∃x3 ∀xk

premenné

· · ·

∀ klauzulu

∃ pravdivý literál · · ·

ψ

c1 c2 cm

x1 x2 x3 x1 x2

Obr. 12.5: Graf hry Geografia pre danú QBF formulu ∃x1∀x2∃x3 · · · ∀xk : ψ.
Farba vrcholu zodpovedá informácii, kto je v danej poźıcii na t’ahu. Zač́ına
čierny v zakrúžkovanom vrchole vl’avo hore. Hráči postupne nastavia hodnoty
premenných x1, . . . , xk – t’ah hore = true, dolu = false. Formula je pravdivá
práve vtedy, ked’ je každá klauzla splnená. Čierny vyhrá, ak sa premenné nasta-
via tak, že nech biely zvoĺı l’ubovol’nú klauzulu, každá je splnená, takže v každej
je nejaký literál pravdivý.

Nakoniec, ked’ hráči zvolia ohodnotenie premenných, treba skontrolovat’, či
je formula ψ pravdivá, tzn. pre každú klauzulu existuje literál, ktorý je prav-
divý. Koncovka vyzerá nasledovne: čierny potiahne do vrcholu ψ, biely vyberie
klauzulu (vyhrá, ak nie je splnená) a čierny vyberie literál z klauzuly, ktorý
je pravdivý. Z tohto literálu vedie hrana do zodpovedajúceho vrcholu z hornej
časti. Ak je literál naozaj pravdivý, v zodpovedajúcom vrchole sme už raz boli
– biely teda nemá kam potiahnut’ a prehrá. Naopak, ak je literál nepravdivý, vo
vrchole sme neboli; biely tam potiahne a čierny prehrá, pretože v nesledujúcom
vrchole, kde sa cesty spájajú, sme už raz boli. �

Veta 12.3 (Lichtenstein a Sipser (1980)). Hra Geografia je PSPACE-úplná
aj pre planárne bipartitné grafy s vrcholmi stupňa najviac 3.

� Dôkaz. Uprav́ıme graf, ktorý sme źıskali v dôkaze predchádzajúcej vety.
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=⇒

(a) Kŕıženie hrán (vl’avo) na-
hrad́ıme planárnym grafom
vpravo.

=⇒

(b) Vrchol väčšieho stupňa rozbijeme na ret’az,
kde každý vrchol má stupeň najviac 3.

Obr. 12.6

Bipartitnost’: Graf na obrázku 12.5 už je bipartitný.
Planárnost’: Každé kŕıženie hrán nahrad́ıme planárnym podgrafom ako na

obrázku 12.6a. Začneme s nakresleńım ako na obrázku 12.5, kde sa kŕıžia iba
hrany z literálov (posledný t’ah bieleho). V každej hre sa použije iba jedna takáto
hrana, preto stač́ı, že v grafe na obr. 12.6a sa dá použit’ bud’ horizontálna alebo
vertikálna cesta, ale nie obe.

Maximálny stupeň 3: Každý vrchol väčšieho stupňa rozbijeme na ret’az, kde
má každý vrchol stupeň najviac 3 ako na obrázku 12.6b. �

12.4 Reversi

Reversi je dosková hra, ktorá sa hrá na mriežke 8 × 8 (my budeme uvažovat’

zovšeobecnenú verziu n×n) s kameňmi, ktoré sú z jednej strany biele a z druhej
čierne. Dvaja hráči (biely a čierny) striedavo ukladajú kameň svojej farby na
nejaké vol’né poĺıčko tak, aby medzi týmto kameňom a iným kameňom tej istej
farby v rovnakom riadku, st́lpci, alebo na uhlopriečke bol súvislý neprerušený
rad súperových kameňov. Všetky tieto súperove kamene potom obráti, takže sa
z nich stanú jeho kamene.

Ak hráč nemôže potiahnut’, pokračuje súper. Ak ani súper nemôže potiahnut’,
hra konč́ı. Vyhráva hráč s väčš́ım počtom kameňov.

Veta 12.4 (Iwata a Kasai (1994)). Problém zistit’, či má v danej poźıcii
Reversi čierny vyhrávajúcu stratégiu, je PSPACE-úplný.

� Dôkaz. Redukciou z hry Geografia. Ukážeme, ako sa v hre Reversi dá si-
mulovat’ Geografia tak, že čierny má vyhrávajúcu stratégiu práve vtedy, ked’ vie
vyhrat’ Geografiu.

Z dial’ky bude poźıcia v Reversi vyzerat’ ako na obrázku 12.8. Väčšina hry sa
bude odohrávat’ na malej ploche označenej

”
simulácia“, kde simulujeme priebeh

hry Geografia. Biely má obrovský náskok vel’a bielych kameňov v dolnej časti
plochy (vid’.

”
teritórium bielych kameňov“). Tieto kamene zaberajú viac ako

polovicu celej plochy, takže ak ich ubráni, vyhrá. Naopak, ak mu ich čierny
preberie, biely prehrá.
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Obr. 12.7: Pŕıklad hry Reversi. Biely na t’ahu môže položit’ kameň na poĺıčka
a3, b2, b7, c1, d2, h4, h5, alebo h6. Súverénne najhoršia vol’ba je t’ah a3 (pri
ktorom sa prefarbia kamene b3–d3 a uhlopriečka b4–c5; v nasledujúcom t’ahu
totiž čierny zahrá a1, č́ım źıska roh, ktorý je strategicky dôležitý – nedá sa
prefarbit’. Lepšia možnost’ je zahrat’ napŕıklad c1 a prefarbit’ c-st́lpec.

Ako sa mu to môže podarit’? Počas simulácie čierny každým t’ahom vytvára
hrozby (pozri obrázok 12.9). Prefarb́ı nejaký

”
kritický“ kameň, ktorý je spojený

radom bielych kameňov až so st́lpcom C3. Biely ho muśı v nasledujúcom t’ahu
prefarbit’ źıskat’ naspät’ – v opačnom pŕıpade hroźı, že čierny polož́ı kameň do
st́lpca C2, č́ım prefab́ı kameň v C3. Všimnite si, že čierny kameň v st́lpci C3

sa už nedá prefarbit’. Následne čierny obsad́ı polia α a α′ (pŕıpadne, ak už sú
obsadené, tak β, β′ alebo γ, γ′), čomu sa nedá zabránit’ a následne obsad́ı pravý

dolný roh δ (obr. 12.8. Tým prefarb́ı čast’ pravého st́lpca a v nasledujúcich
t’ahoch postupne riadok po riadku prevezme celé biele územie a vyhrá.

Ak sa čiernemu podaŕı umiestnit’ kameň na jedno z poĺıčok α, β, alebo γ,
vyhrá. Naopak, ak sa bielemu podaŕı zabrat’ poĺıčka α, β, aj γ, vyhrá biely.

Počas
”
normálnej“ hry muśı čierny každým t’ahom vytvárat’ nové hrozby a

biely sa ich muśı snažit’ odvracat’. Ak by sa biely napŕıklad namiesto
”
bránenia“

pokúsil
”
zapchat’“ poĺıčka α, β a γ, nestihne to. Tu je pŕıklad možnej výmeny:

1. . . . čierny prefarb́ı kritický vrchol,

2. biely ide na poĺıčko α, čierny do st́lpca C2,

3. biely na β, čierny na γ a vyhrá

Ak teda čierny vytvoŕı hrozbu, na ktorú biely nemá odpoved’, čierny vyhrá.
Naopak, ak biely všetky hrozby ubráni a čierny nemá ako vytvorit’ novú hrozbu,
biely stihne zaplnit’ poĺıčka α, β a γ a vyhrá.

Pod’me sa teraz pozriet’, ako simulujeme hru Geografia. Predpokladáme, že
graf hry je bipartitný s maximálnym stupňom 3, takže obsahuje len tri typy
vrcholov:

1. do vrcholu aj z vrcholu vedie 1 hrana,
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γ

...
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...

teritórium bielych kameňov
(viac ako 1/2 plochy)

...

· · · · · ·
· · · · · ·

· · · · · ·
· · · · · ·

· · ·

simulácia
hry

Geografia

−→
hrozby čierneho

−→

ak sa čierny dostane do posledného st́lpca,
prefarb́ı kamene γ′, . . . , δ a následne kladeńım
kameňov do prvého st́lpca postupne prefarb́ı
celé biele teritórium a vyhrá
naopak, ak biely ubráni posledný st́lpec, vyhrá
↓

C1C2C3

st́lpce

Obr. 12.8: Schéma poźıcie; väčšina hry sa odohráva na malej ploche označenej

”
simulácia“. Biely vyhrá, ak ubráni svoje kamene v dolnej časti.

2. do vrcholu vedú 2 hrany, z vrcholu 1,

3. do vrcholu vedie 1 hrana, z vrcholu 2 hrany.

Pre každý typ navyše rozlǐsujeme, či je na t’ahu biely alebo čierny. Gadgety pre
rôzne pŕıpady sú na obrázkoch 12.10 a 12.11.

Pri simulácii vstupu do vrcholu v Geografii vždy aktivujeme pŕıslušný gadget
tak, že na poĺıčko A (alebo A′) pŕıde biely kameň. Nasleduje postupnost’ t’ahov
na poĺıčka označené Č1, B1, Č2, B2, . . ., pŕıpadne čiarkované Č ′1, B

′
1, Č

′
2, B

′
2, . . .
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· · · · · · v

...
...

...

C3 C1...

u

hrozba čierneho

Obr. 12.9: Hrozba čierneho: počas simulácie hry Geografia budú biely a čierny
prefarbovat’ tzv. kritické poĺıčka; ak sa napŕıklad čiernemu podaŕı prefarbit’

poĺıčko u (alebo napravo od u), biely ho muśı v nasledujúcom t’ahu źıskat’

naspät’. V opačnom pŕıpade hroźı, že čierny polož́ı kameň na poĺıčko v, č́ım
prefarb́ı kameň zo st́lpca C3. Následne źıska jedno z poĺıčok α, β, γ, potom γ′,
pravý dolný roh δ a vyhrá. Vl’avo od u a vpravo od v sú biele kamene, preto
biely nevie prefarbit’ čierny kameň v C3 st́lpci.

(Či sú t’ahy čierneho, Bi t’ahy bieleho). Výmena spravidla konč́ı tak, že čierny
polož́ı kameň na poĺıčko Z (alebo Z ′ ako záver) a biely zahrá B3/B

′
3, č́ım poĺıčko

prefarb́ı naspät’ na biele. Poĺıčko Z je zároveň totožné s poĺıčkom A v nejakom
inom gadgete, ktoré sa tým aktivuje – takto hra pokračuje v d’aľsom vrchole.

Zdôraznime, že bez ohl’adu na to, či je v Geografii na t’ahu biely alebo čierny,
gadgety v Reversi sa aktivujú vždy bielym kameňom. Ked’že graf je bipartitný,
vieme, kto má byt’ v danom vrchole na t’ahu a vrcholy z iných part́ıcíı repre-
zentujeme inak. Napŕıklad pre čierny vrchol s dvoma vstupnými hranami (do
ktorého t’ahá biely) máme gadget 12.10a, zatial’̌co biely vrchol (do ktorého t’ahá
čierny) reprezentujeme ako na obrázku 12.10b. V prvom pŕıpade, ak biely do vr-
cholu vstúpi druhýkrát, prehrá. V druhom pŕıpade, ak čierny do vrcholu vstúpi
druhýkrát, prehrá. Všimnite si, že obr. 12.10b sa od 12.10a ĺı̌si iba dvoma bielymi
kameňmi (označené dvojitým krúžkom) – tie zabezpečia, že v pŕıpade opako-
vaného návratu vie biely v 12.10b odrazit’ útok čierneho a vyhrá.

Podobne na obrázkoch 12.10c a 12.10d máme vrchol, z ktorého vychádzajú
dve hrany. V bielom vrchole si vyberá biely, v čiernom čierny, ktorým smerom
sa bude pokračovat’.

Všimnite si, že ked’že gadgety
”
vedia“, kto je na t’ahu a aktivujú sa vždy

t’ahom bieleho, vrcholy s jednou vstupnou a jednou výstupnou hranou nepot-
rebujeme vôbec reprezentovat’. Pri spájańı gadgetov niekedy potrebujeme zme-
nit’ smer (pozri obrázky 12.11a a 12.11b), pŕıpadne paritu poźıcie (hodnotu
(x + y) mod 2, alebo ak by sme hraciu plochu ofarbili šachovnicovito, niektoré
poźıcie vyjdú na bielych, niektoré na čiernych poĺıčkach) – na to slúži gadget z
obrázku 12.11c.

Pŕıklad malej hry Geografia a jej simulácie v Reversi je na obrázku 12.12.
�

Ďaľsie PSPACE-úplné hry

• Sokoban (Culberson, 1997)
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B1
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Č1

B2

Č2

D′

B3

Z

A′

B′
1

D

(a) Biely vôjde do vrcholu jednou z dvoch
hrán (biely aktivuje poĺıčko A alebo A′,
na konci je Z biele). Ak vrchol navšt́ıvime
druhýkrát, čierny vyhrá.

B1

A

Č1

B2

Č2

D′

B3

Z

A′

B′
1

D

(b) Čierny vôjde do vrcholu jednou z
dvoch hrán (biely aktivuje poĺıčko A
alebo A′, na konci je Z biele); ak ho
navšt́ıvime druhýkrát, biely vyhrá.

B1

A

Č1

B2

B3

B′
2

B3

B2

Z

Č2

Z ′

(c) Čierny vôjde do vrcholu, biely si vy-
berá z dvoch hrán.

B1

A

Č1

Č2

B2B3

B′
3

Z ′

Z

(d) Biely vôjde do vrcholu, čierny si vy-
berá z dvoch hrán.

Obr. 12.10: Gadgety na simulovanie Geografie v hre Reversi. Do každého gadgetu
vstúpime na poĺıčkach A/A′ a vychádzame na poĺıčkach Z/Z ′. Medzitým biely
t’ahá na poĺıčka označené B1, B2, . . . a čierny na poĺıčka označené Č1, Č2, . . .
(pŕıpadne s čiarou).
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. . .

. . .
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. .
.

A

B1

(a) Otočka alebo vrchol s 2
hranami.

B1

A

..
.

· · ·
. .
.

Č1

B2

. . .

. . .

Z

(b) Otočka alebo vrchol s 2 hranami.

B1

A

Č1

B2

Č2

B3

Z

(c) Posun – meńı paritu poźıcie (x+ y) mod 2.

Obr. 12.11: Gadgety pre zmenu parity, otočku, alebo vrchol s vstupným aj
výstupným stupňom 1.

• Rush Hour (Flake a Baum, 2002)

• Pǐskvorky (Reisch, 1981)

• Hex a Gomoku (Reisch, 1981)

• Sim (Slany, 2000)

• Amazonky (Hearn, 2005)

Úlohy

• Akú zložitost’ má hra Geografia, kde vrcholy sú mestá nad konečnou abe-
cedou?
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Obr. 12.12: Pŕıklad grafu pre hru Geografia (vl’avo) a zodpovedajúca inštancia
hry Reversi. Celá plocha je poskladaná z gadgetov na obrázkoch 12.10 a 12.11.

• Dokážte, že Reversi ∈ PSPACE.
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Kapitola 13

EXP-t’ažké hry

V tejto kapitole dáme odpoved’ na dve zauj́ımavé otázky:

• Aké t’ažké je hrat’ dámu?

• Aký t’ažký je šach?

V oboch pŕıpadoch nás bude zauj́ımat’ problém pre danú poźıciu rozhodnút’,
či má hráč vyhrávajúcu stratégiu a vie vynútit’ výhru. To je, samozrejme,
z pohl’adu zložitosti triviálna otázka (hoci sa hovoŕı, že šach je král’ovská hra),
ked’že počet všetkých možných poźıcíı je len konečný. Preto sa budeme zauj́ımat’

o zovšeobecnené hry na šachovnici n× n. Ak uvažujeme hry bez pravidla typu

”
ak sa hrá x t’ahov bez výmeny, hra konč́ı remı́zou“, tak dokážeme, že obe hry,

dáma aj šach, sú EXP-úplné.

To je zauj́ımavé, pretože to znamená, že tieto problémy sa nedajú riešit’

v polynomiálnom čase (P 6= EXP). Navyše, ak predpokladáme, že PSPACE 6=
EXP, tak existujú poźıcie, ktoré sa nedajú rozhodnút’ v polynomiálnom počte
t’ahov.

Pri dokazovańı EXP-úplnosti a vôbec uvažovańı o takýchto hrách nám vel’mi
pomôže charakterizácia cez alternáciu – hráč má vyhrávajúcu stratégiu, ak
∃t’ah ∀t’ah súpera ∃t’ah ∀t’ah súpera · · · ∃t’ah taký, že hráč vyhráva, čo priro-
dzene zodpovedá alternujúcim TS. Začneme s EXP = APSPACE a prirodzeným
EXP-úplným problémom rozhodnút’, či daný alternujúci TS akceptuje slovo v da-
nej pamäti. Odtial’ prejdeme ako medzikrok ku hrám na boolovských formu-
liach, kde hrajú dvaja hráči, menia ohodnotenie premenných a snažia sa spl-
nit’/nesplnit’ nejakú formulu. Dokážeme, že ku konkrétnemu ATS vieme zostro-
jit’ formuly tak, že premenné kódujú konfiguráciu stroja a hráči, ktoŕı nastavujú
ohodnotenia premenných simulujú výpočet tohto stroja. Následne si ukážeme,
ako sa taká hra na boolovských formuliach dá simulovat’ v hre dáma, resp. šach.

Skôr než sa však pust́ıme do dokazovania EXP-t’ažkosti, povedzme si pár slov
o tom, prečo všetky tieto hry patria do EXP a ako nájst’ vyhrávajúcu stratégiu
v exponenciálnom čase.

155
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Všetky tieto hry majú exponenciálne vel’a možných poźıcíı a zafunguje úplne
všeobecný

”
ofarbovaćı“ algoritmus, ktorým dokážeme riešit’ l’ubovol’nú kom-

binatorickú hru (dvoch hráčov s perfektnou informáciou bez náhody) v čase
úmernom počtu poźıcíı v hre:

Predpokladajme najskôr, že poźıcie sa neopakujú a každá hra v konečnom
čase skonč́ı výhrou alebo prehrou. Zostroj́ıme graf všetkých poźıcíı a začneme
ich postupne ofarbovat’:

• Ofarb́ıme všetky koncové poźıcie – vyhrávajúce aj prehrávajúce.

• Ak z danej poźıcie vieme potiahnut’ do prehrávajúcej (pre súpera!), je
vyhrávajúca.

• Ak z danej poźıcie všetky t’ahy vedú do vyhrávajúcich poźıcíı (pre súpera),
je prehrávajúca.

Vyhrávajúca stratégia je zrejmá – ak som vo vyhrávajúcej poźıcii, potiahnem
tak, aby som súpera dostal do prehrávajúcej; súper nemá inú možnost’, len
potiahnut’ do pre mňa vyhrávajúcej poźıcie.

A ako je to v pŕıpade, že môže nastat’ remı́za (napr. pat v šachu, alebo
nekonečné opakovanie t’ahov)? V skutočnosti na algoritme netreba nič menit’

– akurát na konci, ked’ sa už žiadny vrchol nedá ofarbit’, môžu ostat’ niektoré
vrcholy neofarbené. Všetky tieto poźıcie sú remı́zové.

Prečo? Ak má hra N poźıcíı, môžeme pridat’ pravidlo, že po N t’ahoch sa
hra konč́ı remı́zou – ak si totiž hráč dokáže vynútit’ výhru, muśı sa to dat’ bez
opakovania poźıcíı. Môžeme si predstavit’, že algoritmus prebieha vo fázach –
najskôr ofarb́ıme všetky koncové vrcholy, potom tie, z ktorých sa každým t’ahom
dostaneme do už ofarbeného vrcholu, atd’. Potom v i-tej iterácíı ofarb́ıme práve
tie poźıcie, v ktorých hráč na t’ahu dokáže vyhrat’, alebo nutne prehrá na i t’ahov
(pri optimálnej hre súpera). Ked’ sa už nedá žiaden vrchol ofarbit’ (maximálne po
N -tej iterácíı), ofarbili sme všetky poźıcie, z ktorých jeden hráč dokáže vyhrat’

na najviac N t’ahov (pozri obrázok 13.1).
Remı́zové poźıcie majú nasledovnú vlastnost’:

• Z remı́zovej poźıcie sa dá potiahnut’ len do vyhrávajúcich (pre súpera, čo
nechceme) a remı́zových, pričom sa dá potiahnut’ do remı́zovej poźıcie.

Stratégia ako remı́zovat’: ak som v remı́zovej poźıcíı, potiahnem do (pre súpera)
remı́zovej poźıcie (neofarbený vrchol) – ten ma tiež nechce dostat’ do vyhráva-
júcej, takže potiahne opät’ do remı́zovej poźıcie. Hra sa bud’ skonč́ı v koncovej
remı́zovej poźıcíı (pat), alebo sa poźıcie začnú opakovat’ a takáto hra predstavuje
nekonečnú prechádzku po neofarbených vrcholoch.

13.1 Hry s boolovskými formulami

Stockmeyer a Chandra (1979), ktoŕı začali štúdium exponenciálne t’ažkých hier,
vo svojom článku ukázali šest’ hier na boolovských formulách, ktoré nazvali
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Obr. 13.1: Malá čast’ grafu všetkých poźıcíı v hre. Zelenou sme ofarbili poźıcie, v
ktorých hráč na t’ahu vyhrá, v červených hráč na t’ahu prehrá a šedé sú remı́za.
Č́ısla vo vrcholoch označujú minimálny počet t’ahov, za ktorý sa dá vynútit’

výhra, resp. maximálny počet t’ahov, kým hráč prehrá. Napŕıklad poźıcia A je
vyhrávajúca, pretože jedným t’ahom dostanem súpera do prehrávajúcej. Poźıcia
B je prehrávajúca – akokol’vek potiahnem, dostanem súpera do vyhrávajúcej
poźıcie; v najlepšom pŕıpade viem prehru oddialit’ a prehrám na 4 t’ahy; ak
by som šiel hore, prehrám ihned’. Poźıcia C je remı́zová – nechcem totiž súpera
dostat’ do vyhrávajúcej poźıcie vpravo a dolu, ukonč́ım hru patom dol’ava. Skúste
si rozmysliet’, ako zafarbit’ zvyšné vrcholy.

jednoducho G1, . . . , G6. Na dôkazy zložitosti d’aľśıch problémov nám budú stačit’

G1 a G3.
Tieto hry hrajú dvaja hráči, ktorých budeme volat’

”
biely“ a

”
čierny“ (tak

ako v šachu). Dané sú dve formuly, biela Φ1 a čierna Φ2, nad premennými X∪Y ;
X je množina bielych, Y množina čiernych premenných. Hráči striedavo menia
ohodnotenia svojich premenných (biely meńı biele, čierny čierne premenné) a
výhra sa urč́ı podl’a toho, či je Φ1, resp. Φ2 pravdivá.

V hre G1 sú dané formuly Φ1(X,Y ) a Φ2(X,Y ) v 3-CNF. Hráč na t’ahu
zmeńı l’ubovol’ne vel’a svojich premenných a ak na konci t’ahu nie je jeho formula
splnená, prehrá.

Veta 13.1 (Stockmeyer a Chandra (1979)). Hra G1 je EXP-úplná. Tzn.
povedat’ pre danú poźıciu, či má biely vyhrávajúcu stratégiu, je EXP-úplné.

� Dôkaz. EXP = APSPACE, čiže každý jazyk v EXP má alternujúci TS, ktorý
ho akceptuje v polynomiálnej pamäti. Môžeme navyše predpokladat’, že tento
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stroj je v normálnom tvare, kedy v každom kroku alternuje, – existenčné a
univerzálne stavy sa striedajú po každom kroku. Jazyk

L = {〈M〉#w |M je ATS v normálnom tvare, ktorý akceptuje w v pamäti n}

je EXP-úplný (pamät’ stač́ı lineárna, ked’že pri redukcii môžeme vstup poly-
nomiálne nafúknut’).

Tento jazyk redukujeme na G1. Hra bude zodpovedat’ výpočtu stroja M ,
pričom biely vyhrá práve vtedy, ked’ M akceptuje w. Alternujúci TS M ak-
ceptuje, ak existuje taký stav, že pre každý nasledujúci možný stav existuje
stav, . . . , taký že každý nasledujúci možný stav je akceptačný. To zodpovedá
hre: biely vyhrá, ak existuje taký t’ah, že pre každý t’ah protivńıka existuje t’ah,
. . . , taký, že každý nasledujúci t’ah je prehrávajúci. Premenné X, resp. Y budú
kódovat’ konfigurácie CX , resp. CY . Hráči budú striedavo volit’ d’aľsiu konfi-
guráciu, pričom formuly budú kontrolovat’, že M sa naozaj vie dostat’ z jednej
konfigurácie do d’aľsej. Φ1(X,Y ) kontroluje, či CY `M CX , Φ2(X,Y ) zase kon-
troluje, či CX `M CY . Tieto formuly vieme zostrojit’ ako v Cook-Levinovej vete.

�
V hre G3 sú formuly Ψ1(X,Y ) a Ψ2(X,Y ) v 8-DNF. Hráč na t’ahu muśı

zmenit’ práve jednu premennú a ak je na konci t’ahu splnená jeho formula, prehrá.
To znamená, hráči sa snažia nesplnit’ svoju formulu (súviśı to s prechodom z
CNF na DNF).

Veta 13.2 (Stockmeyer a Chandra (1979)). Hra G3 je EXP-úplná. Rovnako
variant, kde sa hráč môže vzdat’ t’ahu a nepotiahnut’ je EXP-úplný.

� Dôkaz. Redukciou z G1; jeden t’ah v G1, ktorý zmeńı l’ubovol’ne vel’a pre-
menných

”
odsimulujeme“ v hre G3 viacerými t’ahmi. Konkrétne, nech G1 má

m bielych a m čiernych premenných. V G3 im bude zodpovedat’ 2×(2m+2) pre-
menných, označme ich x1, . . . , x2m+2, x

′
1, . . . , x

′
2m+2 a y1, . . . , y2m+2, y

′
1, . . . , y

′
2m+2.

x′1, . . . , x
′
m, x′m+1, x′m+2, . . . , x

′
2m+1, x′2m+2

x1, . . . , xm, xm+1, xm+2, . . . , x2m+1, x2m+2

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
zodpovedá

x1,...,xm v G1

koniec
B t’ahu

pomocné
premenné

y′1, . . . , y
′
m, y′m+1, y′m+2, . . . , y

′
2m+1, y′2m+2

y1, . . . , ym, ym+1, ym+2, . . . , y2m+1, y2m+2

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
pomocné
premenné

zodpovedá
y1,...,ym v G1

koniec
Č t’ahu

Premenné x1, . . . , xm a ym+2, . . . , y2m+1 budú zodpovedat’ premenným v G1,
zvyšné sú pomocné. Zariadime to tak, že premenné sa budú menit’ dokola po-
stupne zl’ava doprava, pričom v i-tom t’ahu biely zmeńı xi alebo x′i a čierny
zmeńı yi alebo y′i. Každých 2m + 2 t’ahov zodpovedá jedinému t’ahu bieleho a
čierneho v G1. Ak sa hráč rozhodne zmenit’ xi (ym+1+i), zodpovedá to zmene i-
tej premennej v G1; ak sa namiesto toho rozhodne zmenit’ čiarkovanú premennú



13.1. Hry s boolovskými formulami 159

x′i (y′m+1+i), zodpovedá to ponechaniu i-tej premennej v G1. Ťahy 1, . . . ,m zod-
povedajú t’ahu bieleho – biely nastavuje biele premenné, zatial’̌co čierny meńı
pomocné premenné, ktoré nemajú žiaden význam. Následne zmena xm+1/x

′
m+1

zodpovedá koncu t’ahu bieleho. Počas t’ahov m+ 2, . . . , 2m+ 1 čierny nastavuje
svoje premenné (simulujeme t’ah čierneho), zatial’̌co biely meńı svoje pomocné
premenné. Nakoniec zmena y2m+2/y

′
2m+2 zodpovedá koncu čierneho t’ahu.

Formula Ψ1 sa bude skladat’ jednak z negácie Φ1 (negácia 3-CNF bude 3-
DNF formula; splnenie negácie zodpovedá nesplneniu Φ1) a jednak z čast́ı, ktoré
zabezpečia, že hra G3 sa bude naozaj hrat’ tak, ako sme si práve poṕısali a ak v
i-tom kroku hráč nezmeńı premennú z dvojice xi alebo x′i, prehrá (analogicky
pre Ψ2 a čierneho hráča).

Všimnime si hodnoty ai = xi ⊕ x′i. Počiatočnú poźıciu nastav́ıme tak, že
sú to samé nuly. Postupne, ked’ sa v i-tom kroku zmeńı práve jedna z xi a x′i,
hodnota ai sa prekloṕı (zvyšné ostanú nezmenené). Vektor ~a teda zač́ına na ~0,
potom sa zl’ava doprava začnú pridávat’ jednotky a po i-tom t’ahu by ~a mal byt’

v tvare 1i0∗, až na konci kola by ai mali byt’ samé jednotky. V nasledujúcom
kole sa zase naopak zl’ava doprava začnú preklápat’ jednotky na nuly a ~a by mal
byt’ v tvare 0∗1∗.

Ak teda zoxorujeme dve po sebe idúce hodnoty, Ai = ai ⊕ ai−1 pre i > 1,
ale A1 = (a1 ≡ a2m+2), tak hodnoty Ai detegujú prechod medzi blokom núl a
blokom jednotiek. Podobne definujeme bi = yi⊕ y′i a Bi = bi⊕ bi−1, B1 = (b1 ≡
b2m+2); pozri obrázok 13.3. Pred i-tym t’ahom bieleho by ~a aj ~b mali byt’ v tvare
1i−10∗ alebo 0i−11∗, takže Ai = Bi = 1 a všetky ostatné hodnoty by mali byt’

nula. Podobne pred i-tym t’ahom čierneho by malo byt’ Ai+1 = Bi = 1 (ked’že
biely už potiahol) a všetky ostatné Aj , Bj by mali byt’ nulové. Presne toto budú
kontrolovat’ formuly Ψi:

nelegit1 =
∨

j 6=k
(Aj ∧Ak) ∨

∨

j

(Bj ∧ ¬Aj+1)

nelegit2 =
∨

j 6=k
(Bj ∧Bk) ∨

∨

j

(Aj ∧ ¬Bj)

Všimnime si, že na začiatku je A1 = B1 = 1 a ostatné hodnoty nulové. Prvá
čast’ formúl zabezpeč́ı, že hodnoty Aj (resp. Bj) obsahujú vždy najviac jednu
jednotku (a teda práve jednu jednotku) a teda hodnoty aj (resp. bj) sa skladajú
najviac z dvoch súvislých blokov núl a jednotiek. Druhá čast’ zabezpeč́ı, že ak
pred t’ahom bieleho bolo Ai = Bi = 1, rozhranie blokov je medzi i−1 a i a biely
muśı zmenit’ xi alebo x′i, aby bolo Ai = 0, Ai+1 = 1.

Nakoniec formuly Ψ1, Ψ2 definujeme nasledovne:

Ψ1 = nelegit1 ∨ (Am+1 ∧ ¬Φ1(x1, . . . , xm, ym+2, . . . , y2m+1))

Ψ2 = nelegit2 ∨ (B2m+2 ∧ ¬Φ2(x1, . . . , xm, ym+2, . . . , y2m+1))

Hráč prehrá, ak sprav́ı nelegit́ımny t’ah, alebo ak je na konci svojho t’ahu
(Am+1, resp. B2m+2) a nie je splnená formula Φi z G1. Samozrejme, hodnoty
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ai · · · 0 0 1 1 1 · · ·
bi · · · 0 0 1 1 1 · · ·
Ai · · · 0 0 1 0 0 · · ·
Bi · · · 0 0 1 0 0 · · ·

(a) Typický stav premenných
pred t’ahom bieleho.

ai · · · 0 0 0 1 1 · · ·
bi · · · 0 0 1 1 1 · · ·
Ai · · · 0 0 0 1 0 · · ·
Bi · · · 0 0 1 0 0 · · ·

(b) Typický stav premenných
pred t’ahom čierneho.

Obr. 13.3: Typický stav premenných – ~a a ~b sú v tvare 0∗1∗ alebo 1∗0∗; tým
pádom ~A a ~B obsahujú práve jednu jednotku – na rozhrańı bloku núl a jednotiek,
tam, kde treba potiahnut’.

Ai, Bi, ktoré sme definovali cez ⊕ treba preṕısat’ pomocou ∧,∨,¬ a výsledné
formuly roznásobit’ a upravit’ do 8-DNF. �

13.2 Blok

Skôr ako prejdeme k dáme a šachu, ukažme si ešte jednu hru so žetónmi na
grafe.

Blok je hra pre dvoch hráčov (volajme ich biely a čierny). Hrá sa na grafe, kde
hrany sú ofarbená jednou z troch farieb (na obr. sú to plné, prerušované a bod-
kované čiary) a niektoré vrcholy sú označené ako ciel’ové (na obr. biele a čierne
hviezdičky). Každý hráč má žetóny svojej farby a snaž́ı sa

”
skórovat’“ – dostat’

aspoň jeden svoj žetón do ciel’a svojej farby. Prvý, komu sa to podaŕı, vyhráva.
Samozrejme, protihráč sa okrem skórovania snaž́ı blokovat’ žetóny súpera – od-
tial’ názov hry. Hráči sa striedajú a hráč na t’ahu si vždy vyberie jeden svoj
žetón a posunie ho na iný vrchol, pričom v jednom t’ahu môže ı́st’ iba pozd́lž
cesty jednej farby a nemôže sa zastavit’ na ani prejst’ cez vrchol, na ktorom už
nejaký žetón je.

Veta 13.3 (Stockmeyer a Chandra (1979)). Hra Blok je EXP-úplná.

� Dôkaz. Redukciou z G3. Gadget pre (bielu) premennú je na obr. 13.4.
Gadget pre čiernu premennú vyzerá podobne, iba farby ciel’ov a žetónov sú
vymenené. Poźıcie xi a xi zodpovedajú ohodnoteniu premennej xi. Väčšinu hry
bude biely presúvat’ svoje žetóny medzi xi a xi (pre nejaké i), č́ım simuluje t’ah
v hre G3. Všimnite si, že biely svoj́ım žetónom na xi alebo xi nemôže potiahnut’

inak (napr. pozd́lž prerušovanej hrany), v opačnom pŕıpade čierny žetón z d1i

skóruje bud’ na a1i alebo b1i. Naopak, čierny nemôže pohnút’ žetónom z d1i (a
napr. zablokovat’ bielemu vrchol xi), pretože potom biely skóruje jedným t’ahom
z c1i na e1i alebo f1i.

Pre každú klauzulu máme gadget ako na obr. 13.5. Celý graf sa teda skladá
z jedného gadgetu pre každú premennú a jedného gadgetu pre každú klauzulu,
pričom vrcholy označené ako xi/xi, resp. yj/yj (pre čiernu premennú) na oboch
obrázkoch označujú ten istý vrchol. Prerušované hrany na obr. 13.4 z xi a xi
vedú do gadgetov pre klauzuly, kde sa tieto premenné nachádzajú; na obr. 13.5
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Obr. 13.4: Gadget pre bielu premennú. Poźıcie xi a xi zodpovedajú ohodnoteniu
premennej xi a väčšinu hry bude biely počas svojho t’ahu len presúvat’ takéto
žetóny medzi xi a xi (pre nejaké i).

je zase na vrcholy x3, resp. y5 napojený gadget pre tieto premenné (a d’aľsie
klauzuly, kde sa tieto premenné vyskytujú).

Na obr. 13.5 je pŕıklad pre čiernu klauzulu x3 ∧ y5. Ak je po t’ahu čierneho
nejaká jeho klauzula splnená, v hre G3 to znamená, že prehral. Ukážme si, ako v
tomto pŕıpade biely dovedie žetón do ciel’a. Ak je klauzula na obr. 13.5 splnená,
žetóny sú na poźıciach x3 a y5 a to znamená, že vrcholy x3 a y5 na obrázku
sú vol’né. Akonáhle čierny spôsob́ı, že klauzula je pravdivá, biely vyštartuje
žetónom z vrcholu w do s1, č́ım spust́ı záverečnú postupnost’ t’ahov. Čierny muśı
odpovedat’ v → r1, aby zablokoval cestu k ciel’u vl’avo. Ak je klauzula naozaj
splnená, vrcholy x3 a y5 nie sú blokované a biely môže potiahnut’ s1 → x3 → u1.
Čierny muśı blokovat’ ciel’ vl’avo: r1 → t1. Biely ide do s2, čierny blokuje r2, biely
ide do u2 a ak čierny blokuje t2, skóruje vo vrchole z.

Táto fáza hry zodpovedá overeniu, že daná klauzula je naozaj splnená.
Všimnite si tiež, že ak biely začne overovat’ klauzulu, ktorá nie je splnená, prehrá.
Po t’ahoch w → s1 a v → r1 sa biely muśı vediet’ dostat’ do u1 – v opačnom
pŕıpade čierny skóruje pozd́lž bodkovanej cesty. Po s1 → u1 a r1 → t1 sa biely
muśı vediet’ dostat’ do s2, v opačnom pŕıpade čierny opät’ skóruje po bodkovanej
ceste.

Väčšinu hry budú hráči strategicky posúvat’ žetóny po premenných a menit’

ich ohodnotenie. Ked’ raz niektorý hráč začne overovat’ nejakú klauzulu, niet
návratu a hra po pár t’ahoch konč́ı – bud’ bola klauzula pravdivá a vyhrá, alebo
nebola a prehrá. �

13.3 Dáma

Po svete existuje vel’a variácíı tejto hry, takže si na začiatku pripomeňme a
dohodnime pravidlá. Tu sa budeme zaoberat’ konkrétne verziou známou ako
Anglická dáma.

V dáme sa figúrky pohybujú diagonálne na vol’né poĺıčka alebo skáču cez
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Obr. 13.5: Gadget pre čiernu klauzulu x3 ∧ y5. Ak je klauzula splnená, čierny
prehrá: žetóny sú vtedy vo vrcholoch x3 a y5, takže vrcholy x3 a y5 nie sú
blokované a dá sa cez ne prejst’; biely žetón vyštartuje z w a skóruje bud’ do
niektorého ciel’a vl’avo, alebo do z hore – čierny nemá šancu ho vyblokovat’.

cudzie figúrky a tak ich vyhadzujú. Ak sa pešiak dostane na posledný rad,
premeńı sa na dámu.

• Všetky figúrky (pešiaci aj dámy) sa pohybujú po jednom poĺıčku dia-
gonálne, pričom pešiaci môžu ı́st’ len dopredu, dámy aj dozadu. (V iných
verziách hry môže dáma prejst’ l’ubovol’ne vel’a poĺıčok – v našej nie.)

• Ak figúrka sused́ı diagonálne s figúrkou súpera a poĺıčko za ňou je vol’né,
môže ju preskočit’ a tak ju zobrat’. Ak aj nová poźıcia sused́ı s figúrkou
súpera, v skákańı muśı pokračovat’. Dámy môžu skákat’ dopradu aj dozadu,
ale vždy len o dve poĺıčka, pešiaci môžu skákat’ iba dopredu.

• Ak hráč na t’ahu má možnost’ skákat’, muśı skákat’ a pokračovat’ v skákańı,
kým sa dá. (Toto je rozdiel napr. oproti slovenskej verzíı, kde figúrku,
ktorá neskákala môže súper zobrat’.)

Veta 13.4 (Robson (1984)). Hra Anglická dáma je EXP-úplná.
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� Dôkaz. Redukciou z G3. Ukážeme si, ako k daným formulám vytvorit’

poźıciu v hre dáma. Schématicky je znázornená na obr. 13.6. Väčšina hry sa
bude odohrávat’ na malej ploche obkolesenej špirálou so strašne vel’a bielymi a
čiernymi dámami.

Obr. 13.6: Schéma poźıcie simulujúcej hru G3. V gadgetoch pre premenné sa
dá preṕınat’ medzi hodnotami true/false; premenné sú spojené s klauzulami –
ak je nejaká splnená, súper ju

”
aktivuje“ a dovedie hráča k

”
spomal’ovačom“,

kde bude strácat’ t’ahy. Celá táto konfigurácia je uprostred vel’kej špirály dám,
o ktorú sa hrá (vid’ obrázok 13.7).

Hlavná myšlienka využ́ıva pravidlo, že hráč, ktorý má možnost’ skákat’, muśı
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skákat’ – a to aj v pŕıpade, že je to preňho nevýhodné. V konštruovanej poźıcíı
sa hráč snaž́ı spustit’ takzvané spomal’ovače, kde súper śıce zoberie zopár bez-
významných figúrok, ale muśı ich vziat’, hoci je to plytvanie t’ahmi a za ten čas
sa hráčovi podaŕı vyžrat’ celú špirálu. Tento postup je znázornený na obr. 13.7:
Kým čierny berie bezvýznamných pešiakov, biely presunie dámy z poźıcie na
obr. 13.7a do poźıcie na obr. 13.7b, následne pohne dámu z poźıcie A na B,
čierna dáma na poźıcii C ju muśı preskočit’, č́ım sa dostane na poĺıčko A a dáma
nad ňou ju preskoč́ı a pokračuje v skákańı po poĺıčkach označených D, pričom
požerie skoro všetky čierne dámy v špirále. Následne biely preskuṕı svoje dámy
do súvislých obd́lžnikov a dá sa dokázat’, že ak je týchto obd́lžnikov viac ako
všetkých čiernych figúrok vnútri, biely dokáže zaručene vyhrat’. (A podobne
naopak, ak by biely musel skákat’ cez figúrky v spomal’ovačoch, dokáže čierny
medzičasom popresúvat’ svoje dámy a vyžrat’ celú bielu čast’ špirály.)

(a) Kto z koho? Väčšina hry sa
odohráva na malom územı́ (A) obkole-
senom špirálou. Kto vyhrá boj o túto
špirálu, vyhrá celú hru.

=⇒

(b) Ak čierny strat́ı čas brańım
bezvýznamných figúrok v spo-
mal’ovačoch, biely preskuṕı svoje
dámy a vyžerie celú špirálu.

Obr. 13.7: Špirála: Ten, kto vyhrá boj o špirálu, vyhrá celú hru.

Biely spomal’ovač je znázornený na obr. 13.8a – ak čierny preskáče poźıcie
označené A a zoberie pešiakov medzi nimi, bielej dáme na poźıcíı B sa uvol’ńı
poĺıčko a muśı skákat’. Použit́ım viacerých kópíı vieme bieleho dostatočne spo-
malit’. Rozmyslite si, ako by mohol vyzerat’ čierny spomal’ovač.

Pre každú bielu premennú máme gadget ako na obr. 13.9. Pre čierne pre-
menné treba obrázok preklopit’ a vymenit’ farby. Väčšinu hry budú biely aj
čierny iba presúvat’ dámy medzi poĺıčkami T a F (true/false), čo zodpovedá
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(a) Spomal’ovač: ak čierny preskáče
poĺıčka A, biely muśı brat’ dámou, čo
je v našej poźıcii strata času.

(b) Rozdel’ovač: čierny prichádza z F
na G; biely mu podhod́ı pešiaka na
H alebo I, podl’a toho, kam ho chce
nasmerovat’; čierny potom muśı d’alej
skákat’ ku J alebo K.

(c) Kŕıženie nepredstavuje žiaden
problém: čierny prichádzajúci z A
bude pokračovat’ smerom na a a z
B na b.

(d) Zmena farby: čierny signál prichádza z
D až na C; tu prevezme iniciat́ıvu biely a
začne skákat’ dámou z B smerom na A.

Obr. 13.8: Gadgety redukcie G3 na dámu.

zmenám ohodnoteńı premenných v hre G3. Akonáhle je splnená niektorá klau-
zula čierneho, biely vyhrá tak, že aktivuje literály v danej klauzule. Ak na
obr. 13.9 pohne pešiakom na poźıcíı A alebo B dopredu, odblokuje čierneho
pešiaka nad ńım, ktorý muśı skákat’ po poĺıčkach označených t (true), resp. f
(false). Budeme hovorit’ že biely aktivoval literál x, resp. x.

Všimnite si, že čierny najskôr prejde cez biele spomal’ovače a následne –
ak je biela dáma na správnej poźıcíı – cez čierne spomal’ovače; biely aj čierny
v nich zabijú zopár t’ahov, ale obaja rovnako vel’a, takže hru to neovplyvńı.
Ak by však biely skúsil spustit’ zlú vetvu – napr. dáma by bola na poĺıčku F
(false), ale pohol by pešiakom A, čierny pešiak by sa zasekol nad T a nevedel by
d’alej pokračovat’. Tým pádom by biely musel trávit’ čas skákańım v spomal’ovači
a čierny by medzitým vyžral špirálu a vyhral by. Takže spustený signál muśı
naozaj zodpovedat’ nastaveniu premennej, inak hráč prehrá.
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Obr. 13.9: Gadget pre bielu premennú. Dáma v strede sa presúva medzi
poźıciami T a F , čo zodpovedá ohodnoteniu premennej true a false v hre G3.

Takéto signály potom putujú od premenných až ku klauzulám, ktoré ich ob-
sahujú ako v schéme na obr. 13.6. Ked’že jedna premenná môže byt’ vo viacerých
klauzulách, potrebujeme vediet’ signál rozdelit’. Dosiahneme to ako na obr. 13.8b:
čierny pešiak prichádzajúci z F doskáče na G, biely mu podhod́ı pešiaka bud’

na poźıciu H alebo I, podl’a toho, kam chce signál d’alej viest’ a čierny muśı
pokračovat’. Cesty medzi premennými a klauzulami sa vo všeobecnosti môžu
križovat’, čo nie je problém (vid’ obr. 13.8c). Nakoniec tesne pred klauzulou vy-
meńıme farby – pozri obr. 13.8d: doteraz pri aktivovańı bieleho literálu skákal
čierny pešiak. Ten prichádza z D, priskáče až na C, odkial’ začne biela dáma z
B skákat’ smerom k A.

A tak sa signál o pravdivostnej hodnote nejakej premennej dostane až ku
klauzule. Pŕıklad čiernej klauzule s tromi bielymi a dvomi čiernymi premennými
je znázornený na obr. 13.10. Bielym literálom zodpovedá signál zl’ava, cesty
označené 1, 2 a 3 (cesta 3 je v dvoch kópiách, o chv́ıl’u si povieme, prečo). Cesty
4 a 5 sprava zdola zodpovedajú negáciam čiernych literálov, tzn. ak napŕıklad
klauzula obsahuje čierne literály y1, y2, cesta bude viest’ z vetvy pre y1 = false
a y2 = true.

Pripomeňme, že akonáhle je po t’ahu čierneho nejaká jeho klauzula splnená,
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v hre G3 prehral – a mal by teda prehrat’ aj v dáme. Biely vyhrá vtedy, ked’

aktivuje všetky svoje literály v splnenej klauzule a čierny nedokáže aktivovat’

žiadnu negáciu.
Všimnite si miesto, kde sa križujú cesty 1 a 2 – signál po druhej ceste

môže pokračovat’ iba vtedy, ked’ sme ešte predtým zobrali čierneho pešiaka na
križovatke a teda už sme vyzobali cestu č́ıslo 1. Podobne po ceste č́ıslo 3 môžeme
prejst’ len vtedy, ak sme už predtým prešli po 1 a 2 (v opačnom pŕıpade zasta-
neme na križovatke a dámu vezme pešiak na poźıcii A). Nakoniec však cesta
3 aktivuje čierny spomal’ovač, takže ak majú všetky biele premenné správnu
hodnotu, biely vyhrá.

A čo čierne premenné v klauzule? Všimnite si konce ciest 1 a 2. Ked’ biely
aktivuje prvý literál, čierna dáma na konci cesty 1 muśı brat’ spät’, takže biely je
opat’ na t’ahu a aktivuje aj druhý literál, atd’. Cesta č́ıslo 2 (alebo vo všeobecnosti
predposledný biely literál) však konč́ı

”
do prázdna“ a čierny môže t’ahat’ ako-

kol’vek chce. V tomto momente má jeden (jediný) t’ah k dobru a ak má niektorá
čierna premenná zlú hodnotu, má šancu to dokázat’. Každá biela klauzula je totiž
napojená jednak na biele literály zl’ava a jednak na negácie čiernych literálov
sprava. Ak teda biely aktivuje cesty 1 a 2 a negácia nejakého čierneho literálu je
pravdivá, čierny na t’ahu ho aktivuje a dostane sa k bielemu spomal’ovaču ešte
skôr ako stihne biely aktivovat’ svoj posledný literál (a čierny spomal’ovač) – a
teda vyhrá čierny.

Čo sa však stane, ak biela klauzula je naozaj pravdivá? Čierny má aj tak
jeden t’ah k dobru a môže spravit’ čokol’vek chce. Napŕıklad môže prerušit’ alebo
zablokovat’ cestu 3. Práve preto vedú do každej klauzule dve kópie signálu z
poslednej premennej – ak čierny jednu prekaźı, použijeme tú druhú. Samotné
premenné a rozdel’ovače pokazit’ nevie, ale čo ak poruš́ı špirálu? Potom ju nebu-
deme vediet’ jedným t’ahom zobrat’ celú. Riešenie je také, že spomal’ovače nám
dajú dostatok času, aby sme postup z obr. 13.7 zopakovali na dvoch miestach
prerušenú špirálu zobrali na dvakrát.

Posledný zádrhel: a čo ak jeden z hráčov nebude t’ahat’ dámou medzi T a F ,
ale sprav́ı l’ubovol’ný iný t’ah? Napŕıklad preruš́ı špirálu, klauzulu, alebo nejakú
cestu k nej? Nuž v prvom rade, pre pŕıpad, že hráč poškod́ı klauzulu, máme
z každej klauzuly dve kópie (vid’ obr. 13.6). V druhom rade som na začiatku
tak trochu klamal, že dôkaz je redukciou z G3. V skutočnosti budeme vediet’

simulovat’ iba tie hry G3, ktoré vzniknú redukciou z hry G1 a tie majú tú
špeciálnu vlastnost’, že hráč na t’ahu má vždy na výber práve dve premenné, z
ktorých jednu muśı zmenit’. A ak zmeńı inú premennú, alebo ak by nepotiahol,
tak na konci t’ahu splńı nejakú klauzulu a prehrá. Nuž a t’ah iný, ako je posunutie
niektorej dámy medzi T a F , zodpovedá nepotiahnutiu v hre G3, čo vedie k
prehre. �
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Obr. 13.10: Čierna klauzula pre 3 biele a 2 čierne literály, povedzme (x1∧x2∧x3∧
y1∧y2). Cesty 1, 2, 3 zl’ava vedú z bielych premenných, cesty 4 a 5 sprava zdola
zodpovedajú negáciam čiernych literálov. Ak chce biely vyhrat’, muśı aktivovat’

literály x1, x2, x3 a zároveň čierny nemôže aktivovat’ negácie y1 a y2.
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13.4 Šach

Veta 13.5 (Fraenkel (1981)). Šach je EXP-úplný.

� Dôkaz. Redukciou z G3. Premenné simulujeme gadgetom ako na obr. 13.11
(gadget pre čiernu premennú dostaneme, ak obrázok prekloṕıme a vymeńıme

farby). Biela veža v st́lpci vpravo má prakticky dve možné poźıcie, ktoré pred-
stavujú hodnoty true a false. Väčšinu hry budú hráči hýbat’ iba týmito vežami,
čo zodpovedá t’ahom v G3. V momente, ked’ je nejaká súperova klauzula spl-
nená, vyštartujú dámy z pŕıslušných premenných a zaútočia. Čierna dáma útoč́ı
po jednej z červených ciest – horná zodpovedá x = true, pretože je priechodná
iba ak nie je strážená bielou vežou, t.j. veža je v poźıcíı true; podobne dolná
cesta zodpovedá x = false. Biela dáma zase útoč́ı po jednej z modrých ciest –
horná zodpovedá x = true, dolná x = false – cesta je priechodná, len ked’ ju
vlastná veža neblokuje.

Predstavme si teraz, že (bez újmy na všeobecnosti) biela klauzula v G3 je
splnená a ukážme si, ako čierny dokáže vyhrat’ (opačný pŕıpad je symetrický).
Plán je nasledovný:

• Z premenných v klauzule (bielych aj čiernych) postupne vyštartujú čierne
dámy. (3 t’ahy)

• Prejdú cez
”
jednosmerku“ (obr. 13.12), ktorá zabezpeč́ı, že už sa neve-

dia vrátit’ – pri pokuse o návrat pohne biely pešiakom a odkryje modrú
bodkovanú diagonálu stráženú strelcami. (5 t’ahov)

• Čierny postupne nastav́ı všetky dámy do tunelu pre pŕıslušnú klauzulu –
pozri obr. 13.13: Pre každú premennú aj jej negáciu máme jeden zvislý tu-
nel – tadial’to pŕıdu čierne dámy – a pre každú klauzulu máme diagonálny
tunel. Plán útoku je, že čierny rozostav́ı dámy zo všetkých premenných v
splnenej klauzule v pŕıslušnom tuneli. Detaily križovatky sú znázornený
na obr. 13.14a – tu čierna dáma vie zastat’ a obr. 13.14b – tu čierna dáma
nemôže zastat’, zobral by ju biely pešiak. Poźıcia je zostrojená tak, že do
tunela nejakej klauzuly sa môžu postavit’ len dámy z literálov, ktoré patria
do danej klauzuly.

• Spät’ k obr. 13.13. Ked’ čierny rozostav́ı dámy v tuneli pre klauzulu, odohrá
sa rozhodujúci súboj o pešiaka na poĺıčku s názvom

”
oltár“. Tento pešiak

je strážený bielymi strelcami, ktorých je o 1 menej ako je literálov v klau-
zule, takže čierny obetuje svoje dámy a vyhrá práve vtedy, ak prǐsli všetky
dámy, t.j. všetky premenné v klauzule mali správnu hodnotu a klauzula je
splnená. Tento boj trvá podl’a toho, kol’ko literálov je v klauzule – najviac
12.

• V pŕıpade úspechu posledná čierna dáma pokračuje po červenej ceste.
Poberie nechránených pešiakov, tzv. spomal’ovače, ktorých jediný účel je
vyrovnat’ počet t’ahov tak, aby bol pre každú klauzulu rovnaký (ked’že
niektoré klauzuly môžu mat’ menej literálov).
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• Posledné dva t’ahy a čierny matuje ako na obr. 13.14c.

Celý tento útok, ak prepokladáme, že biely vymeńı na oltári všetkých strel-
cov, trvá presne

8︸︷︷︸
dám

× 8 t’ahov︸ ︷︷ ︸
pŕıchod do tunelov

+ 7 t’ahov︸ ︷︷ ︸
výmeny

+ 3︸︷︷︸
mat poslednou dámou

= 74 t’ahov.

Ako sme spomı́nali, ak má klauzula menej ako 8 literálov, cestu doplńıme spo-
mal’ovačmi tak, aby mal každý útok presne 74 t’ahov.

Týmto sme poṕısali náš
”
preferovaný scenár“, ako by hra mohla prebiehat’ a

ako jeden hráč dokáže vyhrat’, ak je splnená súperova klauzula. Treba však ešte
ukázat’, čo sa stane, ak by hra prebiehala inak.

Napŕıklad, čo ak by sa čierny pokúsil niektoré dámy uvol’nit’ ešte počas pr-
vej fázy hry, v nádeji, že zatial’̌co biely bude hýbat’ vežami a nastavovat’ biele
premenné, čierny si uvol’ńı zopár dám, ked’ budú mat’ premenné zrovna vyho-
vujúcu hodnotu. V skutočnosti je takýto plán odsúdený k neúspechu. Akonáhle
čierny opust́ı l’ubovol’nou dámou jej poźıciu v strede gadgetu pre premennú, biely
prejde do protiútoku a ak čierny nezmatuje do 74 t’ahov, biely dá mat v 75-tom
t’ahu. Priebeh je nasledovný: Akonáhle čierna dáma opust́ı svoju poźıciu, biela
dáma vyštartuje pozd́lž zelenej cesty (pozri obr. 13.11) zvanej

”
biely časovač“.

Všimnite si, čierna dáma strážila zelenú cestu, takže sa nedala použit’ skôr. Na
konci tejto zelenej cesty je vhodné množstvo spomal’ovačov (presne 62 pešiakov,
ak dobre poč́ıtam; vid’ obr. 13.14c, ktorý však ukazuje čierny časovač) tak, že
biela král’ovná matuje presne o jeden t’ah neskôr, ako čierna (6 t’ahov dámou
+ 62 spomal’ovačov + 7 výmen bielych strelcov za čierne dámy na oltári = 75
t’ahov). Takže v okamihu, ked’ jeden hráč zaútoč́ı, je to bud’-alebo – bud’ bola
klauzula splnená a hráč vyhrá, alebo sa mu nepodaŕı prerazit’ a vyhrá súper.
Preto sme tak starostlivo rátali počet t’ahov. (Malé spresnenie: Útok nemuśı
trvat’ presne 74 t’ahov, ked’že biely nemuśı vymenit’ všetkých svojich strelcov, je
to 67 + #výmen; biely môže namiesto výmen napr. pohnút’ dámou v časovači,
ale výsledok bude rovnaký, pretože biely sprav́ı 68 + #výmen t’ahov, teda ma-
tovanie mu trvá o 1 t’ah viac ako čiernemu.)

Ďaľsia možnost’, ktorá by sa mohla pritrafit’, je nasledovná: Čierny potrebuje
niekol’ko t’ahov, kým unikne so všetkými dámami – čo keby biely medzičasom
zmenil poźıcie bielych vež́ı, teda zmenil ohodnotenie niektorých premenných?
Nuž pre tento pŕıpad gadget pre premennú obsahuje

”
obchádzku“ – na obr. 13.11

je táto cesta zobrazená prerušovanou tyrkysovou čiarou. Takže aj ked’ by sa biely
vežou pokúšal zablokovat’ nejakú červenú cestu, čierna dáma môže uniknút’ aj
tak. Všimnite si však, že obchádzka trvá o jeden t’ah viac, ako

”
priama“ červená

cesta. To je v poriadku, pretože obchádzku použijeme len vtedy, ked’ biely spravil
navyše t’ah vežou, t.j. počet t’ahov bude śıce väčš́ı, ale stále plat́ı, že (ak je
splnená biela klauzula) čierny matuje presne o jeden t’ah skôr, ako biely.

V poriadnom dôkaze treba premysliet’ ešte všetky ostatné možnosti (čo ak
sa veža pohne horizontálne? čo ak biely obetuje dámu? čo ak biely alebo čierny
potiahne pešiakom? atd’.) – my ich prenecháme čitatel’ovi. �



Obr. 13.11: Gadget pre bielu premennú. Poźıcia veže v pravom st́lpci reprezen-
tuje pravdivostnú hodnotu x – horná poźıcia je false, dolná poźıcia označená
bielym krúžkom je true. Väčšinu hry sa budú veže premiestňovat’ medzi týmito
poźıciami a strážit’ únikovú cestu súperovej dámy. Ak je veža hore, horná cesta
je strážená, ale čierna dáma môže na 3 t’ahy uniknút’ dolnou červenou cestou
x̄; ak zase stráži dolnú cestu, dáma môže uniknút’ hornou červenou cestou x.
Akonáhle je nejaká biela klauzula splnená, biele dámy vyrazia do útoku. Po-
dobne biele dámy vyrazia do útoku po modrej ceste, akoháhle je nejaká čierna
klauzula splnená. Tiež im stačia 3 t’ahy – pokial’ im vlastná veža nezavadzia.
Ked’ čierna dáma vyraźı do útoku, biela dáma môže zahájit’ protiútok po zele-
nej ceste nazývanej

”
časovač“ (a podobne ak biela dáma vyraźı do útoku, čierna

začne protiútok cez čierny časovač).



Obr. 13.12: Jednosmerka: Táto konštrukcia zabezpečuje, že čierna dáma môže
prejst’ po červenej ceste zhora nadol do tunela pre nejakú klauzulu, ale nemôže
sa vrátit’. Po ceste totiž zoberie bieleho pešiaka a ak by sa pokúsila ı́st’ naspät’,
biely pohne pešiakom pod ńım, č́ım uvol’ńı radu strelcov, ktoŕı ubránia modrú
bodkovanú diagonálu. Rovnako dámy prislúchajúce iným premenným, ktoré sa
dostanú do tunela sa nedokážu prebit’ zdola.



Obr. 13.13: Každej premennej aj jej negácii zodpovedá zvislý tunel a každej
klauzule zodpovedá jeden tunel. Ak je niektorá klauzula Wlose splnená, čierne
dámy vyštartujú z gadgetov pre pŕıslušné premenné a zoradia sa v tuneli tejto
klauzuly. Pešiaková štruktúra zabezpečuje, že dámy sa môžu zastavit’ iba na
tých miestach, kde klauzula obsahuje pŕıslušný literál (pozri obr. ??). Na to,
aby mohol čierny matovat’, potrebuje vyhrat’ kl’́učový súboj o pešiaka na mieste
zvanom

”
oltár“. Tento pešiak je chránený strelcami (o 1 menej ako je počet

literálov v klauzule) a čierny tento súboj vyhrá, ak v tuneli zhromažd́ı dámy pre
všetky literály, t.j. práve vtedy, ked’ je klauzula splnená. Ak je to tak, ostane
mu jedna dáma, ktorá požerie spomal’ovacie pešiaky, ktoré zabezpečujú, aby
matovanie trvalo presný počet t’ahov a pokračuje smerom nadol.



(a) Križovatka šikmého tunela pre
klauzulu a zvislého tunela pre literál,
ktorý patŕı do klauzuly. Všimnite si,
že čierna dáma sa môže postavit’ na
križovatku.

(b) Ak klauzula neobsahuje daný li-
terál, pešiaková štruktúra je posunutá
a čierna dáma nemôže pŕıst’ na túto
križovatku – zobral by ju biely pešiak.

(c) Koniec hry: dáma, ktorá sa dostane cez oltár prichádza
po červenej ceste a matuje bieleho král’a. Druhá možnost’ je,
že dáma pŕıde cestou, ktorú voláme

”
časovač“. Táto cesta

trvá presne o 1 t’ah dlhšie ako cesta cez oltár.

Obr. 13.14
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Ďaľsie EXP-úplné hry

• Medzinárodná dáma – pešiaci môžu brat’ aj dozadu; dáma sa pohybuje o
l’ubovol’ný počet poĺı (Robson, 1984),

• Č́ınska dáma – hraćı plán je šest’ćıpa hviezda, hráč sa pokúša dostat’ svoje
figúrky do opačného ćıpu (Kasai a spol., 1979)

• Go (Robson, 1983)

• č́ınsky šach Xiangqi a kórejský šach Janggi (Zhang, 2019b),

• japonský šach Shogi (Adachi a spol., 1987),

• hra džungl’a Dou Shou Qi (Zhang, 2019a),

Úlohy

• Na obrázku sú grafy poźıcíı troch rôznych hier. Ak hráč nemôže potia-
hnut’ (z vrcholu nevedie žiadna hrana), prehráva. Zistite, ktoré poźıcie
sú vyhrávajúce/prehrávajúce/remı́zové a aká je optimálna stratégia pre
každú hru.

• Zafarbite zvyšné vyhrávajúce/prehrávajúce/remı́zové poźıcie na obr. 13.1.

• Ako by sa zmenila zložitost’ šachu či dámy, ak by sme pridali podmienku,
že po polynomiálnom počte t’ahov bez výmeny/preskočenej figúrky hra
konč́ı remı́zou?
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Záver

V tejto kapitole sme sa venovali hrám z pohl’adu výpočtovej zložitosti. Ak vás
táto téma zaujala a chcete sa dozvediet’ viac, odporúčam knihu Hearn a Demaine
(2009) a predmet Erika Demaina na MIT: 6.892 Algorithmic Lower Bounds: Fun
with Hardness Proofs s vol’ne dostupnými materiálmi a videami z prednášok.

Na záver sa pod’me spolu ešte ohliadnut’ spät’ za touto čast’ou. Skúsme si
spravit’ poriadok vo všetkých výsledkoch a charakterizovat’ jednotlivé hry. Uka-
zuje sa, že dôležité sú aspoň dve delenia: podl’a počtu hráčov a podl’a počtu
t’ahov, za ktoré hra skonč́ı:

Hry pre jedného hráča (puzzle, solitairy, skákačky), ktoré končia v poly-

nomiálnom počte t’ahov sú v NP. Ak je d́lžka hry neobmedzená, hra sa dá
vyriešit’ v PSPACE = NPSPACE.

Ak už máme hru pre dvoch hráčov, ktorý hrajú proti sebe, striedanie t’ahov
zodpovedá alternácii. Hry, ktoré končia v polynomiálnom počte t’ahov (reversi,

pǐskvorky) sú v AP = PSPACE. Ak je d́lžka hry neobmedzená, hrá sa dá vyriešit’

v APSPACE = EXP.
Ako sme videli v predchádzajúcich kapitolách, vel’a hier je úplných vo svojej

”
prirodzenej“ kategórii.

Hry pre 1 hráča Hry pre 2 hráčov

polynomiálny NP/coNP-úplné PSPACE-úplné
#t’ahov (Tetris, Clickomania, mı́ny, (reversi, pǐskvorky, Hex,

Sudoku, Mastermind, . . . ) Amazonky, geografia,. . . )

neobmedzený PSPACE-úplné EXP-úplné
#t’ahov (Super Mario, Prince of Persia, (dáma, šach, go,

Quake, Sokoban, Rush Hour,. . . ) Shogi, Xiangqi,. . . )
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Čast’ V

Logika, rozhodnutel’nost’ a
zložitost’





Úvod

V tejto časti budeme študovat’ rôzne logiky a ich problém rozhodnutel’nosti, t.j.
dám vám logickú formulu a otázka znie, či je táto formula pravdivá.

Napŕıklad je pravda, že

|=
(
(p→ q) ∧ (r → s) ∧ (¬q ∨ ¬s)

)
→ (¬p ∨ ¬r)?

Plat́ı v reálnych č́ıslach

R |= (∀x)(∀y)(∃z)(x = y · z)?

A plat́ı v prirodzených č́ıslach

N |= (∀x)(∃y)(x < y) ∧ (∀w)(∀z)(y = w · z → w = 1 ∨ z = 1)?

Alebo

N |= (∀x)(∃y)(x < y) ∧ (∀w)(∀z) ((y = w · z → w = 1 ∨ w = 1)

∧ (y + 2 = w · z → w = 1 ∨ z = 1))?

Skúste si rozmysliet’, či sú tieto výroky pravdivé. Existuje nejaký spôsob,
ako to mechanicky rozhodnút’? A ak áno, aký zložitý je tento problém?

V prvom pŕıpade sa pýtame, či je pravda, že ak máme dve implikácie a vieme,
že neplat́ı aspoň jeden z ich dôsledkov, tak neplat́ı aspoň jeden z predpokladov.
Odpoved’ je Áno (táto tautológia má názov

”
deštrukt́ıvna dilema“). Overit’ si

to môžeme tabul’kou a vyskúšańım všetkých 16-tich možnost́ı pre pravdivostné
hodnoty p, q, r, s. Dá sa to aj lepšie? Vo všeobecnosti áno, trochu lepšie, ale
nepoznáme žiaden polynomiálny algoritmus, čo má dost’ dobrý dôvod: zistit’, či
je formula výrokovej logiky tautológia, je coNP-úplný problém.

V druhom pŕıpade sa pýtame, či pre každé x, y existuje výsledok x/y = z,
teda, či sa dá každé č́ıslo delit’ každým. Odpoved’ je samozrejme Nie: nulou
sa nedá delit’, napŕıklad neplat́ı ∃z : 1 = 0 · z. Vedeli by sme aj v takomto
pŕıpade mechanicky overit’, či je formula pravdivá? A ak áno, aká bude zložitost’

takéhoto algoritmu?
Tret́ı pŕıklad v preklade hovoŕı, že existuje nekonečne vel’a prvoč́ısiel – to je

pravda. No a štvrtý, že existuje nekonečne vel’a prvoč́ıselných dvojičiek (č́ısiel p
takých, že p aj p+ 2 sú prvoč́ısla) – toto je otvorený problém, nikto nevie.
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Známa Gödelova veta hovoŕı, že existujú tvrdenia o prirodzených č́ıslach,
ktoré sú pravdivé, ale nie sú dokázatel’né (povedzme z Peanových axióm aritme-
tiky). My sa však na vec pozrieme z hl’adiska informatiky a teórie zložitosti. For-
muly sú

”
obyčajné“ ret’azce symbolov nad abecedou {∧,∨,¬,∃,∀,=, (, ), x, 0, 1,+, ·}.

Jazyk dôkazov je rekurźıvny (dôkaz vieme overit’ v konečnom čase); jazyk dokázatel’ných
tvrdeńı je rekurźıvne vyč́ıslitel’ný (ak dôkaz existuje, vieme postupne skúšat’

všetky dôkazy, až kým ho nenájdeme). Dá sa však ukázat’, že jazyk pravdivých
tvrdeńı nie je ani len rekurźıvne vyč́ıslitel’ný.

V nasledujúcej kapitole si ukážeme, že do č́ısiel vieme zakódovat’ celé postup-
nosti, resp. ret’azce nad nejakou abecedou. Ukážeme si, ako zaṕısat’ formuly,
ktoré hovoria niečo o týchto ret’azcoch: napŕıklad, že ret’azec kóduje výpočet
daného Turingovho stroja. Zostroj́ıme formulu φM,w, ktorá je pravdivá vtedy,
ak stroj M na vstupe w zastane. Problém rozhodnút’, či je pravdivá nie je re-
kurźıvny a rozhodnút’, či je pravdivá negácia nie je ani rekurźıvne vyč́ıslitel’ný.

Vo zvyšku tejto časti sa budeme venovat’ rôznym teóriam, ktoré sú niekde na
hranici rozhodnutel’ného. Na jednej strane máme aritmetiku (N,+, ·,=), ktorá
je nerozhodnutel’ná, na druhej strane výrokovú logiku, ktorá je coNP-úplná, či
predikátovú logiku, ktorá je PSPACE-úplná. Ako vyzerá svet medzi tým?

Napŕıklad, čo ak máme teóriu prirodzených č́ısel so sč́ıtańım, ale bez násobenia?
Bude táto teória stále nerozhodnutel’ná? A čo ak sa budeme bavit’ o reálnych
č́ıslach a nie o prirodzených? A ak je skúmaná teória rozhodnutel’ná, aké zložité
je rozhodnút’, či je daná formula pravdivá? To sú otázky, ktoré budeme v
študovat’ v nasledujúcich kapitolách.

coNP PSPACE REC

rozhodnutel’né nerozhodnutel’né

RE

TAUT QBF Th(N,+, ·,=)



Kapitola 14

Teória aritmetiky je
nerozhodnutel’ná

14.1 Nerozhodnutel’nost’ aritmetiky

Pod teóriou aritmetiky, Th(N,+, ·,=), máme na mysli všetky pravdivé tvrdenia
o prirodzených č́ıslach, pričom

”
tvrdenia“ sú formuly zložené z

• premenných x, x′, x′′, . . .

• konštánt 0, 1

• logických spojok ¬,∧,∨

• kvantifikátorov ∃,∀

• rovnosti, sč́ıtania a násobenia =,+, ·

• a zátvoriek.

Každá formula je ret’azec nad abecedou {x,′ , 0, 1,¬,∧,∨,∃,∀,=,+, ·, (, )}.
Syntax tohto jazyka by sme vedeli zadefinovat’ vel’mi exaktne, ale budeme sa ve-
novat’ zauj́ımaveǰśım veciam – aj tak by sme ju nedodržiavali. Kvôli čitatel’nosti
budeme formuly zapisovat’ vol’ne: budeme použ́ıvat’ premenné x, y, z, . . ., dvoj-
bodku a zátvorky (rôzne typy) tak podl’a citu a budeme použ́ıvat’ skratky.
Môžeme ich chápat’ ako

”
makrá“, ktoré stač́ı rozvinút’ a dostaneme ret’azec

zložený len z povolených symbolov. Alebo sa môžeme tvárit’, že nové symboly
sú súčast’ou jazyka (bohatšieho, ale rovnako silného).

Tak napŕıklad pomocou ¬ a ∧ vieme
”
dodefinovat’“ aj všetky ostatné logické

spojky. Reláciu x ≤ y vieme definovat’ cez = takto: ∃δ : x+ δ = y (pripomeňme,
že pracujeme s prirodzenými č́ıslami, takže ∃δ znamená ∃δ ∈ N, teda δ ≥ 0).
Podobne vieme dodefinovat’ relácie ako 6= a <.
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Ak by sme nemali konštanty 0, 1, 2, vedeli by sme si ich aj tak dodefinovat’,
pretože nula je jediné č́ıslo, pre ktoré x+ 0 = x (∀x) a jednotka jediné č́ıslo, pre
ktoré x · 1 = x (∀x). Mohli by sme našu formulu začat’

∃k0 : ∀x : x+ k0 = x ∧ ∃k1 : ∀x : x · k1 = x ∧ ∃k2 : k2 = k1 + k1 ∧ · · ·

s tým, že vo zvyšku formule by sme namiesto 0, 1, 2, použ́ıvali premenné k0, k1, k2.
Všetky d’aľsie konštanty vieme vyskladat’ pomocou mocńın 2, sč́ıtania a násobenia.

Podobne môžeme
”
definovat’“ funkcie cez relácie. Napŕıklad x mod y = r

práve vtedy, ked’

∃q : x = yq + r ∧ r < y.

Funkcia mod śıce nie je priamo súčast’ou jazyka, ale môžeme ju chápat’ ako
skratku, napŕıklad

((ax+ b) mod p︸ ︷︷ ︸
r1

) mod m

︸ ︷︷ ︸
r2

= 0

vieme preṕısat’ tak, že si medzivýsledky akoby
”
ulož́ıme“ do pomocnej premen-

nej, ktorú potom použijeme vo zvyšku výrazu:

∃r1 : (ax+ b mod p = r1 ∧ ∃r2 : (r1 mod m = r2 ∧ (r2 = 0))).

Následne môžeme rozṕısat’ defińıciu relácie
”
dačo mod dačo = dačo“:

∃r1 : ∃q1 : ax+b = pq1 +r1∧r1 < p∧∃r2 : ∃q2 : r1 = mq2 +r2∧r2 < m∧r2 = 0.

Ďalej vieme dodefinovat’

• celoč́ıselné delenie: x/y = q práve vtedy, ked’ ∃r : x = yq + r ∧ r < y,

• reláciu
”
x je delitel’né d“, alebo skátene d \ x práve vtedy, ked’ x mod d =

0.

• vlastnost’
”
x je prvoč́ıslo“, (x ∈ P): použijeme štandardnú defińıciu – x ≥ 2

a je delitel’né iba 1 a samým sebou:

x ≥ 2 ∧ ∀d : d \ x→ (d = 1 ∨ d = x).

• odč́ıtanie: x− y = z ak z + y = x ∨ (x < y ∧ z = 0).

Veta 14.1. Pre daný Turingov stroj M a w vieme skonštruovat’ formulu φM,w,
ktorá je pravdivá práve vtedy, ked’ M na vstupe w zastane.

Dôsledok 14.1 (nekonštrukt́ıvna Gödelova veta). Majme l’ubovol’nú
”

roz-
umnú“ axiomatizáciu aritmetiky – takú, kde v konečnom čase vieme skontrolo-
vat’, či je niečo axióma a či je niečo krok odvodenia (napŕıklad Peanove axiómy1).
Ak je takáto teória korektná (všetko dokázatel’né je pravdivé), potom je neúplná
(obsahuje vetu, ktorá je pravdivá, ale nedokázatel’ná).

1Peanove axiómy, PA, sú
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� Dôkaz. Jazyk všetkých dokázatel’ných formúl je rekurźıvne vyč́ıslitel’ný
(stač́ı postupne skúšat’ a kontrolovat’ všetky dôkazy, a akceptovat’ formulu, ak
nájdeme jej dôkaz), zatial’̌co jazyk pravdivých formúl nie je: ak by sme totiž
vedeli (aspoň čiastočne) rozhodovat’ pravdivost’ formúl, vedeli by sme (aspoň
čiastočne) rozhodovat’ komplement problému zastavenia. �

� Dôkaz vety. Predpokladajme najskôr, že okrem sč́ıtania a násobenia
vieme ešte aj umocňovat’ – že pracujme v silneǰsej teórii Th(N,+, ·, ↑). Ako
sa umocňovaniu vyhnút’, alebo ako ho dodefinovat’ si nechajme úplne na koniec.

Dôkaz je pomerne priamočiary, hoci technický: Hlavný problém je nájst’

vhodný spôsob, ako reprezentovat’ rôzne údaje ako č́ısla tak, aby sme s nimi ve-
deli efekt́ıvne pracovat’. Formulu φM,w potom zostroj́ıme podobne ako v dôkaze
Cook-Levinovej vety.

Predstavme si výpočet stroja M ako napŕıklad na obrázku 14.1a. Výpočet je
konečná postupnost’ konfigurácíı – je to konečný ret’azec a ten vieme zakódovat’

ako jedno obrovské č́ıslo. Napŕıklad tak, že jednotlivé poĺıčka zakódujeme ako
cifry č́ısla (v sústave s dostatočne vel’kým základom; pozri obrázok 14.1b).

Budeme pracovat’ v p-árnej sústave, kde p je dostatočne vel’ké prvoč́ıslo2.
Č́ıslo x teda budeme chápat’ v tvare

x = x`−1p
`−1 + · · ·+ xip

i + · · ·+ x2p
2 + x1p

1 + x0p
0,

kde xi < p sú jednotlivé cifry.
Najzákladneǰsia vec: Ako zist́ıme hodnotu i-tej cifry? Obrázkovo:

x = u a v

··· p2 p1 p0pi··· pi+1

Uvedomı́me si, že i-ta cifra je a práve vtedy, ked’ vieme x rozṕısat’ nasledovne:

x = (· · ·+ xi+2p+ xi+1︸ ︷︷ ︸
hornú čast’
označme u

) · pi+1 + a · pi + (xi−1p
i−1 + · · ·+ x2p

2 + x1p+ x0︸ ︷︷ ︸
spodnú čast’
označme v

)

= u · pi+1 + a · pi + v = (u · p+ a) · pi + v,

pričom cifra a < p a spodná čast’ v < pi. Napŕıklad druhá cifra odzadu v č́ısle
3141592 je 5, lebo v 10-tkovej sústave 3141592 = (3141 ·10+5) ·100+92. Výraz

”
x[i] = a“ definujeme ako

∃u, v : x = (u · p+ a) · pi + v ∧ a < p ∧ v < pi.

• ∀x : 0 6= x+ 1, ∀x, y : x+ 1 = y + 1→ x = y,

• ∀x : x+ 0 = x, ∀x, y : x+ (y + 1) = (x+ y) + 1,

• ∀x : x · 0 = 0, ∀x, y : x · (y + 1) = x · y + x,

• ∀ȳ : [ϕ(0, ȳ) ∧ ∀x : ϕ(x, ȳ)→ ϕ(x+ 1, ȳ)]→ ∀x : ϕ(x, ȳ)
(schéma axióm indukcie; ȳ je skratka pre y1, . . . , yk)

2väčšie ako (|Γ|+ 2)× (|Q|+ 1)
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`
→
a b b a a

`
~a
b b a a

` b

~a
b a a

` b b

~a
a a

` b b a

~a
a

` b b

a

a a

` b

←
b a

`
←
b b a

`
←

b b a

`
→
b b a

`
~b
b a

` b

~b
a

`
b

b a

`
←

a

`
→

a

`
A

a

(a) Celý výpočet tvoŕı jeden ret’azec,
každé poĺıčko konfigurácie je znak zo
45-prvkovej abecedy. . .

1 9 19 19 8 37

1 28 22 19 8 37

1 28 19 22 8 37

1 28 19 19 13 37

1 28 19 19 8 40

1 28 19 19 15 37

1 28 19 21 28 37

1 28 21 19 28 37

1 30 19 19 28 37

1 28 20 19 28 37

1 28 28 23 28 37

1 28 28 19 32 37

1 28 28 25 28 37

1 28 30 28 28 37

1 28 28 29 28 37

1 28 28 35 28 37

(b) . . . môžeme ho zaṕısat’ aj ako 96-
ciferné č́ıslo v 47-čkovej sústave. Do-
hodnime sa, že toto č́ıslo č́ıtame od-
zadu, teda najvýznamneǰsia cifra je
vpravo dolu.

Obr. 14.1: Výpočet stroja, ktorý overuje, či je daný ret’azec abba palindróm.
Trvá 16 krokov a jedna konfigurácia má d́lžku 6. Na každom poĺıčku je jeden z
5-tich symbolov (a, b, −, `, a) a bud’ tam nie je hlava, alebo tam je, v niektorom
z 8-mich stavov (→, ←, ~a, ~b, a, b, A, R). Výpočet teda môžeme zakódovat’ ako
ret’azec 16× 6 znakov nad abecedou vel’kosti 5× 9.

Každá cifra môže kódovat’ jedno poĺıčko ako dvojicu (stav, symbol). Stač́ı
stavy oč́ıslovat’ 1, . . . , |Q|, nula bude znamenat’, že na poĺıčku nie je hlava; a
symboly (vrátane zarážok `a) 0, . . . , |Γ|+ 1. Nech m = |Q|+ 1; dvojicu (stav q,
symbol a) potom môžeme reprezentovat’ cifrou

a ·m+ q.

Naopak, môžeme dodefinovat’ funkcie

• stav na i-tom poĺıčku je Q[i] = x[i] mod m a

• symbol na i-tom poĺıčku je S[i] = x[i]/m.

Zvyšok konštrukcie je podobný ako v Cook-Levinovej vete, kde sme pomo-
cou premenných Qqi,j , S

a
i,j vedeli poṕısat’ výpočet (s rozdielom, že pri Sat sme

museli explicitne vyṕısat’ všetky klauzuly pre rôzne i, j; tu máme k dispoźıcii
kvantifikátory).

Označme teda x č́ıslo, ktoré kóduje celý výpočet a ` jeho d́lžku (počet cifier
č́ısla x). Každý konečný výpočet zaberá len konečne vel’a pamäte. Pre jedno-
duchost’ doplňme na koniec vol’né poĺıčka

”
“ tak, aby každá konfigurácia mala

rovnakú d́lžku k.
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M na vstupe w zastav́ı, ak existuje konečný výpočet:

φM,w ≡ ∃x : CompM,w(x).

Ostáva už
”
iba“ naṕısat’ formulu CompM,w, ktorá skontroluje, že x naozaj

kóduje korektný výpočet stroja M , t.j., konfigurácie na seba nadväzujú a me-
nia sa podl’a pŕıslušnej δ-funkcie, počiatočná konfigurácia má na vstupe slovo
w a zač́ına v počiatočnom stave a stroj sa nakoniec dostane do koncového (ak-
ceptačného alebo odmietacieho) stavu.

CompM,w(x) ≡ ∃p, k, ` : k < ` ∧ x < p`

∧ StartM,w(x, k) ∧ValidM (x, k, `) ∧HaltsM (x, `).

• Vo formuli
”
StartM,w(x, k)“ zadrátujeme počiatočnú konfiguráciu:

x[0] =
(
`
)
∧ x[1] =

(
q0
w1

)
∧ · · · ∧ x[n] =

(
wn

)
∧ n < k − 1 ∧ x[k − 1] =

(
a
)

∧ ∀i : (n < i ∧ i < k − 1)→ x[i] =
( )

• Môžeme predpokladat’, že predtým ako M zastane sa vždy vráti na l’avý
okraj pásky a prejde do stavu A (ako accept) alebo R (ako reject). Či M
zastavil,

”
HaltsM (x, `)“, potom oveŕıme jednoducho:

∃i : i < ` ∧ (x[i] =
(
A
`
)
∨ x[i] =

(
R
`
)
).

• Kontrola, či konfigurácie správne nadväzujú podl’a δ-funkcie: Pripomeňme,
že k je d́lžka konfigurácie, takže poĺıčku x[i] v nasledujúcej konfigurácii
zodpovedá poĺıčko x[i + k]. Ak na poźıcii i nie je hlava, tak tam ostane
rovnaký symbol:

∀i : Q[i] = 0→ S[i] = S[i+ k].

Ak nie je hlava ani na susedných poĺıčkach, tak tam nebude hlava:

∀i : Q[i] = 0 ∧Q[i− 1] = 0 ∧Q[i+ 1] = 0→ Q[i+ k] = 0.

Nakoniec pre každé pravidlo δ-funkcie budeme mat’ formulu
”
ak je na

poĺıčku i hlava, ako sa zmenia poĺıčka i − 1, i, i + 1 v nasledujúcej konfi-
gurácii“. Napr. ak δ(p, a) = (q, b,−1), súčast’ou formule bude

∀i : x[i] =
(
p
a

)
→ (Q[i+ k − 1] = q ∧ x[i+ k] =

(
b

)
∧Q[i+ k + 1] = 0).

Ak by sme trochu abstrahovali od detailov, mohli by sme označit’ C množinu
všetkých 6-t́ıc znakov (a, b, c, d, e, f) takých, že ak sú v nejakej konfigurácii
tri po sebe idúce poĺıčka (a, b, c) a v nasledujúcej konfigurácii, na tej istej
poźıcii je (d, e, f), je to konzistentné s δ-funkciou stroja M . Definujme

MatchM (x, i, k) ≡
∨

(a,b,c,d,e,f)∈C
x[i]3 = (a, b, c) ∧ x[i+ k]3 = (d, e, f),
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kde x[i]3 = (a, b, c) je skratka pre x[i] = a ∧ x[i + 1] = b ∧ x[i + 2] = c.
Potom

ValidM (x, k, `) ≡ ∀i : (i+ k + 2 < `)→MatchM (x, i, k).

A to je celá formula.
Vrát’me sa teraz k otázke, či by sme to isté dokázali aj bez umocňovania.

Asi tuš́ıme, že odpoved’ je áno – existuje viacero spôsobov, ako operáciu umoc-
nenia dodefinovat’. Ukážeme si však prekvapivé, vtipné riešenie: problém úplne
ob́ıdeme a zaob́ıdeme sa aj bez umocňovania.

Jedno miesto, kde ho potrebujeme je defińıcia x[i] = a cez rozklad x =
(u ·p+a) ·pi+v. Finta je nasledovná: namiesto indexu i a poč́ıtania mocniny pi

budeme pracovat’ priamo s hodnotou I = pi a podobne namiesto k a ` budeme
mat’ priamo hodnoty K = pk a L = p`.

• Namiesto i = 0, 1, 2, 3, . . . budeme mat’ I = p0, p1, p2, p3, . . ..

• Namiesto
”
pre všetky i < `“ budeme mat’

”
pre všetky I, mocniny p menšie

ako L“. Teda namiesto (∀i) budeme mat’ ∀I : (I je mocnina p)→ · · · .

• Podobne namiesto (∃i) budeme mat’ ∃I : (I je mocnina p) ∧ · · · .

• Namiesto x[i] = a definujeme x[[I]] = a:

I je mocnina p ∧ ∃u, v : x = (u · p+ a) · I + v ∧ a < p ∧ v < I.

• Namiesto x[i+ 1] (vedl’aǰsie poĺıčko) budeme mat’ x[[I · p]], totiž ak I = pi,
tak I · p = pi+1 je nasledujúca mocnina p.

• Namiesto x[i+ k] budeme mat’ x[[I ·K]], pričom predpokladáme, že I = pi

a K = pk, takže I ·K = pi+k.

Nikde netreba poč́ıtat’ pi – stač́ı mat’ hodnotu I = pi už vypoč́ıtanú. Jediné,
čo potrebujeme, je vediet’ rozoznávat’ mocniny p. A to je dôvod, prečo sme
navrhovali prvoč́ıselnú bázu p. Rozhodovat’, či je nejaké č́ıslo I mocnina p je
totiž jednoduchšie pre prvoč́ısla: je to vtedy, ak má I v prvoč́ıselnom rozklade
jediného prvoč́ıselného delitel’a, a to p; inými slovami, ak p je jediné prvoč́ıslo,
ktoré deĺı I:

I je mocnina p ≡ ∀d : (d \ I ∧ d ∈ P)→ d = p. �

Skúste si rozmysliet’, ako dôkaz upravit’ a vytvorit’ formulu φM (w), kde vstup
nie je zadrátovaný ako vo φM,w, ale je to parameter – vol’ná premenná.

Z doteraǰsieho pojednania by malo byt’ zrejmé, že č́ıslami môžeme kódovat’

rôzne iné objekty, vrátane formúl či dôkazov. Vieme tiež zadefinovat’ predikát
DôkazT (π, ψ), ktorý je pravdivý práve vtedy, ked’ π je korektný dôkaz tvrdenia
ψ v teórii T . Jeden spôsob, ako to nahliadnut’ je, že existuje Turingov stroj,
ktorý skontroluje, či π je dôkaz ψ a ak áno, akceptuje. Skúste si rozmysliet’, ako
by vyzeral priamy dôkaz.
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Pre zauj́ımavost’, sú aj iné spôsoby ako túto vetu dokázat’. Mocnina sa dá
definovat’. Konkrétne ab = c, ak existuje postupnost’ m[0],m[1],m[2], . . . ,m[b]
taká, že m[0] = 1 a vždy nasledujúci člen je a-krát väčš́ı (∀i : m[i + 1] =
a ·m[i]) – zjavne členy m[i] sú potom mocniny ai – a ab = c, ak m[b] = c. Po-
dobne funkciu faktoriál by sme vedeli definovat’ n! = F , ak existuje postupnost’

f [1], f [2], . . . , f [n] taká, že f [1] = 1, ∀i : f [i + 1] = (i + 1) · f [i] a f [n] = F .
Vo všeobecnosti vieme takýmto spôsobom, cez konečnú postupnost’ pomocných
medzivýsledkov, definovat’ všetky tzv. primit́ıvne rekurźıvne funkcie – ak ovšem
vieme nejako kódovat’ konečné postupnosti.

Pôvodný Gödelov dôkaz kódoval konečné postupnosti cez zvyšky po deleńı.
Dá sa dokázat’, že pre každé n existuje3 s také, že č́ısla mi = i · s + 1 sú
nesúdelitel’né pre i = 1, . . . , n. Podl’a Č́ınskej zvyškovej vety potom pre l’ubovol’né
x1, . . . , xn existuje x (dokonca jedinečné x mod M =

∏
imi) také, že

x1 ≡ x (mod m1)

x2 ≡ x (mod m2)

...

xn ≡ x (mod mn).

Inými slovami na x (mod M) sa môžeme ekvivalentne pozerat’ ako na n-ticu
prvkov modulo mi. Algebraik by povedal, že Č́ınska zvyšková veta definuje
izomorfizmus Zm1 × · · · × Zmn ∼= ZM .

Gödel potom použ́ıval d’aľsie kódovanie pomocou exponentov v prvoč́ıselnom
rozklade, napŕıklad postupnost’ 3, 1, 4, 1, 5, 9, 2 zakódoval ako jedno vel’ké č́ıslo:

51825170359470442935000 = 23 · 31 · 54 · 71 · 115 · 139 · 172.

Vo všeobecnosti: postupnost’ x1, x2, . . . , xn zakódoval ako č́ıslo px1
1 · px2

2 · · · · ·
pxnn , kde pk je k-te prvoč́ıslo. Skúste si rozmysliet’, ako zaṕısat’ výraz

”
x je k-te

prvoč́ıslo“ a
”
x má v prvoč́ıselnom rozklade pk“, teda

”
k je najvyššia mocnina

p, ktorá deĺı x“.
Mimochodom, každý exponent je opät’ prirodzené č́ıslo a to môže kódovat’

konečné postupnosti. Jedným č́ıslom teda môžeme kódovat’ aj postupnost’ po-
stupnost́ı prirodzených č́ısel. Gödel takto kódoval dôkaz ako postupnost’ formúl,
pričom každá formula bola postupnost’ znakov. Podobne by sme mohli kódovat’

výpočet ako postupnost’ konfigurácii, kde každá konfigurácia je postupnost’ zna-
kov. Aj pri našom kódovańı sme mohli zobrat’ dve prvoč́ısla p1, p2, pričom cifry
č́ısla (pri základe p1) by boli jednotlivé konfigurácie a každá cifra by bola jedno
vel’ké č́ıslo, ktorého cifry (pri základe p2) by boli jednotlivé poĺıčka. Avšak, ako
vieme z programovania, dvojrozmerné polia sa dajú simulovat’ jednorozmernými.

14.2 Gödelove vety

V predchádzajúcej kapitole sme si ukázali trochu slabšiu verziu Gödelovej vety
– jednak sme ukázali iba to, že nejaká nedokázatel’ná veta existuje, neukázali

3stač́ı zobrat’ napŕıklad s = k! pre k > n
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sme žiadnu konkrétnu takúto vetu, jednak sme predpokladali, že naša teória je
korektná, hoci stač́ı, aby bola bezosporná (pre každú formulu ψ sa dá dokázat’

najviac jedna z dvojice ψ a ¬ψ). Dôkaz je podobný ako ten, že problém zasta-
venia nie je rekurźıvny:

Uvažujme nasledovný program Popleť. Ten na vstupe dostane kód ne-
jakého Turingovho stroja M a začne hl’adat’ dôkaz π tvrdenia φM (〈M〉) alebo
tvrdenia ¬φM (〈M〉). Pripomeňme, že dôkazy sú len konečné ret’azce, takže ich
vieme postupne enumerovat’ a ak sa v teórii aritmetiky dá dokázat’, že M na
vstupe 〈M〉 zastane, alebo že sa zacykĺı, tak ten dôkaz v konečnom čase nájdeme.
Náš program Popleť však sprav́ı nasledovnú habad’úru: ak nájde dôkaz, že
M(〈M〉) zastane, tak sa zacykĺı a ak nájde dôkaz, že M(〈M〉) sa zacykĺı, tak
zastane.

Vytvorme teraz program Naopak = Popleť(〈Popleť〉), teda Naopak
iba spust́ı Popleť na svojom vlastnom kóde. Otázka za milión: ako sa správa
Naopak? Zastav́ı? Zacykĺı sa?

Všimnime si, že Popleť skúma, ako sa správa stroj M na svojom vlastnom
kóde. Ked’ teda programu Popleť podhod́ıme jeho vlastný kód, bude skúmat’,
ako sa správa na vlastnom kóde – dostali sme autoreferenciu – program Naopak
bude skúmat’ sám seba! Ak nájde dôkaz, že zastane, tak sa zacykĺı a ak nájde
dôkaz, že sa zacykĺı, tak zastane, čo je spor.

Nemôže byt’ preto dokázatel’ná

ani veta Γ ≡ φPopleť,〈Popleť〉 ani jej negácia ¬φPopleť,〈Popleť〉.

Existencia dôkazu by znamenala, že program sprav́ı opak a bolo by dokázatel’né
nepravdivé tvrdenie.

Ba čo viac: Ak hocijaký program zastane, tak to vieme dokázat’ a dokonca v
teórii aritmetiky, napŕıklad z Peanových axióm – existuje totiž konkrétne č́ıslo,
ktoré kóduje tento konečný výpočet a stač́ı overit’, že toto č́ıslo sṕlňa všetky
podmienky. To znamená, že keby program Naopak zastal, tak v aritmetike
vieme dokázat’ vetu Γ. Nech π je lexikograficky najmenš́ı, prvý dôkaz tvrdenia
Γ alebo negácie ¬Γ. Ak π je dôkaz tvrdenia ¬Γ, tak máme sporný systém. Ak
je však π dôkaz Γ, tak by sme mali vediet’ dokázat’, že po konečnom počte
krokov Naopak preveŕı všetky predchádzajúce dôkazy, tie nevyhovujú a pŕıde
až k π, oveŕı ho a presvedč́ı sa, že je to korektný dôkaz a zacykĺı sa. Tento celý
argument (že existuje nejaký konečný výpočet, ktorý sa dostane až do bodu, kde
sa program zacykĺı) sa dá sformalizovat’ ako dôkaz v teórii aritmetiky a opät’

dostávame, že existuje dôkaz pre ¬Γ. Takže ak program zastane, naša teória je
sporná. Ak predpokladáme, že sporná nie je, potom Naopak nezastane, zároveň
sa to však nedá dokázat’.

Veta 14.2 (Gödelova veta o neúplnosti). Majme l’ubovol’nú rozumnú axi-
omatizáciu aritmetiky (napŕıklad Peanove axiómy). Ak je takáto teória bezo-
sporná, tak je neúplná.

� Dôkaz. Veta ¬Γ je pravdivá, ale nedokázatel’ná. �
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Veta 14.3 (Druhá Gödelova veta o neúplnosti). L’ubovol’ná dostatočne
silná teória obsahujúca aritmetiku (napŕıklad Peanove axiómy) nevie dokázat’

vlastnú bezospornost’.

� Náznak dôkazu. Bezospornost’ nejakej teórie sa dá zaṕısat’ napŕıklad ako
BSPT ≡6∃π : DôkazT (π, 〈0 = 1〉). V odstavci

”
Ba čo viac:“ vyššie máme slovný

dôkaz, že ak je teória bezosporná, tak veta ¬Γ je pravdivá. V dostatočne sil-
nej teórii sa tento slovný dôkaz dá preṕısat’ do formálneho dôkazu tvrdenia
BSPT → ¬Γ. Ak by sa v T dala dokázat’ jej vlastná bezospornost’, spojeńım
týchto dôkazov by sme dostali dôkaz ¬Γ a to je spor. �

14.3 Aritmetická hierarchia

Na záver si ešte neodpust́ıme pár slov o aritmetickej hierarchii (AH), ktorá bola
inšpiráciou pre polynomiálnu hierarchiu (PH), ktorú sme študovali v kapitole 6.
Jediný rozdiel je ten, že budeme hovorit’ o konečnom čase (nie polynomiálnom).
Teda namiesto triedy P budeme uvažovat’ rekurźıvne jazyky REC, namiesto po-
lynomiálnej redukcie budeme mat’ rekurźıvnu redukciu (v konečnom čase).

Spodok hierarchie tvoria rekurźıvne jazyky ∆1 = REC, rekurźıvne vyč́ıslitel’né
jazyky Σ1 = RE a ich komplementy Π1 = coRE. Vo všeobecnosti Πn = coΣn.

AH môžeme definovat’ cez rekurźıvne predikáty:

• Σk je trieda jazykov, pre ktoré existuje rekurźıvna relácia R taká, že x ∈
L⇐⇒ ∃y1∀y2∃ · · ·Qyk(x, y1, . . . , yk) ∈ R

• Πk je trieda jazykov, pre ktoré existuje rekurźıvna relácia R taká, že x ∈
L⇐⇒ ∀y1∃y2∀ · · ·Qyk(x, y1, . . . , yk) ∈ R

. . . alebo cez orákulá:

REC ⊆ RE ⊆ RERE ⊆ RERERE ⊆ RERERERE

⊆ · · ·

= = = = =

Σ0 Σ1 Σ2 Σ3 Σ4

Vo všeobecnosti ∆n+1 = RECΣn , Σn+1 = REΣn a Πn+1 = coREΣn .
Rôzne úrovne majú svoje prirodzené úplné problémy. Napŕıklad

• problém zastavenia je Σ1-úplný,

• problém prázdnosti (pre daný stroj M , je L(M) = ∅?) je Π1-úplný,

• problém totálnosti (zastane M na každom vstupe?) je Π2-úplný,

• problém fińıtnosti (je množina L(M) konečná?) je Σ2-úplný,

• problém kofińıtnosti (je doplnok L(M) konečný?) je Σ3-úplný.

Na rozdiel od polynomiálnej hierarchie vieme o tej aritmetickej dokázat’ viac:
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1. ∆n = Σn∩Πn (teda plat́ı rovnost’, napŕıklad REC = RE∩coRE; v PH vieme
dokázat’ iba inklúziu, napŕıklad P ⊆ NP ∩ coNP, ale nevieme, či sú tieto
triedy rovnaké),

2. AH je striktná – vieme dokázat’, že Σk ⊂ ∆k+1 ⊂ Σk+1; napŕıklad spomı́naný
problém zastavenia patŕı do RE, ale nie do REC; ked’že hierarchia je
striktná, problémy úplné pre nejakú úroveň hierarchie nemôžu patrit’ o
úroveň nižšie

Viac sa čitatel’ dozvie na teórii vypoč́ıtatel’nosti. Túto kapitolu zakončime
ešte uvedomeńım, že tak, ako sme dokázali zostrojit’ formulu pre problém zasta-
venia, vieme zostrojit’ formulu pre l’ubovol’ný problém z AH: vieme totiž defino-
vat’ všetky rekurźıvne predikáty (existuje akceptačný výpočet) a každý problém
v AH sa dá zaṕısat’ pomocou takéhoto predikátu a niekol’kých kvantifikátorov.
Naopak, problém rozhodnút’, či je daná formula pravdivá patŕı do AH – na
ktorú úroveň, zálež́ı od počtu kvantifikátorov – takže rozhodovanie pravdivosti
pre aritmetické problémy je rovnako t’ažké, ako celá aritmetická hierarchia.

Existujú aj
”
t’ažšie“ problémy? Ale pravdaže. Stále plat́ı, že formúl je len

spoč́ıtatel’ne nekonečne vel’a, zatial’̌co všetkých problémov (jazykov) je nespoč́ıtatel’ne
nekonečne vel’a. Ešte t’ažšie problémy dostaneme, ak povoĺıme kvantifikáciu nie-
len cez č́ısla, ale aj cez funkcie a relácie. Takáto logika druhého rádu potom
definuje tzv. analytickú hierarchiu, ktorá obsahuje celú AH a ešte aj problémy
ovel’a t’ažšie. Pojednanie o nich je už však nad rámec tohto textu.

Úlohy

• Dokážte, že teória Th(N, <, ·) je nerozhodnutel’ná. (Dokážte, že pomocou
< a · sa dá dodefinovat’ funkcia nasledovńık s : x 7→ x + 1 a všeobecne
sč́ıtanie.)

• Dokážte, že Th(Z,+, ·) je nerozhodnutel’ná. (Ako dodefinujeme reláciu ≤?)

Literatúra



Kapitola 15

Zložitost’ teóríı sč́ıtania

V tejto kapitole sa pozrieme na dve slabšie teórie:

• tzv. Presburgerovu aritmetiku Th(N,+,=, 0, 1) a

• teóriu reálnych č́ısel so sč́ıtańım Th(R,+,≤, 0, 1).

Ukážeme, že problém rozhodnutel’nosti je v oboch pŕıpadoch riešitel’ný, ale

• pre Th(R,+,≤) patŕı niekde medzi NEXP a EXPSPACE a

• Presburgerova aritmetika Th(N,+,=) je niekde medzi 2NEXP a 2EXPSPACE
(dvojito-exponenciálny čas a priestor).

To
”
niekde medzi“ sa dá povedat’ aj presneǰsie. Pripomeňme defińıciu triedy

STA(s(n), t(n), a(n)) jazykov, ktoré sa dajú rozoznat’ v priestore O(s(n)), čase
O(t(n)), s pomocou a(n) alternácíı. Pripomeňme tiež, alternujúci čas sa zhruba
rovná priestoru, napŕıklad AEXP = EXPSPACE a 2AEXP = 2EXPSPACE. Spo-
mı́nané problémy rozhodnutel’nosti sú úplné pre triedy s lineárne vel’a alterná-
ciami, čo je naozaj niekde medzi nedeterminizmom (len jedna alternácia) a
neobmedzenou alternáciou. Konkrétne teória reálnych č́ısel je STA(∗, 2O(n), n)-

úplná a Presburgerova aritmetika STA(∗, 22O(n)

, n)-úplná.

15.1 Horné odhady

Teória usporiadania

Skôr ako sa pust́ıme do reálnych č́ısel so sč́ıtańım, ako rozcvičku uvažujme teóriu
Th(R,≤). Takáto teória sa dá poṕısat’ axiómami pre tzv. husté lineárne uspo-
riadanie bez koncových bodov:

• rovnost’: relácia = je reflex́ıvna, symetrická a tranzit́ıvna,

• čiastočné usporiadanie: relácia ≤ je reflex́ıvna, antisymetrická a tran-
zit́ıvna,

193
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• linearita: pre každé x, y je x ≤ y alebo y ≤ x,

• hustota: pre každé x < z existuje y striktne medzi nimi: x < y < z,

• neexistencia koncových bodov: pre každé x existuje ostro menš́ı a ostro
väčš́ı prvok.

Rovnaké axiómy sṕlňa Th(Q,≤).
Je táto teória rozhodnutel’ná? A aká je zložitost’?

Veta 15.1. Problém rozhodnút’, či je tvrdenie z Th(R,≤) pravdivé, je PSPACE-
úplný.

� Dôkaz. Ťažkost’: Redukciou z QBF. Formulu Q1x1 · · ·Qnxnφ(~x) zakódu-
jeme tak, že každú booleovskú premennú xi nahrad́ıme dvojicou reálnych pre-
menných xi, yi, pričom xi ≤ yi bude znamenat’ dajme tomu True a xi > yi
False. Napŕıklad

∀x1∃x2 : (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2)

↓
∀x1, y1∃x2, y2 : (x1 ≤ y1 ∨ x2 > y2) ∧ (x1 > y1 ∨ x2 ≤ y2).

Vo všeobecnosti, hovoŕıme, že štruktúra je netriviálna, ak má aspoň jednu
reláciu R takú, že R(~a) a ¬R(~b) pre nejaké k-tice ~a,~b. Rozhodovaćı problém je
pre netriviálne štruktúry aspoň PSPACE-t’ažký.

PSPACE algoritmus: Na malú chv́ıl’u sa sprvoti možno človek zháči, že ked’

pracujeme s reálnymi č́ıslami, budeme musiet’ skúšat’ a overovat’ nekonečne vel’a
hodnôt. Ale nie je to tak. Predstavme si, že formula zač́ına napŕıklad ∀x∃y∀z · · · :
ϕ(x, y, z, . . .). Za x stač́ı zvolit’ jedinú možnost’: x = 0. Prečo? Nuž pre hocakú
inú možnost’ a ∈ R dostaneme rovnaký výsledok, pretože ak všetky hodnoty
posunieme o a, hodnota ϕ sa nezmeńı. Pod’me teraz vybrat’ y. Tvrd́ım, že stač́ı
vybrat’ tri hodnoty, napŕıklad: 0,+1 a −1. Prečo? Pre l’ubovol’nú inú vol’bu
b 6= 0 by sme mohli všetky hodnoty predelit’ |b| a hodnota ϕ by sa nezmenila.
Jednoducho ϕ rozlǐsuje len vzájomnú polohu bodov (či sú vl’avo/vpravo), nič iné
(nezálež́ı napŕıklad na vzdialenosti bodov). Intuit́ıvne nemuśıme skúšat’ všetky
x, y, z, . . . ∈ R; stač́ı všetky neostré lineárne usporiadania. Ak už máme vybraté
nejaké body, pre každú d’aľsiu premennú stač́ı vyskúšat’ jeden z nich, č́ıslo menšie
alebo väčšie ako všetky ostatné a č́ıslo medzi každou dvojicou.

Trochu formálneǰsie: majme formulu Q1x1 · · ·Qnxnφ(~x). Definujme reláciu

ekvivalencie na n-ticiach ~a ≡ ~b, ak vzájmné poradie členov ai je rovnaké ako
vzájomné poradie bi. Potom plat́ı:

~a ≡ ~b =⇒ |= φ(~a)⇐⇒ |= φ(~b)

Nie je problém v polynomiálnom priestore, resp. s lineárnym počtom al-
ternácíı prezriet’ všetky možné vzájomné poradia (pre každé i, j máme xi < xj ,
xi = xj , alebo xi > xj). �
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`1

`2

`3
`4

(a) Priamky `1, . . . , `4 vo φ (∗) roz-
delia rovinu na 11 oblast́ı. Šedou
farbou sú vyznačené body, kde je
φ(x, y) pravdivá.

(b) Rozdelenie priestoru v 3D. Af́ınne fun-
kcie sú roviny, ktoré rozdelia R3 na niekol’ko
konvexných mnohostenov.

Obr. 15.1

Teória reálneho sč́ıtania

Geometria

V teórii bez násobenia sa atomické formuly skladajú iba zo súčtu premenných
a konštánt. Zaved’me skratku

n× x = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n

.

Ked’že z rovnosti p× x = q × y vyplýva, že y = (p/q)× x a v d’aľśıch výrazoch
môžeme použ́ıvat’ y, môžeme rovno povolit’ racionálne konštanty. V takom pŕıpade
môžeme ṕısat’ atomické formule (po prehodeńı na jednu stranu) v tvare

∑

i

ai × xi R b (ai, b ∈ Q),

čo sú lineárne (ne)rovnice (odtial’ tiež názov
”
lineárna reálna aritmetika“).

Vezmime si napŕıklad formulu ∀x : ∃y : φ(x, y), kde

φ(x, y) =
[(

(y − 3x > 3) ∨ (y > 2)
)
∧ (y − x < 1)

]

∨
[
(y < 2) ∧ (y − x > 1) ∧

(
(x+ y > 1)↔ (y − 3x > 3)

)]
(∗)
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Je táto formula pravdivá? V dvoch rozmeroch si môžeme nakreslit’ obrázok
a – pozriem a vid́ım. Nerovnosti vo φ sú definované priamkami

y = −x+ 1 (`1)

y = 2 (`2)

y = x+ 1 (`3)

y = 3x+ 3 (`4)

Ak si ich narysujeme a vyznač́ıme oblasti, kde je formula φ(x, y) pravdivá,
dostaneme obrázok 15.1a. Z neho vidno, že ∀x : ∃y : φ(x, y) je nepravdivá,
ale ∀y : ∃x : φ(x, y) je pravdivá.

Na obrázku 15.1b je znázornený pŕıklad v troch rozmeroch (s tromi pre-
mennými). Vo všeobecnosti lineárne funkcie definujú roviny, ktoré priestor roz-
delia na konečne vel’a oblast́ı, kde sa pravdivostná hodnota formule nemeńı. Stač́ı
teda vyskúšat’ jeden bod z každej oblasti, plus samozrejme body na hraniciach:
z každej strany, každej hrany, každého vrcholu.

Každá uzavretá oblast’ je konvexný mnohosten, ktorý vieme poṕısat’ jeho
vrcholmi v1, v2, . . . , vm ∈ Rd. Všetky body mnohostenu sú konvexné kombinácie
vrcholov, teda

∑
λivi, kde λi ≥ 0 a

∑
λi = 1. Nekonečné oblasti vieme poṕısat’

množinou vrcholov v1, . . . , vm ∈ Rd a
”
lúčov“ y1, . . . , y` ∈ Rd. Body v tejto

oblasti sa dajú zaṕısat’ v tvare
∑
λivi +

∑
µjyj , kde λi, µj ≥ 0 a

∑
λi = 1.

Eliminácia premenných a kvantifikátorov

Druhý možný pohl’ad na teóriu lineárnej aritmetiky je výpočtový – cez eli-
mináciu premenných a kvantifikátorov. Ked’že riešenie sústav lineárnych rovńıc
a lineárne programovanie sú špeciálnym pŕıpadom lineárnej aritmetiky, pod’me
sa najskôr pozriet’, ako sa dá robit’ eliminácia pri takýchto problémoch.

Sústavy lineárnych rovńıc

Ax = b

sú špeciálnym pŕıpadom formule, ktorá sa skladá iba z existenčných kvanti-
fikátorov, všetky atómy sú rovnosti pospájané spojkou

”
a zároveň“ (∧).

Sústavy rovńıc sa dajú riešit’ dobre známou Gaussovou elimináciou: Vybe-
rieme si premennú, ktorú chceme eliminovat’, vyjadŕıme ju z niektorej rovnice
pomocou ostatných premenných:

xd = (a1x1 + a2x2 + · · ·+ ad−1xd−1 + b)/ad

a tento výraz dosad́ıme do všetkých ostatných rovńıc. Rovnicu pre xd môžeme
zahodit’ a pokračovat’ so zvyškom.

Trochu menej známe už je lineárne programovanie

Ax ≤ b,



15.1. Horné odhady 197

čo je v zásade sústava lineárnych nerovńıc1, čo je opät’ špeciálny pŕıpad for-
mule iba s existenčnými kvantifikátormi, kde atómy sú neostré nerovnosti (≤)
pospájané spojkou

”
a zároveň“ (∧).

Hoci sa lineárne programy dajú riešit’ v polynomiálnom čase, my si ukážeme
menej efekt́ıvnu metódu riešenia pomocou tzv. Fourierovej-Motzkinovej eliminá-
cie premenných: Vyberieme si premennú, ktorú chceme eliminovat’ a vyjadŕıme
ju z každej nerovnice pomocou ostatných premenných. Dostaneme nerovnice
tvaru

xd ≥ `i(x1, x2, . . . , xd−1)

xd ≤ uj(x1, x2, . . . , xd−1)

+ zvyšné nerovnice, ktoré neobsahujú xd

kde `i, uj sú lineárne funkcie (tam, kde bol koeficient pri xd záporný, sa po
predeleńı zmeńı ≤ na ≥). Kedy má táto sústava riešenie? Zjavne vtedy (pozri
obrázok 15.2a), ked’ sú všetky horné hranice väčšie alebo rovné ako všetky dolné
hranice. Nerovnice s xd preto môžeme nahradit’ i× j nerovnicami tvaru

`i(x1, x2, . . . , xd−1) ≤ uj(x1, x2, . . . , xd−1).

V najhoršom pŕıpade dostaneme až Θ(n2) nerovńıc, zato máme o jednu pre-
mennú menej. Po d− 1 krokoch nám ostane jediná premenná a triviálne nerov-
nice, z ktorých [maxi `i,minj uj ] definuje interval pŕıpustných hodnôt – program
má riešenie práve vtedy, ked’ je neprázdny. Algoritmus je v najhoršom pŕıpade
až exponenciálny, na druhej strane je to inšpirácia, ako by sa mohli rozhodovat’

všeobecné formuly v lineárnej aritmetike.
Hlavná myšlienka eliminácie premenných a kvantifikátorov je, že pre každú

formulu tvaru (Q1x1) · · · (Qdxd)φ(x1, . . . , xd) vieme vytvorit’ (omnoho dlhšiu,
ale) ekvivalentnú formulu bez kvantifikátorov φ′, ktorú triviálne vyhodnot́ıme.
Kvantifikátorov sa budeme zbavovat’ postupne,

”
zvnútra smerom von“, to zna-

mená v porad́ı od najvnútorneǰsieho (Qdxd) až po vonkaǰśı kvantifikátor (Q1x1).
Ak je Qd univerzálny kvantifikátor, môžeme ho zamenit’ za existenčný, ked’že

∀x : φ⇐⇒ ¬∃x : ¬φ. Predstavme si, že hodnoty x1, . . . , xd−1 sme už zafixovali.
Vyjadrime z každej (ne)rovnice xd pomocou ostatných premenných:

xd Q ti(x1, . . . , xd−1) = ci,0 +

d−1∑

j=1

ci,jxj

Aké hodnoty xd prichádzajú do úvahy? Situácia je znázornená na obrázku 15.2b.
Hodnoty ti nám rozdelia č́ıselnú os na konečne vel’a úsekov, pričom v jednot-
livých intervaloch sa pravdivostná hodnota φ nemeńı. Stač́ı teda za xd zvo-
lit’

”
−∞“,

”
+∞“ (v úvodzovkách, to znamená nejakú hodnotu menšiu/väčšiu

ako všetky ostatné), body t1, t2, . . . , t7, alebo
”
niečo medzi nimi“. Ked’že ne-

vieme, v akom porad́ı sú body ti (porade bude závisiet’ od x1, . . . , xd−1), môžeme
vyskúšat’ body v strede medzi l’ubovol’nou dvojicou: (ti + tj)/2.

1v praxi väčšinou nehl’adáme len nejaké riešenie, ale také, čo maximalizuje nejakú lineárnu
funkciu premenných
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`3 `1 `2 `4 u2 u1 u3≤ x ≤
(a) V lineárnom programovańı potrebujeme splnit’ všetky nerovnosti tvaru `i(~x′) ≤
x ≤ uj(~x′) naraz, čo zodpovedá formuli

∧
i x ≥ `i(~x′) ∧

∧
j x ≤ uj(~x′). LP má riešenie

práve vtedy, ak sú všetky horné hranice väčšie ako všetky dolné.

t2 t6 t5 t3 t1 t7 t4
(b) V teórii Th(R,+) sú atomické formuly pospájané logickými spojkami do l’ubovol’ne
zložitej formule φ, stále však plat́ı, že ak by sme zafixovali hodnoty všetkých ostatných
premenných, horné a dolné hranice rozdelia os x na konečne vel’a intervalov, na ktorých
sa pravdivostná hodnota nemeńı. Nemuśıme teda skúšat’ všetky hodnoty x – stač́ı
vyskúšat’ hodnotu úplne vl’avo (

”
−∞), úplne vpravo (

”
+∞), jednu z hodnôt ti(~x) a

hodnoty medzi nimi.

Obr. 15.2

To znamená, že vo formule φ(xd) = φ(x1, . . . , xd) nahrad́ıme (ne)rovnice s xd
nasledovne:

∃xd : φ(xd) ⇐⇒ φ(−∞) ∨ φ(+∞) ∨
∨

i

φ(ti) ∨
∨

i 6=j
φ

(
ti + tj

2

)

(kde ti mysĺıme ako skrátený zápis pre ti(x1, . . . , xd−1)). Formule tvaru φ(±∞)
môžeme ihned’ zjednodušit’, ked’že

+∞ ≥ hocičo ; True,

+∞ ≤ hocičo ; False,

±∞ = hocičo ; False.

Ešte lepšie riešenie dostaneme s pomocou infinitesimálnych (nekonečne ma-
lých) č́ısel (Loos a Weispfenning, 1993). Nech ε > 0 je hodnota menšia ako
l’ubovol’né kladné reálne č́ıslo, takže ak ti < tj , tak aj ti + ε < tj . Potom

∃xd : φ(xd) ⇐⇒ φ(−∞) ∨ φ(+∞) ∨
∨

i

φ(ti) ∨
∨

i

φ(ti + ε)

a počet (ne)rovńıc bude rást’ len lineárne, nie kvadraticky. Formulu vieme následne
zjednodušit’ a infinitesimálnych hodnôt sa zbavit’, napŕıklad:

ti + ε = tj ; False,

ti + ε < tj ; ti < tj ,

ti + ε ≤ tj ; ti < tj ,

ti + ε > tj ; ti ≥ tj .
V najhoršom pŕıpade nám počet atómov narastie až na dvojnásobok a kým

eliminujeme všetky premenné, môže ich byt’ exponenciálne vel’a.
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Kol’ko bitov potrebujeme na zápis riešenia?

Ukázali sme si dva možné pŕıstupy k riešeniu:
”
geometrický“, kde poč́ıtame

všetky oblasti a elimináciu kvantifikátorov. Pri oboch pŕıstupoch nám potenciálne
môžu vznikat’ pomerne vel’ké č́ısla, respekt́ıve koeficienty sú racionálne č́ısla s
pomerne vel’kým čitatel’om a menovatel’om. Vyvstáva prirodzená otázka, kol’ko
bitov vlastne potrebujeme na ich reprezentáciu? Táto otázka taktiež vedie k
tretiemu možnému pŕıstupu:

Pre racionálne č́ıslo x = ±p/q (kde p, q ∈ N) definujme vel’kost’ ||x|| =
max(p, q). Č́ıslo x vieme zaṕısat’ pomocou O(log ||x||) bitov. Budeme ṕısat’ x �
M , ak ||x|| ≤ M , teda x = p/q, kde čitatel’ aj menovatel’ sú menš́ı ako M . Ak
vieme, že všetky racionálne č́ısla, ktoré vzniknú pri riešeńı predchádzajúcimi
pŕıstupmi, majú čitatel’ aj menovatel’ maximálne M , potom

(Q1x1)(Q2x2) · · · (Qdxd)φ(x1, . . . , xd)

⇐⇒
(Q1x1 �M)(Q2x2 �M) · · · (Qdxd �M)φ(x1, . . . , xd)

To znamená, že namiesto neobmedzených kvantifikátorov ∀, ∃ stač́ı vyskúšat’

konečne vel’a racionálnych č́ısel vel’kosti najviac M .

Ukážeme si, že č́ısla, ktoré nám pri výpočtoch vzniknú, môžu byt’ až dvo-
jito exponenciálne – to znamená, že len na reprezentáciu jedného takého č́ısla
potrebujeme exponenciálnu pamät’. Z tohto už potom vyplýva, že

Veta 15.2 (Ferrante a Rackoff (1975), Berman (1980)). Lineárna arit-
metika je rozhodnutel’ná v EXPSPACE a presneǰsie v exponenciálnom čase s
lineárnym počtom alternácíı:

Th(R,+,≤, 0, 1) ∈ STA(∗, 2O(n), n).

Presburgerova aritmetika

Cooper (1972), analýza Oppen (1978):

1. Zbav́ıme sa negácie, preṕı̌seme atómy tak, aby nám ostali iba <, \, /\.
(Napŕıklad x = a 7→ a− 1 < x ∧ x < a+ 1.)

2. Nech d je najmenš́ı spoločný násobok všetkých koeficientov pri x. Všetky
nerovnice rozš́ırime, aby bol koeficient x vždy d. Formulu ∃x : φ(d × x)
teraz môžeme nahradit’ ∃x : d \ x ∧ φ(x).

3. Ostávajú nám atómy tvaru a) x < ui, b) `i < x, c) di \ x + yi a d)
di /\ x+ yi. Nech D je najmenš́ı spoločný násobok všetkých di.

∃x : φ(x)⇐⇒
D∨

k=1

φ−∞(k) ∨
D∨

k=1

∨

`i

φ(`i + k)
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`1

`2

`3
`4

Obr. 15.3

φ−∞(k) je formula, kde atómy typu a) nahrad́ıme True, atómy typu b)
nahrad́ıme False a vo zvyšku x nahrad́ıme k. Pŕıpadne, ak je atómov
typu a) menej ako atómov typu b), výhodneǰsie je:

∃x : φ(x)⇐⇒
D∨

k=1

φ∞(−k) ∨
D∨

k=1

∨

ui

φ(ui − k)

Nelineárna reálna aritmetika

Th(R,+, ·,≤) je rozhodnutel’ná v EXPSPACE (Ben-Or a spol., 1984).

15.2 Dolné odhady

Reálne č́ısla

Spravme si malú sút’až: Skúste formulou d́lžky n v lineárnej teórii reálnych č́ısel,
teda pomocou premenných a symbolov 0, 1,+,=,∃,∀, zadefinovat’ čo najväčšie
prirodzené č́ıslo M .

Jedna triviálna možnost’ je:

∃M : M = 1 + 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

.
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Takto však formulou d́lžky O(n) dosiahneme iba č́ıslo n. Dá sa definovat’ väčšie
č́ıslo?

Samozrejme:

∃M,k1, . . . , kn : k1 = 1 + 1 ∧ k2 = k1 + k1 ∧ k3 = k2 + k2 ∧ · · · ∧M = kn.

Takto formulou d́lžky O(n) dosiahneme č́ıslo vel’kosti rádovo M = O(2n). To je
trochu lepšie, ale stále nie dost’ dobré. Pŕıdete na to, ako sa dá definovat’ ešte
väčšie č́ıslo?

Riešenie: Nebudeme definovat’ priamo č́ıslo K, ale pôjdeme na to cez funkcie
– definujeme akciu

”
násobenie č́ıslom K“. Ak už máme funkciu f(z) = K × z a

aplikujeme ju dvakrát, dostaneme novú funkciu f ′(z) = f(f(z)) = K×(K×z) =
K2×z, ktorá násob́ı K2. Opakovaným umocňovańım na druhú źıskame dvojito-

exponenciálnu funkciu, ked’že
(
22k
)2

= 22×2k = 22k+1

.

Takýmto spôsobom indukciou definujeme funkcie fk : z 7→ 22k · z. Plat́ı:

x = f0(z)⇐⇒ x = z + z

x = fk+1(z)⇐⇒ ∃t : x = fk(t) ∧ t = fk(z).

Nakoniec M definujeme ako M = fk(1).
Tento pŕıstup má len jedinú chybičku: v indukčnom kroku v defińıcii fk+1

použijeme fk dvakrát a teda d́lžka formule sa aspoň zdvojnásob́ı. Na formulu
d́lžky O(n) tak môžeme ı́st’ len log n krokov a vyrob́ıme opät’ len č́ıslo rádovo
exponenciálne.

Čo s tým? (Nápoveda: Všimnite si, že sme dosial’ použ́ıvali iba existenčné
kvantifikátory.)

Spomeňme si na rovnaký trik, aký sme použili pri dôkaze, že QBF je PSPACE-
úplný problém. V programovańı sa to volá

”
code reuse“: kód pre

”
dačo =

fk(dačo)“ máme zbytočne dvakrát (tzv.
”
copy pasta“). Pritom to, čo sme chceli,

je iba použit’ fk dvakrát, ale s rôznymi parametrami (nie definovat’ dvakrát). Dá
sa to takto:

x = fk+1(z)⇐⇒ ∃t : ∀X,Z :

[
(X = x ∧ Z = t) ∨
(X = t ∧ Z = z)

]
→ X = fk(Z).

(Č́ıtaj: X = fk(Z) pre dvojicu X,Z = x, t aj pre dvojicu X,Z = t, z.) Takto je
kód fk+1 len o konštantu dlhš́ı ako kód fk.

Ak konštrukciu n-krát ziterujeme, dostaneme formulu d́lžky O(n), ktorá
kóduje M = O(22n), teda dvojito-exponenciálne č́ıslo – č́ıslo, ktoré má expo-
nenciálne vel’a cifier.

Napŕıklad formula

∃M : (∃t3 : ∀x3, z3 : [(x3 = M ∧ z3 = t3) ∨ (x3 = t3 ∧ z3 = 1)]→
(∃t2 : ∀x2, z2 : [(x2 = x3 ∧ z2 = t2) ∨ (x2 = t2 ∧ z2 = z3)]→

(∃t1 : ∀x1, z1 : [(x1 = x2 ∧ z1 = t1) ∨ (x1 = t1 ∧ z1 = z2)]→
(∃t0 : ∀x0, z0 : [(x0 = x1 ∧ z0 = t0) ∨ (x0 = t0 ∧ z0 = z1)]→

x0 = z0 + z0))))
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definuje f4(1) = 224

= 65 536. (Ak ju č́ıtame odzadu, tak posledný riadok je
x0 = f0(z0), predposledný x1 = f1(z1) = f0(f0(z0)︸ ︷︷ ︸

t0

), atd’., až M = f3(f3(1)︸ ︷︷ ︸
t3

).)

OK, po tejto rozcvičke prejdime na skutočnú sút’až: Skúste zadefinovat’ for-
mulu pre násobenie čo najväčš́ıch celých č́ısel.

V R+ sa, samozrejme, nedá definovat’ násobenie l’ubovol’ne vel’kých priro-
dzených č́ısiel – z toho by totiž vyplývala nerozhodnutel’nost’ a R+ je rozhod-
nutel’ná. Na druhej strane, násobenie celých č́ısel v nejakom rozsahu, povedzme
[M ] = {0, 1, 2, . . . ,M − 1} sa dá definovat’ – triviálny spôsob je zadrátovat’

výsledok pre všetky dvojice:

x = k × z,pre k, z ∈ [M ] ≡
∨

a,b∈[M ],c=a·b
(x = c ∧ k = a ∧ z = b)

Motivácia? Podl’a dôkazu Gödelovej vety z predchádzajúcej kapitoly vieme
s pomocou násobenia poṕısat’ výpočty Turingovho stroja. Vieme zadefinovat’ for-
mulu φM (w), ktorá je pravdivá, ak M akceptuje slovo w. Ak dokážeme formulou

d́lžky n definovat’ násobenie pre t(n)-bitové č́ısla, śıce nedokážeme nerozhodnu-

tel’nost’, ale budeme vediet’ poṕısat’ výpočty TS d́lžky Ω(t(n)). Budeme vediet’

zadefinovat’ formulu φM (w), ktorá je pravdivá, ak M akceptuje slovo w na c·t(n)
krokov – a ako vieme, problém ∃w : φM (w) je NTIME(t(n))-t’ažký.

To znamená, že ak vieme
”
naprogramovat’“ násobenie č́ısel polynomiálnej

d́lžky, problém je NP-t’ažký. Ak vieme naprogramovat’ násobenie č́ısel expo-
nenciálnej d́lžky, problém je NEXP-t’ažký. A ak vieme naprogramovat’ násobenie
č́ısel dvojito-exponenciálnej d́lžky, problém je 2NEXP-t’ažký.

Ba čo viac, vieme zostrojit’ formulu ∃w1∀w2 · · ·Qwk : φM (w1#w2# · · ·#wk)
a tento problém je STA(∗, t(n), k)-t’ažký, teda rozhodnutel’nost’ bude t’ažká pre
triedu s lineárne vel’a alternáciami.

Takže ako na násobenie? Skúsme použit’ rekurziu (s tým, že báza bude niečo
ako x = 0× z ≡ x = 0, x = 1× z ≡ x = z a x = 2× z ≡ x = z + z).

Jednoduchá možnost’ je využit’, že

(k + 1)× z = k × z + z,

ale takto by sme sa d’aleko nedostali. Lepš́ı spôsob je rozdelit’ si úlohu na dva
pŕıpady – násobenie párnymi a nepárnymi č́ıslami:

(2k)× z = k × z + k × z
(2k + 1)× z = k × z + k × z + 1.

Takýmto spôsobom ak vieme násobit’ n-bitové č́ısla (symbol ×(n)), indukciou
definujeme násobenie (n+ 1)-bitových:

x = K ×(n+1) z ≡ ∃k, t : t = k ×(n) z ∧
[

(K = k + k ∧ x = t+ t) ∨
(K = k + k + 1 ∧ x = t+ t+ z)

]
.



15.2. Dolné odhady 203

Tým sme dokázali NP-t’ažkost’ rozhodnovania R+.
Ako dosiahneme násobenie ešte väčš́ıch č́ısel? Majme 2m-bitové č́ıslo k a

označme k1 prvých m bitov a k2 druhých m bitov. Inými slovami, naṕı̌sme k v
tvare k = 2m · k1 + k2. Potom

k ×(2m) z = (2m · k1 + k2)×(2m) z = 2m · (k1 ×(m) z) + (k2 ×(m) z).

Respekt́ıve pre m = 2n:

k ×(2n+1) z = (22n · k1 + k2)×(2n+1) z = 22n · (k1 ×(2n) z) + (k2 ×(2n) z).

Pripomeňme, že násobenie č́ıslom 22n sú funkcie fn, ktoré sme definovali vyššie.2

Takto postupne definujeme násobenie 1-, 2-, 4-, 8-, 16-, 32-, . . . bitovým č́ıslom
(x ani z nie sú obmedzené – môžu to byt’ dokonca reálne č́ısla, ale indukciou
vieme dokázat’, že k muśı byt’ celé č́ıslo).

Samozrejme, aby formula nebola pŕılǐs dlhá, namiesto copy pasty použijeme
trik s (∀vstup, výstup) a kód pre ×(2n) použijeme len raz:

x = k ×(2n+1) z ≡ ∃k1, k2, t1, t2 : k = fn(k1) + k2 ∧ x = fn(t1) + t2 ∧

∀k, t :

[
(k = k1 ∧ t = t1) ∨
(k = k2 ∧ t = t2)

]
→ t = k ×(2n) z.

Napŕıklad násobenie 16-bitovým č́ıslom (medzi 0 a 65535) by sme mohli defino-
vat’ formulou

x = w ×(16) z ≡
∃b1, b2, t1, t2 : w = f3(b1) + b2 ∧ x = f3(t1) + t2 ∧
∀(b, t) ∈ {(b1, t1), (b2, t2)} : ∃n1, n2, t3, t4 : b = f2(n1) + n2 ∧ t = f2(t3) + t4 ∧
∀(n, t) ∈ {(n1, t3), (n2, t4)} : ∃c1, c2, t5, t6 : n = f1(c1) + c2 ∧ t = f1(t5) + t6 ∧
∀(c, t) ∈ {(c1, t5), (c2, t6)} : (c = 0 ∧ t = 0) ∨ (c = 1 ∧ t = z) ∨

(c = 2 ∧ t = z + z) ∨ (c = 3 ∧ t = z + z + z).

(Č́ıtaj: slovo, word w sa skladá z dvoch bytov b1, b2 a každý byte tvoria dva

”
nibble“ (4 bity) a každý nibble tvoria dva

”
crumby“ (2 bity).)

Veta 15.3 (Fischer a Rabin (1998), Berman (1980)). Teória reálnych č́ısel
so sč́ıtańım Th(R,+,≤, 0, 1) je NEXP-t’ažká, presneǰsie STA(∗, 2O(n), n)-úplná.

� Dôkaz. Nech N = 2n a IN = {0, 1, 2, . . . , 2N − 1}. Ukázali sme, ako defino-
vat’ násobenie N -bitovým č́ıslom. Predikát x ∈ IN , teda x je N -bitové prirodzené
č́ıslo, defujeme ako x = x×(N)1. Z toho už dokážeme definovat’ delitel’nost’ (d \ x,
kde d, x ∈ IN ), prvoč́ısla (P ∩ IN ), mocniny prvoč́ısel a pracovat’ s i-tou cifrou

N -bitového č́ısla, či výpočtami d́lžky N bitov. �
2Druhá možnost’, bez použitia fn, je zaṕısat’ č́ıslo k v tvare k1 ×(m) k2 + k2 + k3, kde

k1, k2, k3 sú m-bitové č́ısla a

k ×(2m) z = (k1 ×(m) k2 + k2 + k3)×(2m) z

= k1 ×(m) (k2 ×(m) z) + (k2 ×(m) z) + (k3 ×(m) z).
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Presburgerova aritmetika

Začnime opät’ sút’ažou: Skúste naṕısat’ formulu d́lžky n, ktorá definuje čo najväčšie
prirodzené č́ıslo M∗.

V predošlej sekcii sme si ukázali formulu pre 22n a zdá sa, že väčšie č́ıslo sa
ani nedá. Zdanie však klame.

Pripomeňme, že okrem č́ısla 22n sme si zadefinovali násobenie N = 2n-
bitových č́ısiel . . . respekt́ıve násobenie N -bitovým č́ıslom(!), lebo vo výraze

”
x = k × z“ sú x a z neobmedzené – a tento rozdiel je podstatný.

V reálnych č́ıslach, ked’ sme chceli hovorit’ o celých č́ıslach a delitel’nosti,
museli sme pridat’ podmienku x ∈ IN . Napŕıklad defińıcia d \ x bola, že ∃q :
x = d × q, pričom q ∈ IN . Podmienka

”
q ∈ IN“ bola podstatná, pretože v

opačnom pŕıpade by bola pravda aj 7 \ 13, ked’že 13 = 7 × 1.857142 a to sa
nám nehod́ı napŕıklad ak chceme definovat’ prvoč́ısla.

Avšak v Presburgerovej aritmetike sú naš́ım univerzom prirodzené č́ısla –
každá premenná je automaticky prirodzené č́ıslo a delitel’nost’ d \ x môžeme
definovat’ ako ∃q : x = d × q, bodka. Praktický dôsledok? Vieme hovorit’ o
delitel’nosti l’ubovol’ne vel’kých č́ısel N -bitovým č́ıslom.

A ako nám to pomôže? Označme PN = P∩IN množinu N -bitových prvoč́ısel.
Č́ıslo M∗ bude ich súčin:

M∗ =
∏

p∈PN
p.

Môžeme ho definovat’ ako najmenšie č́ıslo, ktoré je delitel’né všetkýmiN -bitovými
prvoč́ıslami:

∃M∗ : (∀p ∈ PN : p \M∗)︸ ︷︷ ︸
delitel’né prvoč́ıslami z PN

∧ [∀M ′ : (∀p ∈ PN : p \M ′)︸ ︷︷ ︸
a každé iné č́ıslo

s touto vlastnost’ou. . .

→M∗ ≤M ′︸ ︷︷ ︸
. . . je väčšie

].

Č́ıslo M∗ sa prezýva tiež
”
primoriál“ (ako

”
faktoriál“, ale násob́ıme iba

prvoč́ısla), a znač́ı sa M∗ = 2N# =
∏
p≤2N p. Plat́ı, že x# = 2Θ(x), presneǰsie3

x# = e(1+o(1))x, takže pre dostatočne vel’ké n máme

M∗ = 2N# ≥ 22N = 222n

.

Záver: V PA vieme zadefinovat’ exponenciálne väčšie č́ıslo ako v R+.

A ako zadefinujeme formulu pre násobenie čo najväčš́ıch celých č́ısel? Použijeme
Č́ınsku zvyškovú vetu. Podl’a nej zobrazenie

x mod M∗ 7→ (x mod p1, . . . , x mod pk)

tvoŕı izomorfizmus okruhov ZM∗ ∼= Zp1
× · · · × Zpk . Takže

x ≡ y + z (mod M∗)⇐⇒ x ≡ y + z (mod p1) ∧ · · · ∧ x ≡ y + z (mod pk) a

x ≡ y · z (mod M∗)⇐⇒ x ≡ y · z (mod p1) ∧ · · · ∧ x ≡ y · z (mod pk).

3Vid’ Dusart (2010). Po zlogaritmovańı dostaneme lnx# = ln
∏
p≤x p =

∑
p≤x ln p, čo je

funkcia známa ako Čebyševova ϑ. V teórii č́ısel sa použ́ıva pri odhade počtu prvoč́ısel menš́ıch
ako x.
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Ďalej budeme použ́ıvat’ konvenciu, že malé ṕısmená (x, p, k, t) označujú pre-
menné ≤ M = 2N , teda N -bitové č́ısla a vel’ké ṕısmená (X,Y, Z,K,Q, T )
označujú premenné ≤M∗ s

”
vel’kými“ hodnotami. Takže postupne definujeme

X mod p = x ≡ ∃Q : X = p×(N) Q+ x ∧ x < p

X ≡ Y (mod p) ≡ X mod p = Y mod p

X ≡ K × Z (mod p) ≡ X ≡ (K mod p)×(N) Z (mod p)

≡ ∃x, k, t, T : X mod p = x ∧K mod p = k ∧
T = k ×(N) Z ∧ T mod p = t ∧ x = t

X = K × Z ≡ X,Y, Z ≤M∗ ∧ ∀p ∈ PN : X ≡ K × Z (mod p)

Veta 15.4 (Fischer a Rabin (1998), Berman (1980)). Presburgerova arit-

metika Th(N,+,=, 0, 1) je 2NEXP-t’ažká, presneǰsie STA(∗, 22O(n)

, n)-úplná.

Jeden algoritmus rozhodujúci Presburgerovu aritmetiku si ukážeme v na-
sledujúcej kapitole. Ten bude dost’ pomalý, existujú však efekt́ıvne algoritmy,

ktoré sa dajú implementovat’ v STA(∗, 22O(n)

, n) a dosahujú dolný odhad, ktorý
sme si dokázali (pozri Cooper (1972), Oppen (1978)).

Dostávame tak vel’mi presnú charakterizáciu problému rozhodnutel’nosti z
pohl’adu zložitosti. Je dokonca známe, ako počet striedańı kvantifikátorov a
počet premenných ovplyvňuje zložitost’: Ak označ́ıme PrA(i, j) tzv. Σi-fragment
Presburgerovej aritmetiky, tzn. formuly, ktoré obsahujú i blokov rovnakých
kvantifikátorov, prvý blok je existenčný, a každý blok má najviac j premenných,
tak problém rozhodnutel’nosti pre

• PrA(1, j) ∈ P

• PrA(1, ∗), existenčné formuly, je NP-úplný

• PrA(i+ 1, j) je ΣP
i -úplný

• PrA(i + 1, ∗) je ΣEXP
i -úplný (kde triedy ΣEXP

i = STA(∗, 2poly(n), i) tvoria
tzv. exponenciálnu hierarchiu – analogickú k polynomiálnej hierarchii).

Viac: pozri Haase (2018).

Úlohy

• Uvažujme jazyk predikátovej logiky s rovnost’ou a operáciami + a ×. Pre
danú formulu φ a n ≥ 2, aká je zložitost’ problému rozhodnutel’nosti pre
okruh Zn? T.j., aký t’ažký je problém rozhodnút’, či Zn |= φ?

• (Sontag, 1985) Aký t’ažký je problém rozhodnutel’nosti pre lineárnu arit-
metiku s fixným početom kvantifikátorov?

• Akú zložitost’ má teória reálnych č́ısel s funkciou śınus Th(R,+,×,=, sin)?
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Kapitola 16

S1S

S1S je druhorádová teória prirodzených č́ısel s nasledovńıkom, Th(N, s,∈).
To druhé

”
S“ je od slova successor , nasledovńık, čo je funkcia s : N → N

daná predpisom
n 7→ n+ 1.

No a to prvé
”
S“ je od slova second order . V predikátovej logike druhého rádu

máme nielen
”
obyčajné“ premenné x1, x2, x3, . . ., ktoré reprezentujú prirodzené

č́ısla, ale aj množinové premenné X1, X2, X3, . . .. Kvantifikovat’ môžeme nielen
cez č́ısla, ale aj cez množiny, teda (∀X) a (∃Y ) znamená

”
pre každú množinu X

(podmnožinu N)“ a
”
existuje Y , podmnožina N“. Nakoniec jednotka medzi nimi

znamená, že pracujeme s unárnou abecedou, čo je ekvivalentné prirodzeným
č́ıslam.1

Na jednej strane s č́ıslami nevieme robit’ žiadne zauj́ımavé operácie ako
sč́ıtanie, či násobenie. K dispoźıcii máme len vel’mi jednoduchú operáciu

”
zvý-

šenie o 1“. To túto teóriu značne zjednodušuje. Na druhej strane možnost’ kvan-
tifikovat’ cez celé množiny č́ısiel dodáva teórii obrovskú silu. My si ukážeme, že
teória s nasledovńıkom je v skutočnosti rozhodnutel’ná, hoci vel’mi vel’mi t’ažká.

Doposial’ sme definovali len úplne minimalistickú verziu S1S, pod’me si naj-
skôr ukázat’, že rôzne užitočné relácie vieme dodefinovat’:

• A ⊆ B podl’a defińıcie, ak (∀x)(x ∈ A→ x ∈ B),

• . . . potom A = B, ak A ⊆ B ∧B ⊆ A.

• Nulu vieme definovat’ ako č́ıslo, ktoré nemá predchodcu: ∃0 : ¬∃z : sz = 0

• a vd’aka nej vieme zaṕısat’ l’ubovol’nú konštantu, napŕıklad 3 je s(s(s(0))).

• Podobne, výrazy ako s(s(x)) budeme skracovat’ ako x+ 2.

1V S2S pracujeme so slovami nad binárnou abecedou Σ = {0, 1} a máme dve následńıcke
funkcie Σ∗ → Σ∗:

s0(w) = w0 s1(w) = w1.

S2S je Th(Σ∗, s0, s1,∈).

207
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• Ako definujeme, že dve č́ısla sa rovnajú? Priamo to nejde, muśıme ist’ cez
množiny. Jedna možnost’ je povedat’, že x = y, ak neexistuje množina,
ktorá by obsahovala x a neobsahovala y: ¬(∃S : x ∈ S ∧ y /∈ S) alebo
∀S : x ∈ S ↔ y ∈ S.

Druhá možnost’ je vytvorit’ jednoprvkové množiny {x} a {y}, ktoré vieme
porovnat’. Množinu {x} vieme definovat’ ako

”
najmenšiu množinu, ktorá

obsahuje x“, t.j. ∃X : x ∈ X ∧ ∀X ′ : x ∈ X ′ → X ⊆ X ′.
Takúto konštrukciu cez

”
najmenšiu množinu, ktorá. . .“ budeme použ́ıvat’

pomerne často, takže môžeme zaviest’ skratku

X = min Φ(x) ≡
[
∀x : Φ(x)→ x ∈ X

]
∧
[
∀X ′ : (∀x : Φ(x)→ x ∈ X ′)→ X ⊆ X ′

]
.

• Vieme napŕıklad porovnávat’, či je x < y? Áno, ak symbol < nemáme
priamo v jazyku, môžeme ho dodefinovat’. Pôjde to trochu okl’ukou cez
množiny, ale je to jednoduchý pŕıklad, na ktorom si ukážeme zopár f́ınt a
silu množ́ın. Definujeme množinu Vx č́ısel väčš́ıch ako x; byt’ väčš́ı ako x je
to isté ako patrit’ do Vx. Ako? Nuž s(x) ∈ Vx, to je jasné a potom by sme
chceli povedat’, že aj všetky nasledujúce č́ısla patria do Vx; inými slovami,
Vx je uzavretá na nasledovńıka, alebo: ∀n : n ∈ Vx → s(n) ∈ Vx. Má to

však jeden háčik: toto sṕlňa aj množina všetkých č́ısel N – potrebujeme
ešte povedat’, že

”
žiadne iné č́ısla už do Vx nepatria“. Ako na to? Povieme,

že
”
X je najmenšia taká množina“. Inými slovami, l’ubovol’ná iná množina,

ktorá obsahuje s(x) a všetkých nasledovńıkov je nadmnožinou Vx:

(
s(x) ∈ Vx︸ ︷︷ ︸

obsahuje x+ 1

∧∀n : n ∈ Vx → s(n) ∈ Vx︸ ︷︷ ︸
a je uzavretá na nasledovńıka

)

∧
(
∀V ′ :

(
s(x) ∈ V ′ ∧ ∀n : n ∈ V ′ → s(n) ∈ V ′

)
︸ ︷︷ ︸

a každá množina, ktorá toto sṕlňa

→ Vx ⊆ V ′︸ ︷︷ ︸
je jej nadmnožinou

)

Jednoduché porovnanie x < y potom vieme zaṕısat’:

∃Vx : [tak, ako sme si ju definovali] ∧ y ∈ Vx.

Iná, trochu priameǰsia možnost’: x < y práve vtedy, ked’ každá množina,
ktorá obsahuje s(x) a všetkých následńıkov s(x), obsahuje aj y.

∀X :
(
s(x) ∈ X ∧

(
∀n : n ∈ X → s(n) ∈ X

))
→ y ∈ X

Všeobecne by sme mohli definovat’ konštrukciu uzáveru Cl(S,Φ) množiny
S na vlastnost’ Φ, takto:

C = Cl(S,Φ) ≡ C = min(S ⊆ C ∧ ∀x : x ∈ C ∧ Φ(x, y)→ y ∈ C).

Množina Vx = Cl({s(x)}, y = s(x)).
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• Vd’aka tomu napŕıklad vieme povedat’, či je množina konečná:

∃h : ∀x : x ∈ X → x < h.

Ďalej teda budeme použ́ıvat’ symboly =, 6=, <,≤,⊆, budeme ṕısat’ priamo
konštanty, dokonca výrazy ako x + 3 namiesto s(s(s(x))) s tým, že skratky
v týchto formulách sa dajú rozṕısat’ podl’a defińıcíı vyššie.

Na množiny sa môžeme pozerat’ viacerými spôsobmi. Jeden spôsob je ako na
predikáty, napŕıklad ak P je množina párnych č́ısiel, tak n ∈ P je predikát

”
byt’

párnym č́ıslom“; podobne vyššie sme definovali množinu Vx ako predikát
”
byt’

väčš́ı ako x“. Druhý spôsob je ako na nekonečné postupnosti núl a jednotiek,
respekt́ıve nekonečné binárne ret’azce; na množinu X ⊆ N sa môžeme pozerat’

ako na nekonečné slovo x = x0x1x2 · · · , kde xi = 1, ak i ∈ X, inak xi = 0.

16.1 S1S je t’ažšia ako Presburgerova aritmetika

V S1S vieme zaṕısat’ Presburgerovu aritmetiku: premenné budeme reprezentovat’

množinovými premennými, pričom množina reprezentuje prirodzené č́ıslo, ak jej
charakteristická funkcia zaṕısaná ako ret’azec je binárny zápis tohto č́ısla.

• X reprezentuje 0, ak ∀z : z /∈ X

• X reprezentuje 1, ak ∀z : z ∈ X ↔ z = 0

• X reprezentuje č́ıslo 26 = 110102, ak ∀z : z ∈ X ↔ (z = 1∨ z = 3∨ z = 4)

• X = A+B: existuje množina C – prenos do vyššieho rádu

0 1 0 1 1 0 1 – A
0 1 1 0 1 1 0 – B
1 1 1 1 0 0 – C, prenos do vyššieho rádu
1 1 0 0 0 1 1 – X

”
∃C : C0 = 0 ∧ ∀i : Ci+1 ↔ Ai +Bi + Ci > 1 ∧Xi = Ai ⊕Bi ⊕ Ci“

Z toho vyplýva, že problém rozhodnutel’nosti S1S je aspoň 2NEXP-t’ažký.
Skúste si rozmysliet’ či/ako by sa dalo implementovat’ násobenie, teda nájst’

formulu pre X = A ·B.

16.2 S1S nie je elementárna

V skutočnosti je to s S1S ovel’a ovel’a horšie: S1S sa nedá rozhodovat’ nielen v
exponenciálnom čase (2n), ani dvojito-exponenciálnom čase (22n), ba ani trojito-

exponenciálnom čase (222n

),. . . S1S sa nedá dokonca rozhodovat’ v čase

22
. .
.
2n

︸ ︷︷ ︸
k
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pre l’ubovol’né fixné konečné k.
Inými slovami, ak definujeme triedu elementárne rekurźıvnych problémov

ELEMENTARY = EXP ∪ 2EXP ∪ 3EXP ∪ · · ·
= DTIME(2n) ∪ DTIME(22n) ∪ DTIME(222n

) ∪ · · ·

tak tvrd́ıme, že S1S /∈ ELEMENTARY.
Napriek tomu, ako si ukážeme neskôr v tejto kapitole, S1S rozhodnutel’ná je!
Pre kontext: funkcia, ktorá rastie rýchleǰsie ako všetky elementárne rastie

naozaj vel’mi vel’mi rýchlo, ale stále je to nič napŕıklad v porovnańı s Ackerman-
novou funkciou, či Busy Beaverom. Rýchlo rastúce funkcie sa dobre zapisujú
pomocou tzv. Knuthovej š́ıpkovej notácie. Základom je iterácia (opakovanie):

• násobenie je len opakované sč́ıtanie:

2× n = 2 + (2 + (· · ·+ 2))︸ ︷︷ ︸
n

• podobne umocnenie je len opakované násobenie:

2n = 2 ↑ n = 2× (2× (· · · × 2))︸ ︷︷ ︸
n

• definujme teraz analogicky vežu výšky n, alias
”
dvoǰśıpku“, ako opakované

umocnenie:

22
. .
.
22

︸ ︷︷ ︸
n

= 2 ↑↑ n = 2 ↑ (2 ↑ (· · · ↑ 2))︸ ︷︷ ︸
n

• a takto môžeme pokračovat’ d’alej: a
”
troǰśıpka“ n je len n-krát iterovaná

”
dvoǰśıpka“ a-čok:

2 ↑↑↑ n = 2 ↑↑ (2 ↑↑ (· · · ↑↑ 2))︸ ︷︷ ︸
n

2 ↑↑↑ n je veža dvojok výšky 2 ↑↑↑ (n− 1).

• . . . vo všeobecnosti
”
k-̌śıpku“ definujeme pomocou (k − 1)-̌śıpky:

2 ↑k n = 2 ↑k−1 (2 ↑k−1 (· · · ↑k−1 2))︸ ︷︷ ︸
n

Predstavme si programy s jednoduchými for-cyklami (bez while-cyklov či re-
kurzie). Pre konkrétnost’ uvažujme programy s premennými x0, x1, x2, . . . (vstup
aj výstup budú v x0), pričom jediné povolené inštrukcie sú xi ← 0, xi ← xj ,
xi ← xi + 1 a

”
opakuj xi-krát { program }“. Všimnite si, že takýto program

vždy skonč́ı. Dá sa dokázat’, že ak nepovoĺıme vnorené cykly, najväčšia hodnota,
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ktorú dokážu vypoč́ıtat’ je ≤ c · n. Ak povoĺıme 2 vnorené cykly, najväčšia hod-
nota bude ≤ cn a pri troch vnorených cykloch to bude ≤ c ↑↑ n. Vo všeobecnosti
program s k vnorenými cyklami vypoč́ıta najviac hodnotu ≤ c ↑k−1 n, kde c je
konštanta.

My si ukážeme, ako formulou d́lžky O(n) v S1S poṕısat’ č́ıslo 2 ↑↑ n a
aritmetiku takto vel’kých č́ısiel, z čoho vyplýva, že dokážeme poṕısat’ výpočet
TS a otázku, či v takomto čase stroj zastav́ı. Všetky elementárne funkcie sú
vežičky exponentov fixnej výšky, zatial’̌co 2 ↑↑ n je veža exponentov, ktorá rastie
s n, je teda od určitého n väčšia.

Pre kontext: Primit́ıvne rekurźıvne funkcie sú v zásade tie, ktoré sa dajú
vypoč́ıtat’ programami s jednoduchými for-cyklami (bez while-cyklov či rekur-
zie). Diagonála Ackermannovej funkcie rastie zhruba ako 2 ↑n n a teda je väčšia
(od určitého n) ako akákol’vek primit́ıvne rekurźıvna funkcia a nedá sa vypoč́ıtat’

žiadnym for-cyklovým programom. Napriek tomu sa dá jednoducho spoč́ıtat’, ak
povoĺıme while-cykly (alebo všeobecnú rekurziu). Busy Beaver B(n) je funkcia
definovaná ako najväčš́ı počet jednotiek, ktoré vie vyṕısat’ n-stavový TS (nad
binárnou abecedou) na prázdnom vstupe. Táto funkcia rastie tak rýchlo, že je
nevypoč́ıtatel’ná. (Ak by existoval TS, ktorý ju poč́ıta, vedeli by sme ho jednodu-
cho upravit’, aby spoč́ıtal B(n)+1, čiže hodnotu väčšiu, ako vypoč́ıta l’ubovol’ný
n-stavový TS; pre n = počet jeho stavov by však musel vypoč́ıtat’ hodnotu
väčšiu ako sám vypoč́ıta a to sa nedá.)

Veta 16.1 (Meyer (1975)). Rozhodnutel’nost’ S1S nie je elementárne rekurźıvna.

� Dôkaz. Vrát’me sa k našej sút’aži
”
aké najväčšie č́ıslo vieme zadefinovat’ na n

znakov“. Ako v predchádzajúcej kapitole budeme postupovat’ iterat́ıvne, avšak
kým v R+ sme pridańım pár znakov vedeli zadefinovat’ č́ıslo zhruba dvakrát
dlhšie, tu pridańım pár znakov vytvoŕıme exponeniálne väčšie č́ıslo.

Základom bude definovat’ reláciu i ≡ j (mod n) pre čoraz väčšie n. Ukážeme
si, že ak toto máme, budeme vediet’ pracovat’ s n-bitovými blokmi. Budeme
vediet’ pracovat’ s množinovou premennou ako s postupnost’ou blokov, kde každý
blok je jedno n-bitové č́ıslo. A ak vieme kódovat’ postupnosti, vieme definovat’

zauj́ımavé funkcie – spomeňme si, ako Gödel definoval faktoriál cez
”
existuje

postupnost’ taká, že každý d’aľśı prvok. . .“:

×1 ×2 ×3

· · ·1 1 2 6

Rovnakým spôsobom budeme definovat’ násobenie n-bitových č́ısel:

+Z +Z +Z

· · ·0 Z 2Z 3Z

Súčin K × Z spoč́ıtame pomocou opakovaného prič́ıtania. Na konci sa stač́ı
pozriet’ na K-ty blok. Ako na to?
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Vyrob́ıme si
”
n-bitové poč́ıtadlo“ – postupnost’ 0, 1, 2, 3, . . .

+1 +1 +1

· · ·0 1 2 3

potom
”
K-ty blok“ znamená

”
ten istý blok, čo má na poč́ıtadle hodnotu K“.

Pripomeňme, že všetky operácie budú n-bitové, teda modulo 2n a v skutočnosti
zadefinujeme nekonečnú periodickú postupnost’, napŕıklad n-bitové poč́ıtadlo Pn
bude periodická postupnost’

0, 1, 2, 3, . . . , 2n − 1, 0, 1, 2, 3, . . . , 2n − 1, 0, 1, 2, 3, . . .

Takže tvrd́ıme, že ak vieme definovat’ i ≡ j (mod n), budeme vediet’ defino-
vat’ prácu s n-bitovými blokmi a následne aritmetiku n-bitových č́ısel. Ostáva
ukázat’, ako sa posunút’ na vyššiu úroveň a ako definovat’ i ≡ j (mod N) pre
N � n.

Tu nám pomôže práve n-bitové poč́ıtadlo. Rovnaké bloky sa totiž opakujú
vždy po 2n blokoch, teda ak máme dva rovnaké bloky, ich vzdialenost’ (v blo-
koch) muśı byt’ delitel’ná 2n. Predstavme si i a j ako indexy do Pn.

11101010 00011010 · · ·P8 = · · · · · · · · ·

i

↓ ↓
j

11101010
︸ ︷︷ ︸

vzdialenost’ 28 blokov × 8 bitov na blok = 2048 (alebo nejaký násobok)

Ak sú dva bloky, kam i a j ukazujú, rovnaké a navyše i aj j ukazujú na rovnaký
bit v rámci bloku, potom ich vzdialenost’ muśı byt’ delitel’ná n ·2n. Napŕıklad na
obrázku máme 8-bitové poč́ıtadlo; i aj j ukazujú na rovnaký blok

”
11101010“,

takže počet blokov medzi nimi je násobok 28 = 256. Navyše i aj j ukazujú na
piaty bit v rámci bloku, preto ich vzdialenost’ v bitoch je delitel’ná 8 · 256 =
2048. Inými slovami, i ≡ j (mod 2048). Vo všeobecnosti takto z i ≡ j (mod n)
vyrob́ıme i ≡ j (mod n · 2n).

Pod’me postupne:

• Reláciu i ≡ j (mod 1) nemuśıme ani definovat’, je triviálne pravdivá pre
každé i a j. Odtial’ sa odpichneme.

• Jednobitové poč́ıtadlo P1 je postupnost’ 0101010101 · · · definujeme ju
predpisom 0 /∈ P1 ∧ ∀i : i ∈ P1 ↔ s(i) /∈ P1.

• Na základe toho vieme definovat’ i ≡ j (mod 2) ako i ∈ P1 ↔ j ∈ P1

• Dvojbitové poč́ıtadlo 00 10 01 11 00 10 · · · by sme ešte mohli definovat’

priamo: 0 /∈ P1 ∧ 1 /∈ P1 ∧ ∀i : i ≡ 0 (mod 2) → [(i + 2 ∈ P2 ↔ i /∈
P2) ∧ (i+ 3 ∈ P2 ↔ i ∈ P2 ⊕ i+ 1 ∈ P2)], a odtial’ i ≡ j (mod 8) ak i ≡ j
(mod 2) a nech i0, j0 je začiatok bloku a (i0 ∈ P2 ↔ j0 ∈ P2) ∧ (i0 + 1 ∈
P2 ↔ j0 + 1 ∈ P2).
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Ďalej už však pod’me všeobecne. Predpokladajme, že vieme definovat’ i ≡ j
(mod n) a Pn a ukážme, ako definovat’ i ≡ j (mod N) a PN pre N = n · 2n.

• Definujme funkciu zb(i) – začiatok bloku i; je to i − (i mod n) alebo
najväčšie z ≤ i delitel’né n, respekt́ıve také, že medzi z a i už nie je
nič delitel’né n:

z = zb(i)⇐⇒ z ≤ i ∧ z ≡ 0 (mod n) ∧ ∀j : z < j < i : j 6≡ 0 (mod n).

Vd’aka tomu vieme povedat’ napŕıklad, že dva indexy i, j ukazujú na ten
istý blok – je to vtedy, ked’ zb(i) = zb(j). A vd’aka tomu vieme povedat’

napŕıklad
”
pre všetky indexy z jedného bloku plat́ı . . .“

• Množiny A,B budeme teraz vńımat’ ako postupnosti n-bitových blokov.
Definujme

”
A[x] = B[y]“ (tvrdenie

”
blok, kam ukazuje x v A, je rovnaký

ako blok, kam ukazuje y v B“):

∀i, j : i ≡ j (mod n) ∧ zb(i) = zb(x) ∧ zb(j) = zb(y)→ (i ∈ A↔ j ∈ B).

• Z toho už vieme definovat’ x ≡ y (mod N):

x ≡ y (mod n) ∧ Pn[x] = Pn[y].

• Mimochodom samotné č́ıslo N vieme definovat’ ako najmenšie č́ıslo de-
litel’né N väčšie ako nula. Prič́ıtanie N vieme definovat’ ako najmenšie
väčšie č́ıslo s rovnakým zvyškom mod N .

•
”
A je N -bitové č́ıslo“ práve vtedy, ked’ všetky bity od N -tého vyššie sú

nulové:

∀i : i ≥ N → i /∈ A
alebo

∀i : i ∈ A→ zb(i) = 0.

• V predchádzajúcej sekcii sme si definovali sč́ıtanie. Sč́ıtanie N -bitových
č́ısel, teda modulo 2N definujeme jednoducho tak, že výsledok orežeme:

X = A+B mod 2N ⇐⇒∃X ′ = A+B ∧ ∀i : i < N : i ∈ X ↔ i ∈ X ′︸ ︷︷ ︸
prvých N bitov sa zhoduje

∧ ∀i : i ≥ N : i /∈ X︸ ︷︷ ︸
zvyšné bity sú nulové – X je N-bitové č́ıslo

• Nakoniec PN definujeme ako postupnost’, ktorá zač́ına nulou a každé d’aľsie
č́ıslo je o 1 väčšie (modulo 2N ):

(∀i : i < N → i /∈ PN ) ∧ ∀i : PN [i+N ] = PN [i] + 1 mod 2N .
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Takto vieme po k iteráciach definovat’ M > 22
. .
.
2

︸ ︷︷ ︸
k

-bitové č́ısla. Násobenie

X = K × Z mod 2M definujeme cez postupnost’ násobkov:

∃T : T [0] = 0 ∧ ∀i : T [i+M ] = T [i] + Z mod 2M ∧ T [K] = X,

kde T [K] = X je skratka pre

∃j : PM [j] = K ∧ j je najmenšie také ∧ T [j] = X.

V S1S tak vieme sformulovat’ aritmetiku M -bitových č́ısel a to, že
”
TS akcep-

tuje/zastav́ı na 22
. .
.
2

︸ ︷︷ ︸
n

krokov“ a preto rozhodnutel’nost’ S1S /∈ ELEMENTARY.

�

Stockmeyer a Meyer (2002) dokázali zostrojit’ konkrétnu formulu Ψ v S1S
na rozhodnutel’nost’ ≤ 610-znakových formúl EWS1S treba obvod s > 10125

hradlami na rozhodnutel’nost’ ≤ 614-znakových formúl s úspešnost’ou ≥ 2/3
treba obvod s > 10125 hradlami 610 znakov = 3660 bitov

Pre porovnanie, počet atómov v pozorovatel’nom vesmı́re sa odhaduje niekde
medzi 1078 a 1082.

16.3 Dyadická S1S je nerozhodnutel’ná

Doposial’ sme uvažovali takzvanú monadickú logiku S1S, kde môžeme kvantifi-
kovat’ cez množiny (napŕıklad ∃X ⊆ N). V dyadickej S1S môžeme kvantifikovat’

aj cez binárne relácie, teda ∃R ⊆ N2. Pochopitel’ne tým pádom dokážeme kvan-
tifikovat’ aj cez funkcie ∃F : N→ N – funkcie sú totiž iba relácie, pre ktoré plat́ı
∀x : ∃y : (x, y) ∈ F ∧ ∀y′ : (x, y′) ∈ F → y′ = y.

Veta 16.2. Teória dyadickej S1S je nerozhodnutel’ná.

� Dôkaz. Spomeňme si na Postov korešpondenčný problém (PKP): Máme
niekol’ko typov domı́n, napŕıklad

typ 1:
a

baa
typ 2:

ab

aa
typ 3:

bba

bb
,

z každého typu máme l’ubovol’ný počet kópíı. Úlohou je zistit’, či sa dá vytvorit’

konečná postupnost’ domı́n tak, že ked’ ich postav́ıme vedl’a seba, horný ret’azec
bude rovnaký ako spodný. V našom malom pŕıklade sa to dá, jedno riešenie je:

bba

bb

ab

aa

bba

bb

a

baa
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Nasledujú po sebe dominá typu 3, 2, 3, 1; hore aj dolu je ret’azec bbaabbbaa.
Vo všeobecnosti sú dané dvojice (t1, b1), . . . , (td, bd) a riešenie je postupnost’

i1, i2, . . . , ik taká, že

s = ti1ti2 · · · tik = bi1bi2 · · · bik .

Tento problém je nerozhodnutel’ný (dá sa dokázat’, že pre l’ubovol’ný TS
vieme vyrobit’ takú sadu domı́n, že riešenie kóduje jeho výpočet a teda existuje
práve vtedy, ked’ TS zastane). Ukážeme, že PKP sa dá redukovat’ na dyadickú
S1S.

Predved’me si to na našom pŕıklade. Riešenie vyššie si môžeme zaṕısat’ aj
takto:

b b a a b b b a a

b b a a b b b a a

Zodpovedajúce ṕısmená sme posunuli pod seba a tým sa nám posunuli aj hranice
medzi dominami. Napŕıklad druhé domino zač́ına hore na poźıcii 3, ale dolu na
poźıcii 2. Znázornit’ to môžeme aj takto:

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
poźıcie 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

s = b b a a b b b a a
↑ ↑ ↑ ↑ ↑

kde s je výsledný ret’azec a š́ıpky ukazujú, kde zač́ınajú jednotlivé dominá hore
a dolu.

S = {0, 1, 4, 5, 6}

• S: spoločný text hore aj dolu (presneǰsie poźıcie béčok)

• Hi, Di, Ti: poźıcia, kde zač́ına i-te domino hore/dolu; typ i-teho domina

∃množina S : ∃funkcie H,D, T : H0 = 0 ∧D0 = 0

∧ ∀i :
(
(Ti = 1→ [ψa(Hi) ∧ ψbaa(Di) ∧Hi+1 = Hi + 1 ∧Di+1 = Di + 3]) ∧
(Ti = 2→ [ψab(Hi) ∧ ψaa(Di) ∧Hi+1 = Hi + 2 ∧Di+1 = Di + 2]) ∧
(Ti = 3→ [ψbba(Hi) ∧ ψbb(Di) ∧Hi+1 = Hi + 3 ∧Di+1 = Di + 2])

)

∧ ∃i : i 6= 0 ∧Hi = Di

�

16.4 S1S a konečné automaty na nekonečných
slovách

Vrát’me sa však k monadickej S1S. Každá formula φ(X) s jednou vol’nou množinovou
premennou ako parametrom, prirodzene definuje množinu tých X, pre ktoré je



216 Kapitola 16. S1S

formula pravdivá. A ako sme si povedali, na množiny sa môžeme pozerat’ ako na
nekonečné binárne ret’azce. Formula φ(X) teda definuje

”
jazyk“ nekonečných

slov Lφ = {χA | N |= φ(A)}.
V tejto kapitole vybudujeme teóriu formálnych jazykov a automatov na ne-

konečných slovách. Ukážeme si, ako rozš́ırit’ defińıciu konečných automatov či
regulárnych výrazov a ukážeme, že existuje analógia regulárnych jazykov aj pre
nekonečné slová. Túto triedu jazykov voláme ω-regulárne (ω-REG) a dokážeme
si, že sú to presne tie jazyky, ktoré sa dajú poṕısat’ S1S formulami.

Omega-regulárne jazyky

Nech Σ je konečná abeceda; Σω budeme značit’ množinu nekonečných slov nad
abecedou Σ. Podmnožiny Σω voláme jazyky, presneǰsie ω-jazyky.2

Defińıcia 16.1. Nech L ⊆ Σ+ je jazyk (konečných slov). Definujme Lω (ana-
logicky ku L∗) ako jazyk, kde každé slovo je zret’azenie nekonečne vel’a slov z L,
teda Lω = {x0x1 . . . | xi ∈ L− {ε}}.

Zret’azenie dvoch nekonečných slov nemá zmysel, ale môžeme zret’azit’ konečné
slovo s nekonečným: ak w = w1 · · ·wn a x = x1x2x3 · · · , tak zret’azenie wx =
w1 · · ·wnx1x2x3 · · · a pre L ⊆ Σ∗, N ⊆ Σω, je L ·N = {wx | w ∈ L, x ∈ N}.

Defińıcia 16.2 (Omega-regulárne výrazy a jazyky). Definujeme indukt́ıvne.
Ak α je (klasický) regexp, tak

• αω je ω-regulárny výraz a L(αω) = L(α)ω,

a ak γ, δ sú ω-regulárne, tak aj

• αγ je ω-regulárny a L(αγ) = L(α) · L(γ),

• (γ | δ) je ω-regulárny výraz a L(α | β) = L(α) ∪ L(β).

Jazyky, ktoré popisujú ω-regulárne výrazy tvoria triedu ω-regulárnych jazykov.

Použit́ım distribut́ıvneho zákona l’ahko vid́ıme, že každý ω-regulárny jazyk
je konečným zjednoteńım ω-jazykov tvaru ABω, kde A,B ⊆ Σ∗ sú regulárne.

Napŕıklad (0 | 1)∗0ω je jazyk slov, ktoré obsahujú len konečne vel’a jednotiek
(od istého miesta idú samé nuly). Naopak (0∗1)ω je jazyk slov, ktoré obsahujú
nekonečne vel’a jednotiek.

Konečné automaty

Klasické regulárne výrazy sú ekvivalentné konečným automatom, je preto pri-
rodzené pokúsit’ sa nájst’ podobný model aj pre ω-regulárne jazyky. Nech A =
(Q,Σ, δ, q0, F ) je klasický nedeterministický konečný automat. Môžeme ho spus-
tit’ aj na nekonečnom slove x = x0x1x2 · · · a dostaneme tak nekonečný výpočet
– postupnost’ stavov ρ = q0q1q2 . . . takú, že qi+1 ∈ δ(qi, xi). Jediný problém

2Symbolom ω sa označuje najmenšie nekonečné ordinálne č́ıslo – odtial’ názvy ako ω-jazyky,
ω-regulárne, atd’.
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je, ako zvolit’ nejaké rozumné akceptačné kritérium. Pre konečné slová to bolo
jednoduché – automat doč́ıtal slovo a skončil v nejakom stave; ak bol stav ak-
ceptačný, slovo akceptoval. Lenže nekonečné výpočty nekončia, žiadny stav nie
je posledný, ako teda definujeme akceptáciu?

Existuje viacero možnost́ı, ale asi najjednoduchšia je povedat’, že výpočet je
akceptačný, ak prejde nekonečne vel’akrát nejakým akceptačným stavom. Takýto
model voláme (nedeterministický) Büchiho automat . Formálneǰsie:

Defińıcia 16.3 (Büchiho automat (NBA)). Nech A = (Q,Σ, δ, q0, F ) je
nedeterministický konečný automat. Definujme io(ρ) ako množinu stavov, ktoré
výpočet ρ navšt́ıvi nekonečne vel’akrát; teda io(ρ) =

⋂
n≥0{qi | i ≥ n}.

Büchiho podmienka: Výpočet ρ je akceptačný, ak io(ρ) ∩ F 6= ∅. Jazyk
nekonečných slov, pre ktoré existuje akceptačný výpočet, znač́ıme Lω(A) a A
voláme Büchiho automat.

Ak neuvedieme inak, pod
”
Büchiho automatom“ máme vždy na mysli ne-

deterministický Büchiho automat. Determinické Büchiho automaty sú slabšie,
definujú menšiu triedu ω-jazykov a nemajú niektoré uzáverové vlastnosti.

Veta 16.3 (Büchi (1962)). Jazyky akceptované nedeterministickými Büchiho
automatmi sú práve ω-regulárne jazyky.

� Náznak dôkazu. Jedným smerom stač́ı dokázat’, že ak L je regulárny a
L1, L2 sú akceptované Büchiho automatmi, tak existujú Büchiho automaty pre
Lω, L · L1 a L1 ∪ L2.

Druhým smerom označme Lp,q jazyk (konečných) slov, na ktoré sa automat
vie dostat’ zo stavu p do q. Potom tvrd́ıme, že Büchiho automat akceptuje práve
jazyk

⋃
f∈F Lq0,fL

ω
f,f . Jazyky Lp,q sú zjavne regulárne a teda jazyk akceptovaný

Büchiho automatom je ω-regulárny. �

S1S popisuje ω-regulárne jazyky

Veta 16.4 (Büchi (1962)). Pre každý Büchiho automat M nad abecedou {0, 1}
existuje v S1S formula φ(X) a naopak, pre každú S1S formulu φ(X) existuje
Büchiho automat M taký, že Lω(M) = Lφ. (Veta sa dá l’ahko zovšeobecnit’ pre
viac vol’ných premenných a väčšie abecedy.)

� Dôkaz. Ukážeme, ako pre formulu φ zostroj́ıme ekvivalentný NBA. (Opačný
smer prenecháme ako úlohu pre čitatel’a.)

Predstavme si najskôr, že máme formulu φ bez kvantifikátorov a všetky
č́ıselné aj množinové premenné sú súčast’ou vstupu. Pre k premenných bude abe-
ceda {0, 1}k. Napŕıklad pre premenné x = 2, y = 0, z = 5,X = {0, 2, 4, 6, 8, . . .} =
párne č́ısla, Y = {2, 3, 5, 7, 13, . . .} = prvoč́ısla a Z = Vx = {3, 4, 5, 6, 7, . . .} by
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sme mali vstup

x =
y =
z =
X =
Y =
Z =

0

0

1

0

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

2

1

0

0

1

1

0
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0

0

0

0

1

1
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0

0

0

1

0

1
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0

0

1

0

1

1
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0

0

0

1

0

1
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0

0

0

0

1

1

8

0

0

0

1

0

1

9

0

0

0

0

0

1

· · ·

kde každý st́lpec je jeden symbol a každá premenná je jeden riadok. Samozrejme,
v riadku, ktorý zodpovedá č́ıselnej premennej, muśı byt’ práve jedna jednotka.

Postupujeme klasicky štrukturálnou indukciou: Atomické formuly sú tvaru
sk(x) ∈ X, pre ktoré l’ahko vyrob́ıme aj deterministický Büchiho automat.
Napŕıklad automat pre s(s(s(s(z)))) ∈ Y by vyzeral zhruba takto:


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∗
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∗
∗
∗
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z

Y

kde ∗ znamená, že na tejto poźıcii môže byt’ l’ubovol’ná hodnota. Teda čakáme v
počiatočnom stave, kým nenaraźıme na symbol, kde má z jednotku, odpoč́ıtame
si poźıciu o 4 d’alej a skontrolujeme, že daný prvok patŕı do Y – na danej poźıcíı
je jednotka v riadku pre Y .

Ak už máme NBA A,B pre φ, ψ, potom φ ∨ ψ, φ ∧ ψ a ¬φ popisujú po-
stupne jazyky Lω(A) ∪ Lω(B), Lω(A) ∩ Lω(B) a Lω(A) = Σω − Lω(A). Z toho
zjednotenie je l’ahké (ako pri NKA), prienik je pomerne l’ahký (ale treba si dat’

pozor, nie je to rovnaká konštrukcia kartézskym súčinom ako pri NKA) a kom-
plement je pŕı̌serne t’ažký, ale možný – budeme sa mu venovat’ nižšie. Na tomto
mieste sa mu však vieme vyhnút’ ak pomocou de Morganovych zákonov posu-
nieme negáciu až k atomickým formulám: zostrojit’ automat pre sk(x) /∈ X je
jednoduché.

V skutočnosti na vstupe nemáme hodnoty všetkých premenných, ale skoro
všetky (až na jednu) sú viazané kvantifikátormi. Pre formuly tvaru ∃Z : φ(Z)
budeme nedeterministicky tipovat’ množinu/nekonečné slovo Z a zároveň simu-
lovat’ NBA pre φ, tzn. konštrukcia bude ako predtým, avšak

”
riadok“ pre Z

nebudeme č́ıtat’ zo vstupu, ale budeme ho tipovat’ pomocou nedeterminizmu.
Podobne pre formuly tvaru ∃z : φ(z) budeme tipovat’ riadok pre z, pričom za-
bezpeč́ıme, že obsahuje práve jednu jednotku. Nakoniec formuly tvaru ∀Z : φ(Z)
riešime ako ¬∃Z : ¬φ(Z). Tu už sa negácii nevyhneme a vel’kost’ automatu bude
vel’mi závisiet’ od počtu striedańı kvantifikátorov. �

Dôsledok 16.1. Teória S1S je rozhodnutel’ná.
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� Dôkaz. Pre uzavretú S1S formulu φ vieme zostrojit’ Büchiho automat, ktorý
ani nevńıma vstup (nedeterministicky tipuje hodnoty premenných) a ak je φ
pravdivá, vždy akceptuje a ak je nepravdivá, nikdy neakceptuje. Ako zist́ıme,
ktorý pŕıpad nastal? Automat akceptuje práve vtedy, ked’ existuje tzv. laso –
cesta z počiatočného stavu do nejakého akceptačného stavu f a zároveň okružná
cesta z f do f . Toto sa dá skontrolovat’ prehl’adávańım grafu stavov v poly-
nomiálnom čase (dokonca nedeterministicky v logaritmickej pamäti). �

Veta 16.5 (Büchi (1962), Sistla a spol. (1987)). Büchiho automaty, res-
pekt́ıve ω-regulárne jazyky sú uzavreté na komplement. Ak A má n stavov, potom
existuje automat pre Lω(A) s 2O(n2) stavmi.

� Dôkaz. Nech A je Büchiho automat pre L. Budeme ṕısat’ p
u; q, ak na

slovo u môže automat prejst’ zo stavu p do q a p
u;F q, ak navyše cestou prejde

cez nejaký akceptačný stav.
Definujeme reláciu ekvivalencie ≈A na slovách Σ+; povieme, že slová u, v

sú ekvivalentné, ak sa pre každé dva stavy p, q dá dostat’ z p do q na u práve
vtedy, ked’ sa dá dostat’ z p do q na v a zároveň z p do q sa dá dostat’ cez nejaký
akceptačný stav na slove u práve vtedy, ked’ sa to dá na slove v. Teda u ≈A v
ak

∀p, q : (p
u; q ⇐⇒ p

v; q) ∧ (p
u;F q ⇐⇒ p

v;F q).

Inými slovami, pre slovo w definujme funkciu fw(p) = (Q1, Q2), ktorá pre
každý stav vráti množinu stavov Q1 = ∆(p, w), kam sa automat dostane na
slovo w a množinu stavov Q2, kam sa automat dostane cez nejaký akceptačný
stav. Potom v ≈A w práve vtedy, ked’ fv = fw. Ked’že takýchto funkcíı f : Q→
2Q × 2Q je len konečne vel’a, relácia ≈A má len konečne vel’a tried ekvivalencie
(konečný index). Navyše každá trieda ekvivalencie [w]≈A je regulárny jazyk.

Každé nekonečné slovo w patŕı do R · Sω pre nejaké triedy ekvivalencie ≈A.
Označme wi,j = wiwi+1 · · ·wj−1. Predstavme si nekonečný kompletný graf, kde
vrcholy sú prirodzené č́ısla. Pre každú triedu ekvivalencie ≈A budeme mat’ jednu
farbu a hranu z i do j > i

”
ofarb́ıme“ triedou ekvivalencie [wi,j ]≈A . Potom podl’a

nekonečnej Ramseyho vety tento graf obsahuje nekonečnú jednofarebnú kliku.
Nech i1, i2, i3, . . . sú jej vrcholy. Potom w0,i1 patŕı do triedy R = [w0,i1 ]≈A
a všetky wik,ik+1

patria do tej istej triedy ekvivalencie S = [wi1,i2 ]≈A . Takže
w ∈ R · Sω.

Pre každé dve triedy ekvivalencie R,S, je jazyk R · Sω bud’ celý pod L,
alebo celý mimo L. Z toho vyplýva, že L aj L sa dá naṕısat’ ako zjednotenie
konečne vel’a ω-regulárnych jazykov tvaru R · Sω. Nech w ∈ L∩R · Sω a nech ρ
je akceptačný výpočet na w. Ukážeme, že každé w′ ≈A w tiež patŕı do L. Slovo
w sa dá naṕısat’ v tvare w0w1w2 · · · , kde w0 ∈ R a wi ∈ S pre i > 0. Podobne
w′ = w′0w

′
1w
′
2 · · · , kde w′0 ∈ R a w′i ∈ S pre i > 0. Nech qi+1 je stav v behu ρ,

po nač́ıtańı w0 · · ·wi a I je množina indexov, pre ktoré qi
wi;F qi+1 (takýchto je

nekonečne vel’a). Potom akceptačný výpočet ρ′ na slove w′ začne v rovnakom
stave ako ρ; ked’že wi ≈A w′i, existuje výpočet z qi do qi+1 a ak i ∈ I, existuje
výpočet, ktorý prejde cez F . Takže w′ ∈ L. �
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Dôsledok 16.2. Teória S1S je rozhodnutel’ná v čase 2 ↑↑ O(n).

� Dôkaz. Postupujeme podl’a konštrukcie z vety 16.4. Každá negácia spôsob́ı
exponenciálny nárast stavov (najviac o 2 vyššiu mocninovú vežu). �

Safra (1988) neskôr ukázal efekt́ıvneǰsiu konštrukciu automatu s nO(n) =
2O(n logn) stavmi. Tento výsledok je optimálny až na konštantu v exponente
– dá sa ukázat’, že pre niektoré automaty na ich komplement potrebujeme
nΩ(n) = 2Ω(n logn) stavov. Všimnite si, že to je viac ako v pŕıpade komplementu
obyčajných konečných automatov, kde v najhoršom pŕıpade treba a zároveň
stač́ı 2n stavov.

Ďaľśı výskum a snaha zmenšit’ rozdiel medzi dolným a horným odhadom
kulminovali prácami Yan (2006) a Schewe (2009), ktoŕı dokázali, že v najhoršom
pŕıpade treba a zároveň stač́ı na komplement približne (0.76n)n stavov. Horný
odhad je len O(n2)-krát väčš́ı ako dolný.

Veta 16.6 (Nekonečná Ramseyho veta). Predstavme si nekonečný kom-
pletný graf, kde vrcholy sú prirodzené č́ısla a hrany ofarbime k (konečne vel’a)
farbami. Nech tento graf ofarb́ıme akokol’vek, vždy bude obsahovat’ nekonečnú
jednofarebnú kliku.

� Dôkaz. Predstavme si, že graf je orientovaný
”
zl’ava doprava“ a hrana (x, y)

pre x < y ide z x do y.
Začnime s A0 = N, a0 = 0; z vrcholu a0 vychádza nekonečne vel’a hrán,

ale máme len konečne vel’a farieb. Preto z a0 vychádza nekonečne vel’a hrán
niektorej farby (povedzme modrej).

· · ·

a0 a1

Označme A1 vrcholy spojené s a0 modrou hranou a nech a1 = minA1. Ostatné
vrcholy zahod’me. Z a1 opät’ vychádza nekonečne vel’a hrán, takže nejaká farba
sa muśı opakovat’ nekonečne vel’akrát (povedzme zelená).

· · ·

a0 a1 a2

Vrcholy z A1 spojené s a1 zelenou hranou dáme do A2 a pokračujeme s a2 =
minA2. Ostatné vrcholy zahod́ıme. Stále nám ostáva nekonečný počet vrcholov,
takže môžeme pokračovat’.

Takto postupne źıskame nekonečnú postupnost’ vrcholov a0, a1, a2, . . . takú,
že všetky hrany vychádzajúce z ai majú rovnakú farbu fi:

a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 a9
· · ·
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Ked’že farieb je len konečne vel’a, niektorá sa v postupnosti f0, f1, f2, . . . vysky-
tuje nekonečne vel’akrát (povedzme modrá).

a0 a3 a4 a7 a9

· · ·

Ak vezmeme vrcholy, z ktorých vedú modré hrany, dostávame nekonečnú jed-
nofarebnú kliku. �

Úlohy

• Skúste implementovat’ násobenie celých č́ısiel v S1S.

• Dokážte, že monadická druhorádová logika (N, <) (teda namiesto funkcie
successor máme reláciu menš́ı ako) má tú istú silu ako S1S.

• Dokážte, že neexistuje deterministický Büchiho automat pre (0 | 1)∗1ω.
Sú teda slabšie ako nedeterministické.

• Trieda (tradičných) regulárnych jazykov je uzavretá na prienik. Pre konečné
automaty sa dôkaz spravil pomocou kartézskeho súčinu automatov A1 ×
A2: Q = Q1 × Q2, δ((q1, q2), a) = (δ1(q1, a), δ2(q2, a) a F = F1 × F2. Pre
Büchiho automaty však táto konštrukcia nefunguje! Nájdite protipŕıklad
– Büchiho automaty A1, A2 také, že Lω(A1 × A2) 6= Lω(A1) ∩ Lω(A2).
Plat́ı aspoň jedna inklúzia?
(ω-regulárne jazyky sú uzavreté na prienik, ale automat pre prienik treba
skonštruovat’ inak.)

• Dokážte vetu o limite: Pre R ⊆ Σ∗ nech limR = {w ∈ Σω | ∃∞n ∈ N :
w0...n ∈ R}. ω-jazyk L je ω-regulárny práve vtedy, ked’ existuje regulárny
R taký, že L = limR.

• Uvažujme Presburgerovu aritmetiku Th(N,+, V2) s pridańım funkcie V2(n) ≡
”
najvyššia mocnina 2, ktorá deĺı n“. Je táto teória rozhodnutel’ná?
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problem for Büchi automata with applications to temporal logic.” Theoretical
Computer Science 49(2-3), s. 217–237.

Stockmeyer, Larry a Albert R Meyer. 2002. “Cosmological lower bound on the
circuit complexity of a small problem in logic.” Journal of the ACM (JACM)
49(6), s. 753–784.

Yan, Qiqi. 2006. “Lower bounds for complementation of ω-automata via the full
automata technique.” In International Colloquium on Automata, Languages,
and Programming. Springer, s. 589–600.



Čast’ VI

Derandomizácia

(Treba nám náhodu?)





Úvod

Vieme s pomocou náhody riešit’ viac problémov ako deterministicky? Nakol’ko
nám randomizácia pomáha?

Náhodné č́ısla majú uplatnenie v rôznych oblastiach informatiky. V kryp-
tológii potrebujeme volit’ náhodné kl’́uče, aby ich útočńık nedokázal predpove-
dat’ a ak tajnú správu zo-xor-ujeme so skutočne náhodnou postupnost’ou, do-
staneme perfektne bezpečnú šifru. V teórii hier uvažujeme pravdepodobnostné
(zmiešané) stratégie. V dátových štruktúrach vieme vd’aka (pseudo-)náhode
šetrit’ pamät’ za cenu približných výsledkov (Bloom filtre, streamové algoritmy).
Presne spoč́ıtat’ všetky hlasy vo vol’bách je pomerne drahá záležitost’, ale od-
hadnút’ výsledok v prieskume verejnej mienky je nepomerne jednoduchšie. Po-
dobne dokážeme približne (ale s l’ubovol’nou presnost’ou v polynomiálnom čase)
spoč́ıtat’ objem mnohorozmerného konvexného telesa.

Nás bude zauj́ımat’ otázka časovej zložitosti: Vieme niektoré problémy riešit’

rýchleǰsie pravdepodobnostne ako deterministicky?

Zdá sa, že odpoved’ je áno. Jeden spôsob ako sa pozerat’ na pravdepodob-
nostné algoritmy je, že pol’avujeme z našich nárokov: netrváme na postupe,
ktorý funguje vždy , stač́ı aby fungoval väčšinou (pri väčšine hodov mincou).
Je preto prirodzené očakávat’, že najlepš́ı pravdepodobnostný algoritmus bude
aspoň trochu lepš́ı ako ten, ktorý má náhodu zakázanú. Pre vel’mi obmedzené
modely to vieme aj dokázat’, napŕıklad hl’adanie mediánu sa dá pravdepodob-
nostne pomocou 1.5n porovnańı, ale každý deterministický algoritmus potrebuje
viac ako 2n porovnańı. To je, samozrejme, vel’mi malý rozdiel a otázka znie, či
vieme pomocou náhodnosti dosiahnut’ aj väčšie, povedzme exponenciálne (alebo
aspoň superpolynomiálne) zrýchlenie. Alebo naopak dokážeme všetky algoritmy
efekt́ıvne

”
derandomizovat’“, tzn. zbavit’ sa náhodnosti a vytvorit’ ekvivalentný,

nie ovel’a pomaľśı deterministický algoritmus?

V súčasnosti odpoved’ na túto otázku nepoznáme: teoreticky je stále možné,
hoci nepravdepodobné, že BPP = EXP, teda že všetko, čo vieme vypoč́ıtat’ v
exponenciálnom čase, vieme s pomocou náhody vyriešit’ v polynomiálnom čase.

Jeden z hlavných problémov, ktoré vieme riešit’ rýchlo randomizovane a ne-
dokážeme rýchlo deterministicky je testovanie rovnosti polynómov (nad nejakým
pol’om). Napŕıklad, je pravda, že

(ux+ zvy)2 + z(vx− uy)2 ?
= (u2 + zv2)(x2 + zy2)

225
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alebo

1024x10+(x+
√

3)10+(x−
√

3)10+(
√

3x+1)10+(
√

3x−1)10 ?
= 1512(x2+1)5−1024.

Mohli by sme skúsit’ zátvorky roznásobit’ a jednoducho porovnat’ koeficienty:

u2x2 + u2y2z + v2x2z + v2y2z2

1512x10 + 7560x8 + 15120x6 + 15120x4 + 7560x2 + 488

avšak vo všeobecnosti naraźıme na to, že členov môže byt’ vel’mi vel’a, zatial’̌co
na vstupe môže byt’ polynóm zaṕısaný úsporne pomocou aritmetickej formule
alebo obvodu3. Ak máme k dispoźıcii skutočne náhodné č́ısla, stač́ı dosadit’ a
vyhodnotit’ formulu/obvod na náhodnom vstupe – p = q práve vtedy, ked’ p−q =
0 a nulový polynóm je na každom vstupe nula, zatial’̌co nenulové polynómy na
vel’a vstupoch dajú nenulový výsledok. Bez toho, aby sme zatial’ zachádzali do
detailov, akonáhle traf́ıme nenulovú hodnotu, vieme, že polynóm je nenulový,
naopak, ak vyskúšame vel’a náhodných vstupov a výsledok je vždy nulový, s
vel’kou pravdepodobnost’ou je polynóm nulový (rovnost’ plat́ı). Otázka znie, či
by sme nevedeli vstupy vygenerovat’ aj deterministicky (pseudonáhodne) a či
by dokázali zaručit’, že neexistuje nenulový polynóm, ktorému by sme ako na
potvoru triafali práve jeho korene.

Ďaľśı (trochu umelý) problém, ktorý nevieme riešit’ deterministicky v poly-
nomiálnom čase je Capp – circuit approximation probability problem. Daný je
booleovský obvod C a úlohou je aspoň približne spoč́ıtat’ počet vstupov, ktoré
obvod akceptuje, alebo ekvivalentne, úlohou je odhadnút’ pravdepodobnost’, že
obvod akceptuje náhodný vstup. Ak by sme vedeli odhadnút’ Prr[C(r) = 1] pove-
dzme s presnost’ou ±0.1, vedeli by sme rozhodovat’, či l’ubovol’ný BPP-algoritmus
akceptuje daný vstup – pravdepodobnost’, že taký algoritmus akceptuje vs. ne-
akceptuje, sa totiž ĺı̌si o viac ako 0.2.

problém najlepšie známe riešenie
pravdepodobnostne deterministicky

medián 1.5n > 2n porovnańı
minimálna kostra O(m) O(mα(n))

minimálny rez Õ(n2) O(n3)

test prvoč́ıselnosti Õ(n2) Õ(n6)

lineárne programovanie O(d2n+ 2O(
√
d log d)) O(dO(d)n)

3-SAT Õ(1.308n) Õ(1.334n)
test rovnosti polynómov O(n) EXP

Tabul’ka 16.1: Porovnanie najlepš́ıch známych pravdepodobnostných a determi-
nistických riešeńı pre rôzne problémy.
??

3Aritmetické obvody definujeme podobne ako tie booleovské ako acyklické grafy s tým, že
hradlá aritmetických obvodov môžu byt’ konštanty, sč́ıtanie a násobenie.
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4

Na druhej strane máme viacero úspešných pŕıkladov derandomizácie. Asi
najznámeǰśı je testovanie prvoč́ıselnosti. Tento problém má zauj́ımavú históriu
(pozri obr. 16.1). Zjavne ak je č́ıslo zložené, existuje krátky dôkaz tohto tvrdenia
(stač́ı jeden netriviálny delitel’); už nie tak zrejmé je, že existujú aj krátke dôkazy
prvoč́ıselnosti. Podl’a Lucasovej vety, ak pre nejaké a je an−1 ≡ 1 (mod n) a pre
každé prvoč́ıslo q deliace n − 1 je a(n−1)/q 6≡ 1 (mod n), tak n je prvoč́ıslo.
Certifikát prvoč́ıselnosti potom obsahuje č́ıslo a, prvoč́ıselný rozklad n − 1 a
rekurźıvne dôkaz, že každý člen rozkladu je naozaj prvoč́ıslo.

Podl’a Fermatovej vety, ak n je prvoč́ıslo, tak an−1 ≡ 1 (mod n) (pre 0 <
a < p). Toto sa dá použit’ ako jednoduchý test zloženosti: zvoĺıme náhodné

a; ak nesṕlňa kongruenciu, n muśı byt’ zložené. Tento test má isté problémy
(vid’ Carmichaelove č́ısla), ale dajú sa opravit’ (vid’ Rabin-Millerov test) a dá sa
dokázat’, že ak je n zložené, náhodne zvolené a to odhaĺı s pravdepodobnost’ou
aspoň 3/4.

Deterministický AKS test je založený na zovšeobecnenej Fermatovej vete:
Nech n ≥ 2 a č́ısla a a n sú nesúdelitel’né; potom n je prvoč́ıslo práve vtedy,
ked’ (x + a)n ≡ xn + a (mod n). (Pre x = 0 dostávame Fermatov test.) Mimo-
chodom d’aľśı možný pravdepodobnostný test prvoč́ıselnosti je zvolit’ napŕıklad
a = 1 a otestovat’ rovnost’ polynómov (x + 1)n ≡ xn + 1 (mod n) – ak by sme
vedeli derandomizovat’ testovanie rovnosti polynómov, dostaneme nový determi-
nistický algoritmus pre testovanie prvoč́ıselnosti. Agrawal a spol. namiesto toho
dokázali, že stač́ı pre vhodné r vyskúšat’ len polynomiálne vel’a a-čok a rovnost’

polynómov testovat’ modulo xr − 1.

NPcoNP

RPcoRP ZPP

NP ∩ coNP

P

QuasiP

EXP

∗triv.
∗1975

1976∗

1983∗ ∗1992
∗2002

Primes ∈
coNP (triviálne)

NP (Pratt, 1975)

P, ak plat́ı rozš́ırená Riemannova

hypotéza (Miller 1976)

coRP (Rabin 1976)

coRP (Solovay–Strassen 1977)

QuasiP (Adleman–Pomerance

–Rumely 1983)

ZPP, ak plat́ı Cramérova hypotéza

(Goldwasser–Kilian 1986)

ZPP (Adleman–Huang 1992)

P (Agrawal–Kayal–Saxena 2002)

pôvodný alg.: Õ(β11.5)

Lenstra–Pomerance: Õ(β6)

kde β je d́lžka vstupu (počet bitov)

Obr. 16.1: Pokrok pri riešeńı problému testovania prvoč́ıselnosti.

4Zatial’̌co O-notácia zanedbáva konštanty, Õ zanedbáva polylogaritmické členy, tzn.
Õ(f(n)) = O(f(n) · polylog(f(n))), napŕıklad Õ(nc) = O(nc logk n) a Õ(2cn) = O(2cn · nk)
pre nejaké k.
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Druhý vel’ký úspech bolo derandomizovanie algoritmu pre hl’adanie cesty v
neorientovanom grafe s malým priestorom (tzv. Ustcon). Nájst’ cestu medzi
dvoma vrcholmi je jednoduché v lineárnom čase štandardným prehl’adávańım
do š́ırky či do h́lbky. Tie však potrebujú aj lineárnu pamät’ na označovanie
navšt́ıvených vrcholov. Otázka znie, či sa dá nájst’ cesta aj s malým – logarit-
mickým priestorom. (Len označenie jedného vrcholu zaberá log n bitov, takže v
O(log n) pamäti si môžeme dovolit’ pamätat’ len konštante vel’a vrcholov naraz
a nedokážeme si pamätat’, ktoré vrcholy sme už navšt́ıvili.)

Existuje primit́ıvny randomizovaný algoritmus: začneme v jednom vrchole a
hýbeme sa náhodne (v každom vrchole si vyberieme náhodného suseda) až kým
nedoraźıme do ciel’a. Zároveň si poč́ıtame počet krokov a ak sa do ciel’a nedosta-
neme ani na 16n3 krokov, prehlásime, že cesta neexistuje. Teda Ustcon ∈ RL.
Zo Savitchovej vety vieme, že existuje algoritmus v O(log2 n) pamäti. Nisan–

Szemerédi–Wigderson našli algoritmus sO(log1.5 n) a Armoni a spol. sO(log4/3 n)
pamät’ou. Úplná derandomizácia sa nakoniec podarila Reingoldovi, ktorý v roku
2004 dokázal, že Ustcon ∈ L. Ekvivalentne, majme d-regulárny graf a v každom
vrchole označme vychádzajúce hrany č́ıslami od 1 po d. Pre takto označkovaný
graf môžeme každý ret’azec nad abecedou {1, . . . , d} chápat’ ako návod, po kto-
rej hrane máme ı́st’ v každom vrchole. Univerzálna postupnost’ je návod, ktorý
garantuje, že navšt́ıvime všetky vrcholy bez ohl’adu na počiatočný vrchol, sa-
motný graf, či jeho označkovanie. Z pravdepodobnostného algoritmu vyplýva,
že takéto postupnosti existujú – náhodne zvolená dostatočne dlhá postupnost’

má nenulovú pravdepodobnost’, že je univerzálna. Reingoldov výsledok ukazuje,
že takéto postupnosti sa dajú zostrojit’ v logaritmickom priestore.

Mimochodom, otázka, či L
?
= RL a či sa dajú derandomizovat’ všetky RL-

algoritmy je stále otvorená (vieme však, že RL ⊆ DSPACE(log1.5 n)). Podobný
problém Stcon pre orientované grafy je NL-úplný a nepoznáme ani randomi-
zovaný algoritmus s logaritmickou pamät’ou. Nápad s náhodnou prechádzkou
nefunguje, pretože v niektorých grafoch sa na niektoré miesta dostaneme len s
exponenciálne malou pravdepodobnost’ou, čo je málo.

Do tretice spomeňme úspech s perfektným párovańım, pričom nás zauj́ıma
rýchle paralelné riešenie (NC – polylogaritmický čas s polynomiálne vel’a proce-
sormi). Majme graf G. K nemu zostrojme maticu A tak, že ak (i, j) je hrana
grafu, tak na poĺıčku Ai,j bude premenná xi,j (pre každú hranu máme inú pre-
mennú) a na poĺıčku Aj,i bude −xi,j ; ak medzi i, j nie je hrana, tak Ai,j = 0.
Dá sa dokázat’, že G má perfektné párovanie práve vtedy, ked’ detA je nenulový
polynóm.5 Úlohu sme teda redukovali na testovanie rovnosti polynómov. Stač́ı
teda za xi,j dosadit’ náhodné hodnoty (povedzme zo Z∗p pre dostatočne vel’ké
prvoč́ıslo) a vyhodnotit’ determinant – to dokážeme v RNC. Deterministický NC
algoritmus vynašli Eppstein a Vazirani o viac ako 30 rokov neskôr, v roku 2018.

5Myšlienka dôkazu v skratke: Determinant je suma cez všetky permutácie π, pričom člen
je nenulový, ak všetky (i, πi) sú hrany v G. Stač́ı teda poč́ıtat’ len súčet cez všetky cyklové

pokrytia. A ak máme cyklové pokrytie s cyklom nepárnej d́lžky, zmeneńım orientácie dosta-
neme člen s opačným znamienkom, tzn. všetky takéto členy sa navzájom vyškrtajú a ostanú
len cyklové pokrytia, kde každý cyklus má párny počet hrán – a z tohto sa dá l’ahko vybrat’

perfektné párovanie.
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Vrát’me sa však k časovej zložitosti. Čo vieme povedat’ o triede BPP? Triviálne
BPP ⊆ EXP, resp. BPP ⊆ PSPACE. V predchádzajúcich kapitolách sme si
ukázali, že BPP je v polynomiálnej hierarchíı (Sipser–Gacsova veta: BPP ⊆
ΣP

2 ) a hody mincou vieme zamenit’ za polynomiálnu radu (Adlemanova veta:
BPP ⊆ P/poly). Lepšie výsledky momentálne nie sú známe. Napŕıklad je otvo-
rený problém, či BPP ⊆ NP, alebo či vieme BPP-problémy rozhodovat’ čo i len
v sub-exponenciálnom čase.

Napriek tomu veŕıme, že BPP sa dá úplne derandomizovat’ a všetky BPP-
problémy vieme riešit’ – śıce možno v horšom – ale stále polynomiálnom čase.
Inými slovami, veŕıme, že

P = BPP.

A prečo by sme mali? O tom si povieme v nasledujúcich kapitolách. Ukážeme,
že výsledok P = BPP vyplýva z čoraz slabš́ıch a slabš́ıch predpokladov.

Konkrétne, postupne si dokážeme, že:

1. Ak vieme približne odhadovat’ pravdepodobnost’, že daný obvod akceptuje
(riešit’ problém Capp), potom vieme derandomizovat’.

2. Ak existuje
”
dobrý“ pseudonáhodný generátor (PNG), potom vieme od-

hadnút’ pravdepodobnost’, že BPP-algoritmus akceptuje. Intuit́ıvne, dobrý
PNG je taký, že ak vymeńıme skutočne náhodné bity za pseudonáhodné,
nikto si to nevšimne. Existuje však dobrý PNG? Veŕıme, že áno. Ukážeme,
že:

3. Ak existuje
”
pekelne t’ažká“ funkcia, dokážeme z nej vyrobit’ dobrý PNG.

Intuit́ıvne, pekelne t’ažká funkcia sa nedá vypoč́ıtat’ ovel’a lepšie ako že
náhodne tipujem výsledok. Ak by sme jednoducho tipovali správnu od-
poved’, máme polovičnú šancu, že sa traf́ıme. Respekt́ıve, ak by sme na
vstupoch d́lžky n odpovedali bud’ vždy Áno, alebo vždy Nie, tak v jed-
nom z týchto pŕıpadov budeme odpovedat’ správne pre aspoň polovicu
vstupov. Pekelne t’ažká funkcia je taká, že ak chceme odpovedat’ správne
na čo i len o chlp viac ako polovici vstupov, potrebujeme exponenciálne
vel’ké obvody. Na prvý pohl’ad toto znie ako pomerne odvážna hypotéza,
my si však d’alej ukážeme, ako sa z t’ažkých funkcíı dajú skonštruovat’ ešte
t’ažšie:

4. Ak existuje
”
vel’mi t’ažká“ funkcia (je t’ažké ju spoč́ıtat’ na 99% správne),

vieme z nej spravit’ pekelne t’ažkú funkciu (je t’ažké ju spoč́ıtat’ na čo i
len o chlp viac ako 50%). Existencia vel’mi t’ažkých funkcíı už neznie tak
prekvapujúco, pôjdeme však ešte d’alej:

5. Ak existuje t’ažká funkcia (v klasickom zmysle, t.j., na jej výpočet po-
trebujeme exponenciálne vel’ký obvod), tak z nej dokážeme vyrobit’ vel’mi
t’ažkú funkciu (na ktorú potrebujeme exponenciálne vel’ký obvod, hoci ju
stač́ı spoč́ıtat’ na 99% správne).
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Takže ak

∃ t’ažká funkcia =⇒ ∃ vel’mi t’ažká funkcia =⇒ ∃ pekelne t’ažká funkcia

=⇒ ∃ dobrý PNG =⇒ vieme odhadnút’ Pr[BPP-algoritmus akceptuje]

=⇒ P = BPP.

Pod t’ažkou funkciou máme pritom na mysli funkciu, ktorá sa nedá spoč́ıtat’

obvodom vel’kosti 2γn pre nejaké γ > 0. Náš dôkaz však bude vyžadovat’ fun-
kciu, ktorá sa dá vypoč́ıtat’ v čase 2O(n), teda funkciu, ktorá patŕı do E =
DTIME(2O(n)). Môže to byt’ napŕıklad funkcia, ktorá sa dá vypoč́ıtat’ v čase
21000n, ale nedá sa spoč́ıtat’ obvodom vel’kosti 20.001n.

Pripomeňme, že vd’aka jednoduchému poč́ıtaciemu argumentu (kol’ko je všetkých
obvodov vel’kosti s? a kol’ko je všetkých funkcíı f : {0, 1}n → {0, 1}?) vid́ıme,
že existujú funkcie, ktoré sa nedajú spoč́ıtat’ ani len obvodom vel’kosti 2n/10n a
skoro všetky funkcie potrebujú obvody väčšie ako 20.001n. Dokonca to plat́ı, aj
ked’ nám stač́ı funkciu spoč́ıtat’ len povedzme na 90%. Ak by sme teda vybrali
náhodnú funkciu (pre každý vstup zvoĺıme náhodnú odpoved’ 0 alebo 1), takmer
na 100% bude táto funkcia vel’mi t’ažká. Na derandomizáciu však potrebujeme
konkrétnu funkciu z E.

Ak by to ešte stále niekoho nepresvedčilo, tak v skutočnosti aj z menej ako
exponenciálne t’ažkých funkcíı vyplýva aspoň čiastočná derandomizácia. Pri-
pomeňme, že podl’a Kannanovej vety už ΣP

2 obsahuje funkcie, ktoré nemajú ob-
vod polynomiálnej vel’kosti – toto na derandomizáciu nestač́ı. Z funkcíı, ktoré po-
trebujú superpolynomiálne obvody už však vieme derandomizovat’. Konkrétne:

• Ak existuje f ∈ E, ktorá potrebuje obvod superpolynomiálnej vel’kosti
(nα(n), kde α(n) môže rást’ l’ubovol’ne pomaly, ale s rastúcim n rastie do
nekonečna), tak BPP-problémy vieme riešit’ v subexponenciálnom čase,
teda lepšie ako v čase 2n

ε

pre l’ubovol’ne malé ε > 0: BPP ⊆ SUBEXP =⋂
ε>0 DTIME(2n

ε

).

• Ak existuje f ∈ E, ktorá potrebuje obvod vel’kosti 2n
γ

(pre γ > 0),
napŕıklad 2

100
√
n, tak BPP ⊆ QuasiP = DTIME(2polylog(n)). Kvázipolynomiálna

zložitost’ je nlogk n = 2logk+1 n pre nejaké k. Je to viac ako nO(1), ale me-
nej ako 2Ω(n) (exponent rastie do nekonečna, ale iba polylogaritmicky, nie
lineárne).

• Nakoniec, ak existuje f ∈ E, ktorá potrebuje obvod vel’kosti 2γn (pre
γ > 0), tak máme úplnú derandomizáciu BPP = P.

Skrátka, ak existuje f ∈ E, ktorá potrebuje

obvod vel’kosti





−
nω(1)

2n
ε

2Ω(n)





tak





BPP ⊆ EXP
BPP ⊆ SUBEXP
BPP ⊆ QuasiP
BPP = P




.

Č́ım t’ažšie funkcie existujú, tým lepšie vieme derandomizovat’.



Kapitola 17

Pseudonáhodné generátory

Obr. 17.1: Pomerne slabý pseudonáhodný generátor.

17.1 Derandomizácia pomocou pseudonáhodných
generátorov

Ako zist́ıme, či je pseudonáhodný generátor (PNG)
”
dobrý“? Ak za mnou niekto

pŕıde, že navrhol nový generátor, ako zist́ım, či produkuje
”
dostatočne náhodné“

č́ısla?
V praxi sa na testovanie použ́ıvajú batérie štatistických testov, napŕıklad

Diehard (Marsaglia, 1996), TestU01 (L’Ecuyer a Simard, 2007), NIST (Rukhin
a spol., 2001). Každý test väčšinou spoč́ıta nejakú hodnotu, ktorej distribúciu
poznáme a ak je táto hodnota len vel’mi málo pravdepodobná, prehlási, že vstup
nie je náhodný. Napŕıklad:

• Frekvenčný test: počet núl a jednotiek (n0, n1) by mal byt’ zhruba rovnaký,
teda ak je rozdiel n1 − n0 pŕılǐs vel’ký1, prehlásime, že postupnost’ nie je
náhodná.

1Čo je to pŕılǐs vel’ký? Počet jednotiek n1 má binomické rozdelenie, resp. Z = (n1−n0)/
√
n

má približne normálne rozdelenie a Pr(Z ≤ z) ≈ Φ(z), teda Pr(|Z| ≥ z) ≈ 2(1 − Φ(z)) – ak
je táto hodnota povedzme 1%, znamená to, že pre skutočne náhodné č́ısla by takáto situácia
nastala iba v 1% pŕıpadov, čo je dost’ málo pravdepodobné.
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• Všobecneǰśı blokový frekvenčný test: rozdel’me postupnost’ d́lžky n na k
blokov d́lžky m; ak spoč́ıtame podiel jednotiek pi v každom bloku, dosta-
neme distribúciu hodnôt, ktorá by sa mala podobat’ na binomické (v limite
normálne) rozdelenie. A ako zist́ıme, či sa dve distribúcie dostatočne po-
dobajú? Na to sa použ́ıva tzv. test dobrej zhody (goodness of fit); jeden zo
spôsobov je tzv. ch́ı-kvadrát test, kde spoč́ıtame súčet štvorcov odchýliek
X =

∑
(pi − oi)2/oi, kde pi sú pozorované a oi očakávané hodnoty; pre-

menná X má približne χ2
k−1 rozdelenie s k − 1 stupňami vol’nosti2; ak je

hodnota X pŕılǐs vysoká, generátor odmietneme.

• Test behov a medzier: spoč́ıtajme distribúciu d́lžok súvislých úsekov núl
a jednotiek (d́lžky tzv. medzier a behov); očakávame, že behov/medzier

d́lžky k je zhruba 1/2k; pozorované distribúcie porovnáme s teoretickými
pomocou χ2-testu.

• Narodeninový test: vyberieme m dátumov narodeńın z roku, ktorý má n
dńı, zotriedime, zrátame počet dńı medzi narodeninami a spoč́ıtame, kol’ko
medzier sa opakuje viackrát; toto č́ıslo by malo mat’ Poissonovu distribúciu
s parametrom λ = m3/4n. Napŕıklad pre n = 232, m = 212, λ = 4; pokus
zopakujeme 5000-krát a spoč́ıtame χ2-test.

• Goriĺı test: vygenerujeme 226 + 25 bitov, nech x je počet 26-bitových slov,
ktoré sa v tejto postupnosti nenachádzajú; potom x by malo mat’ zhruba
normálnu distribúciu s priemerom 24687971 a štandardnou deviáciou 4170,
takže Φ((x−24687971)/4170) by malo byt’ rovnomerne náhodné č́ıslo me-
dzi 0 a 1.

• Test hodnost́ı mat́ıc: rozdel’me postupnost’ na bloky d́lžky k × `, kde
každý blok predstavuje jednu binárnu maticu; spoč́ıtajme hodnosti (ranky)
týchto mat́ıc a porovnajme s teoretickým rozdeleńım pomocou χ2-testu.

• Gcd test: spust́ıme Euklidov algoritmus na náhodných 32-bitových vstu-
poch a spoč́ıtame 1) k – počet iterácíı a 2) konečnú hodnotu gcd. Ak
spust́ıme tento test 10-milión-krát, očakávané počty rôznych k a rôznych
gcd by mali byt’ zhruba ako v tabul’ke (plat́ı: Pr[gcd = x] = 6

π2x2 ):

k ≤ 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
očak. počet: 5.5 29.5 144.6 590.7 2065 6277 16797 39965

gcd 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
očak. počet: 6079271 1519817 675474 379954 243171 168869 124067 94989

Opät’ použijeme χ2 na test dobrej zhody, či pozorované dáta zodpovedajú
očakávanému rozdeleniu.

Vo všeobecnosti je štatistický test nejaký algoritmus, ktorý na vstupe do-
stane postupnost’ bitov, niečo si popoč́ıta a nakoniec rozhodne, či vstup vyzerá
náhodne, alebo nie. Väčšinou si spoč́ıta nejakú štatistiku – nejakú hodnotu Y ,

2Distribúcia χ2
k je súčet k normálnych distribúcíı N(0, 1).
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ktorej distribúciu poznáme (za predpokladu nulovej hypotézy, že vstup je po-
stupnost’ nezávislých náhodných bitov) a vyhlási, že postupnost’ je nenáhodná,
ak je spoč́ıtaná štatistika pŕılǐs malá alebo naopak pŕılǐs vel’ká.

Štatistický test sa teda snaž́ı rozĺı̌sit’ náhodné postupnosti od tých, ktoré ne-
vyzerajú náhodne. Takémuto algoritmu budeme tiež hovorit’

”
rozlǐsovač“. Ako

sme spomı́nali, v praxi sa pri testovańı pseudonáhodných generátorov použ́ıvajú
celé batérie štatistických testov. V teóríı si môžeme dovolit’ defińıciu ešte spŕısnit’:
budeme hovorit’, že PNG je dobrý vtedy, ak prejde cez všetky efekt́ıvne štatistické
testy. Alebo inými slovami, PNG je dobrý, ak žiadny efekt́ıvny algoritmus ne-
dokáže rozĺı̌sit’ distribúciu ńım vygenerovaných pseudonáhodných postupnost́ı
od skutočne náhodnej distribúcie. Pod’me si tieto pojmy zadefinovat’ exaktneǰsie:

vygenerovaná postupnost’ G(U`) úplne náhodná postupnost’ Un

U` úplne náhodný seed d́lžky `

G PNG

Rrozlǐsovač

?

Obr. 17.2: Pseudonáhodný generátor G dostane na vstupe seed d́lžky ` a vygene-
ruje pseudonáhodnú postupnost’ d́lžky m. Dobrý PNG je taký, že výslednú dis-
tribúciu ret’azcov je t’ažké odĺı̌sit’ od skutočne náhodných. Presneǰsie: L’ubovol’ný
(dostatočne malý) obvod, rozlǐsovač R, si

”
nevšimne“ rozdiel medzi G(U`) a uni-

formnou distribúciou Um – pravdepodobnost’, že C dá na týchto vstupoch iné
výsledky je malá.

Defińıcia 17.1 (Rozlǐsovač a pseudonáhodná distribúcia). Nech D je dis-
tribúcia nad {0, 1}m. Hovoŕıme, že obvod R je rozlǐsovač pre D, ak

∣∣∣∣ Pr
x∈RD

[R(x) = 1]− Pr
r∈RUm

[R(r) = 1]

∣∣∣∣ > 1/10,

kde Um je uniformná distribúcia na m bitoch. Skrátene budeme pravdepodob-
nost’, že R akceptuje na vstupe z distribúcie D značit’ Pr[R(D)] = Prx∈RD[R(x) =
1].

Hovoŕıme, že distribúcia je S-pseudonáhodná, ak neexistuje rozlǐsovač vel’-
kosti S. To znamená že pre každý obvod C vel’kosti S je

Pr[C(D)] ≈ Pr[C(Um)]± 1/10.

Defińıcia 17.2 (Pseudonáhodný generátor). S(`)-pseudonáhodný generátor3

3S : N→ N je časovo konštruovatel’ná, neklesajúca
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je

• funkcia G : {0, 1}∗ → {0, 1}∗, ktorá na vstupe dĺ̌zky ` vyprodukuje v čase

O(2`) postupnost’ dĺ̌zky S(`) a

• G(U`) je S(`)3-pseudonáhodná distribúcia.

Vstup, teda inicializačnú hodnotu generátora, voláme tiež seed a S(`) je

predĺ̌zenie. Napŕıklad 2Ω(`)-PNG znamená, že na postupnost’ dĺ̌zky m nám stač́ı
seed dĺ̌zky ` = O(logm) a neexistuje obvod vel’kosti m3, ktorý by pseudonáhodnú
postupnost’ odĺı̌sil od náhodnej.

Všimnime si, že PNG má ovel’a viac času ako obvody, ktoré sa ho snažia
rozĺı̌sit’! Nám by napŕıklad stačil aj PNG, ktorý v čase O(2`) vygeneruje postup-

nost’ d́lžky m = 20.001`. Takýto generátor pracuje v čase O(m1000) (v závislosti

od d́lžky výstupu), zatial’̌co rozlǐsovače sú iba obvody vel’kosti m3. Preto hy-
potéza, že dobré PNG existujú, znie celkom uveritel’ne.4

Pod’me si teraz ukázat’, že ak existuje dobrý PNG G, vieme vd’aka nemu de-
randomizovat’ l’ubovol’ný BPP-algoritmus A. Hlavná myšlienka je jednoduchá:
namiesto náhodných bitov použijeme tie pseudonáhodné. (Koniec-koncov, v
praxi sa často pravdepodobnostné algoritmy spúšt’ajú len s nejakým štandardným
knižničným PNG – bez dôkazu, že to funguje.) Ak však použijeme dobrý PNG
a vyskúšame všetky možné seedy s, dokážeme spoč́ıtat’ Pr[A(x,G(U`)], čo je
Pr[A(x, Um)]± 10% a vezmeme väčšinovú odpoved’. Ked’že BPP-algoritmy ak-
ceptujú s pravdepodobnost’ou bud’ ≥ 2/3 > 66% alebo ≤ 1/3 < 34%, nejakých
±10% výsledok neovplyvńı.

Prečo to funguje? Nuž ak by neplatilo Pr[A(x,G(U`)] = Pr[A(x, Um)]±10%
(pre všetky x od určitej vel’kosti), tak algoritmus A nám poslúži ako rozlǐsovač!
V takom pŕıpade existuje nekonečná postupnost’

”
zlých“ vstupov x, na ktorých

sa Pr[A(x,G(U`)] a Pr[A(x, Um)] dost’ ĺı̌sia. Tieto vstupy môžeme zadrátovat’

do obvodu pre A. Napŕıklad v Miller-Rabinovom teste prvoč́ıselnosti (pozri sek-
ciu 2.6) namiesto náhodných 0 < a < n vygenerujeme pseudonáhodné (pre
všetky možné seedy). Ak by takýto test nefungoval, potom Miller-Rabinov test
(na konkrétnych zložených č́ıslach) dokáže rozĺı̌sit’ vygenerované pseudonáhodné
od skutočne náhodných bitov.

Lema 17.1. Ak existuje 2Ω(`)-PNG, potom BPP = P.

� Dôkaz. Majme 2ε`-PNG G a BPP-algoritmus A, ktorý pracuje v čase
m = O(nk) (takže použ́ıva najviac m náhodných bitov). Nahrad’me v algo-
ritme náhodné bity pseudonáhodnými. Ked’že G je dobrý PNG, pre všetky (až

4Len tak na okraj, kvôli perspekt́ıve dodajme, že predpoklad, že existuje dobrý PNG je
ešte vel’mi skromný napŕıklad v porovnańı s tým, že existujú kryptograficky silné PNG –
čomu veŕıme tiež. Pri kryptograficky silných PNG nám śıce stač́ı len polynomiálne pred́lženie,
avšak rozlǐsovače môžu pracovat’ v l’ubovol’ne vel’kom polynomiálnom čase a napriek tomu
vyžadujeme, aby bol rozdiel |Pr[R(G(U`))]−Pr[R(Um)]| zanedbatel’ný (tzn. 1/mω(1) – menš́ı
ako 1/mc pre l’ubovol’ne vel’ké c pre dostatočne vel’ké m). V defińıcii kryptograficky silných
PNG sú rozlǐsovače silneǰsie (majú viac času) ako samotný generátor (čo dáva zmysel, ak
chceme byt’ odolńı voči útoku výpočtovo silných protivńıkov, akými sú nadnárodné korporácie,
či štátni aktéri).
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na konečne vel’a) x plat́ı:

Pr[A(x,G(U`))] ≈ Pr[A(x, Um)]± 1

10
.

Teda rozdiel medzi pravdepodobnost’ou akceptovania pri náhodných a pseudo-
náhodných bitoch je len 1/10. Ak by sa totiž algoritmus A nesprával s PNG
podobne ako s naozaj náhodnými bitmi, mohli by sme ho využit’ ako

”
test“,

ktorý rozlǐsuje daný PNG G od skutočne náhodných bitov: Obvod, ktorý má
zadrátované zlé vstupy x a poč́ıta funkciu r 7→ A(x, r) je obvod, ktorý rozoznáva
G(U`) od Um, čo je spor.

Pripomeňme, že BPP-algoritmus pre x ∈ L(A) akceptuje s pravdepodob-
nost’ou aspoň 2/3 a pre x /∈ L(A) najviac 1/3. Ak máme dobrý PNG, pravdepo-
dobnost’ bude ±rovnaká a navyše Pr[A(x,G(U`))] vieme vypoč́ıtat’ úplne presne
tak, že vyskúšame všetky seedy:

Na derandomizáciu stač́ı algoritmus A spustit’ pre všetky seedy d́lžky ` =
1
ε logm = O(log n) a rozhodnút’ sa podl’a väčšinovej odpovede. Ak x ∈ L(A),
pravdepodobnost’ akceptovania so skutočne náhodnými bitmi je > 2

3 a s PNG je
to najviac o 1

10 menej, čo je však stále viac ako polovica a na základe väčšinovej

odpovede algoritmus povie Áno. Naopak, ak x /∈ L(A), tak Pr[A(x, Um)] < 1
3 a

s PNG to je maximálne o 1
10 viac, čo je stále menej ako polovica a teda väčšinová

odpoved’ je Nie.

x ∈ L(A) =⇒ Pr[A(x,G(U`)] = Pr[A(x, Um)]± 0.1 > 2/3− 0.1 > 0.5

x /∈ L(A) =⇒ Pr[A(x,G(U`)] = Pr[A(x, Um)]± 0.1 < 1/3 + 0.1 < 0.5

�
Túto lemu a dôkaz môžeme zovšeobenit’: ak existuje S(`)-PNG a my budeme

skúšat’ všetky seedy d́lžky `(n), tak pravdepodobnostné algoritmy bežiace v čase
S(`(n)) vieme derandomizovat’ v čase 2O(`(n)).

Zovšeobecnenie lemy 17.1. Ak existuje S(`)-PNG (kde `(n) je vypoč́ıtatel’ná
v polynomiálnom čase), tak

BPTIME(S(`(n))) ⊆ DTIME(2O(`(n))).

Konkrétne napŕıklad ak existuje

• 2`
Ω(1)

-PNG, tak ` = logO(1) n, takže BPP ⊆ QuasiP = DTIME(2polylog(n));

• `ω(1)-PNG, tak ` = no(1), takže BPP ⊆ SUBEXP =
⋂
ε>0 DTIME(2n

ε

).

17.2 Rozlǐsovače a predpovedače

Dobrý pseudonáhodný generátor sme zadefinovali ako taký, ktorého distribúciu
nevieme efekt́ıvne rozĺı̌sit’ od skutočne náhodnej. Ďalej sa nám však bude hodit’

iný pohl’ad na dobré PNG: výstup z dobrého PNG by mal byt’ nepredv́ıdatel’ný
– ak dostaneme len čast’ výstupu, nevieme efekt́ıvne predpovedat’ nasledujúci bit
(pozri obrázok 17.3).
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vygenerovaná postupnost’ G(U`)

U` úplne náhodný seed d́lžky `

G PNG

Ppredpovedač

?

Obr. 17.3: Pseudonáhodný generátor G dostane na vstupe seed d́lžky ` a vyge-
neruje pseudonáhodnú postupnost’. Dobrý PNG je taký, že výslednú distribúciu
ret’azcov je t’ažké predpovedat’. Presneǰsie: L’ubovol’ný (dostatočne malý) obvod,
predpodovedač P , nedokáže predpovedat’ i-ty bit z predošlých – pravdepodob-
nost’, že sa traf́ı, je len o kúsok viac ako 50%.

Defińıcia 17.3 (Predpovedač). Nech D je distribúcia nad {0, 1}m. Hovoŕıme,
že P je predpovedač pre D, ak pre nejaké i dokáže P predpovedat’ i-ty bit z
predošlých s výrazne väčšou úspešnost’ou ako len náhodné tipovanie. Konkrétne
budeme vyžadovat’, že P predpovedá i-ty bit správne s pravdepodobnost’ou aspoň
50% + 1/10m:

Pr
r∈RD

[P (r1, . . . , ri−1) = ri] >
1

2
+

1

10m
.

Všimnite si, že nám stač́ı menšia úspešnost’ (1/10m) ako pri rozlǐsovačoch
(1/10). Ukážeme si, že ak je distribúcia nepredv́ıdatel’ná, tak je nerozĺı̌sitel’ná
od skutočne náhodnej:

Veta 17.1. Ak existuje rozlǐsovač vel’kosti S pre D, potom existuje aj predpo-
vedač vel’kosti 2S.

� Dôkaz. Nech R je daný rozlǐsovač. Predpovedač P na vstupe i, y1, . . . , yi−1

doplńı postupnost’ o náhodné zi, . . . , zm a spust́ı rozlǐsovač: nech

a = R(y1, . . . , yi−1, zi, . . . , zm).

Ak a = 1 (postupnost’ vyzerá nenáhodne), predpovedač bude predpokladat’, že
tip zi bol správny a odpovie zi; v opačnom pŕıpade odpovie 1−zi. Takýto pred-
povedač śıce použ́ıva náhodné bity, ale tie sa dajú vymenit’ za neuniformnost’: ak
funguje v priemernom pŕıpade, potom existuje vol’ba konktrétnych postupnost́ı
zi, . . . , zm, pre ktoré bude predpovedač fungovat’.

Dôkaz, že takýto predpovedač bude úspešný využ́ıva tzv.
”
hybridný argu-

ment“: predstavme si m+1 distribúcíı D0, . . . , Dm, kde D0 je úplne rovnomerne



17.3. Ako vyrobit’ pseudonáhodný generátor 237

náhodná distribúcia Um, Dm = D a distribúcie medzi tým tvoria
”
plynulý pred-

chod“ od Um ku D, konkrétne Di má prvých i bitov z D a zvyšok sú úplne
náhodné bity.

Označme pi = Pr[R(Di)]. Ked’že R je rozlǐsovač, pm − p0 = Pr[R(D)] −
Pr[R(Um)] ≥ 1

10 . Ak rozṕı̌seme pm − p0 ako teleskopickú sumu
∑
pi − pi−1 =

pm − p0, muśı existovat’ i, pre ktoré je pi − pi−1 ≥ 1
10m . Tento i-ty bit budeme

vediet’ úspešne predpovedat’:
P predpovie i-ty bit správne bud’ ak yi = zi a R povie Áno, alebo ak

yi = 1− zi a R povie Nie. Uvažujme všetky 4 možnosti, ktoré môžu nastat’: či

je zi
?
= yi a či R na vstupe (y1, . . . , yi−1, zi, . . . , zm) odpovie Áno alebo Nie:

Áno Nie spolu
zi = yi A B 1/2
zi 6= yi C D 1/2
spolu pi−1 1− pi−1 1

Ak označ́ıme pravdepodobnosti jednotlivých udalost́ı A, B, C, D ako v tabul’ke,
potom nás zauj́ıma hodnota A + D.

Ked’že zi je náhodný bit, oba pŕıpady, zi = yi a zi 6= yi nastanú s rovnakou
pravdepodobnost’ou 1/2. Ďalej vieme, že R odpovie Áno s pravdepodobnost’ou
pi−1; avšak za predpokladu, že zi = yi dostaneme distribúciu Di a R odpovie
Áno s pravdepodobnost’ou pi. Takže pravdepodobnost’

A = Pr[Áno | zi = yi] · Pr[zi = yi] = Pr[R(Di)] · 1
2 = 1

2pi

A + C = Pr[Áno] = Pr[R(Di)] = pi−1

C + D = Pr[zi 6= yi] = 1/2

Z toho pravdepodobnost’, že P správne predpovie i-ty bit je

A + D = C + D− (A + C) + 2×A =
1

2
+ pi − pi−1. �

Dôsledok 17.1. Funkcia G : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ s predĺ̌zeńım S(`) vypoč́ıtatel’ná
v O(2`) je S(`)-pseudonáhodný generátor, ak pre ňu neexistuje predpovedač
vel’kosti 2S(`)3.

17.3 Ako vyrobit’ pseudonáhodný generátor

Ako sme spomı́nali v úvode k tejto časti, dobrý pseudonáhodný generátor vy-
tvoŕıme z pekelne t’ažkej funkcie – tú vytvoŕıme z vel’mi t’ažkej funkcie – a tú
vytvoŕıme z t’ažkej funkcie. Nastal čas presne si zadefinovat’, čo týmito pojmami
mysĺıme.

Ked’ budeme hovorit’ o t’ažkosti v priemernom pŕıpade, môžeme hovorit’ o
počte alebo o časti vstupov, na ktorých dá obvod správnu odpoved’. Avšak
prirodzené je použit’ v tomto pŕıpade jazyk pravdepodobnosti: Ak obvod od-
povedá správne na 99% vstupov, znamená to, že keby sme vygenerovali úplne
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náhodný vstup (rovnomerne z {0, 1}n), tak pravdepodobnost’ správnej odpo-
vede je 0.99. Budeme tiež hovorit’, že obvod C aproximuje funkciu f na 99%, ak
Prx∈R{0,1}n [f(x) = C(x)] ≥ 0.99.

Defińıcia 17.4 (Ťažká, vel’mi t’ažká a pekelne t’ažká funkcia). Budeme
hovorit’, že funkcia f je

• t’ažká, ak ju obvody vel’kosti S ≤ 2γn nedokážu spoč́ıtat’ presne (pre nejakú
konštantu γ > 0),

• vel’mi t’ažká, ak ju obvody vel’kosti S ≤ 2γn nedokážu ani len aproximovat’

na 99% (pre nejakú konštantu γ > 0),

• pekelne t’ažká, ak ju obvody vel’kosti S ≤ 2γn nedokážu ani len aproximovat’

na 1/2 + 1/S vstupoch (pre nejakú konštantu γ > 0).

Všeobecneǰsie by sme mohli definovat’

Defińıcia 17.5 (Ťažkost’ v priemernom pŕıpade). Pre fn : {0, 1}n → {0, 1}
a ρ ∈ [0, 1] definujeme t’ažkost’ Hρavg(fn) = S, ak žiadny obvod vel’kosti S ne-
dokáže ρ-aproximovat’ fn. Teda

Hρavg(fn) = max{S | ∀obvod C, |C| ≤ S : Pr
x∈R{0,1}n

[C(x) = fn(x)] < ρ}.

Pre f : {0, 1}∗ → {0, 1}, t.j. pre l’ubovol’nú vel’kost’ vstupu definujeme Hρavg(f)
prirodzene tak, že uvažujeme rôzne n samostatne: označme fn = f |Σn zúženie

funkcie na vstupy dĺ̌zky n; funkciu
”

pozliepame“ z Hρavg(f)(n) = Hρavg(fn) pre
všetky n.

Zložitost’ v najhoršom pŕıpade je Hwrs(f) = H1
avg(f) (f chceme spoč́ıtat’ na

100%; rozmyslite si, že Hwrs(f) = S znamená, že f /∈ SIZE(S)). Priemernú

zložitost’ definujeme ako Havg(f) = max{S | H
1/2+1/S
avg (f) ≥ S}.

Potom f je

• t’ažká, ak Hwrs(f) = 2Ω(n),

• vel’mi t’ažká, ak H0.99
avg (f) = 2Ω(n),

• pekelne t’ažká, ak Havg(f) = 2Ω(n).

Geometrický pohl’ad (pozri obrázok 17.4): Môžeme si skúsit’ predstavit’ pries-
tor, kde každý bod je jedna funkcia (každá funkcia je vlastne vektor 2n hodnôt).
Hodnota

∆(f, g) = Pr
x

[f(x) 6= g(x)]

definuje vzdialenost’ dvoch funkcíı (nie je to nič iné ako normalizovaná Hammin-
gova vzdialenost’ tabuliek hodnôt) a g aproximuje f na 99%, ak je vzdialenost’ f
a g najviac 0.01. Každému bodu takéhoto priestoru prirad́ıme hodnotu Hwrs(g)
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(a) Špicaté kopce: niektoré funkcie sú
śıce vel’mi t’ažké, ale ned’aleko nich je
vždy nejaká l’ahká funkcia.

(b) Vel’ké kopce: existujú funkcie, ktoré
sa nedajú spoč́ıtat’ ani približne: aj v
bĺızkom okoĺı sú funkcie t’ažké.

Obr. 17.4: Predstavme si, že rovina xy znázorňuje všetky funkcie, pričom body,
ktoré sú bĺızko sú podobné funkcie, tzn. na vel’a vstupoch dávajú rovnaký
výsledok. Predstavme si, že výška znázorňuje zložitost’ (vel’kost’ najmenšieho
obvodu, ktorý funkciu poč́ıta).

– vel’kost’ najmenšieho obvodu, ktorý poč́ıta danú funkciu. Ťažká funkcia má
vysokú hodnotu, vel’mi t’ažká má vysoké hodnoty všade vo vzdialenosti do 0.01.

H1−δ
avg (f) = max{Hwrs(g) | ∆(f, g) ≤ δ}.

Pod’me sa teraz pustit’ do konštrukcie dobrého pseudonáhodného generátora.
Predpokladajme, že existuje pekelne t’ažká funkcia.

Rozcvička 1: Ako rozcvičku skúsme najskôr vytvorit’ PNG, ktorý vstup pred́lži
o 1 bit.

To je triviálne, stač́ı zobrat’ G(z) = z f(z). Zjavne z sú náhodné bity, ktoré sa
nedajú predpovedat’ vôbec a ani f(z) sa nedá l’ahko predpovedat’ zo z. Dôkaz:
Predpovedač posledného bitu P je (malý) obvod, ktorý aproximuje f(z) na
aspoň 1/2+1/10m vstupoch, ale žiadny (malý) obvod C nedokáže aproximovat’

f na viac ako 1/2 + 1/S, pretože f je pekelne t’ažká funkcia:

∃P, |P | ≤ 2m3 : Pr
z∈r{0,1}`

[P (z) = f(z)] ≥ 1/2 + 1/10m (predpovedač)

∀C, |C| ≤ S : Pr
z∈r{0,1}`

[C(z) = f(z)] ≤ 1

2
+ 1/S (pekelne t’ažká funkcia)

a to je spor už pre S(`) ≥ 2m3 = 2(`+ 1)3.

Rozcvička 2: Skúsme vytvorit’ PNG, ktorý predlžuje o 2 bity.
Jednoducho rozdeĺıme vstupný ret’azec z na dve polovice z1, z2 a definujme

G(z) = z1 f(z1) z2 f(z2). Zrejme z1, z2 sa nedá predpovedat’ a f(z1) zdôvodńıme
rovnako, ako vyššie. Ale čo f(z2)? Nemohla by nám vedomost’ f(z1) pomôct’ pri
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predpovedańı f(z2)? Všeobecneǰsie: ak by sme z rozdelili na k čast́ı a definovali
G(z) = z1 f(z1) z2 f(z2) · · · zk f(zk), mohla by nám vedomost’ hodnôt f na k−1
náhodných vstupoch pomôct’ pri predpovedańı f(zk)?

Odpoved’ je Nie. Pri dôkaze použijeme priemerovaćı argument: ak je prie-
mer sady č́ısel väčš́ı ako t, potom nejaké konkrétne č́ıslo z tejto sady muśı
byt’ väčšie ako t. V našom pŕıpade budeme použ́ıvat’ nasledovnú formu: ak
Prx∈RX,y∈RY [Ex,y] > t, čo chápeme ako priemer cez všetky x, tak existuje
konkrétne x ∈ X, pre ktoré je Pry∈RY [Ex,y] > t.

Ak by existoval predpovedač P taký, že

Pr
z1,z2∈R{0,1}`/2

[P (z1 f(z1) z2) = f(z2)] >
1

2
+

1

10m
,

potom existuje aspoň jedno konkrétne z1 také, že

∃z1 ∈ {0, 1}`/2 : Pr
z2∈R{0,1}`/2

[P (z1 f(z1) z2) = f(z2)] >
1

2
+

1

10m
,

Toto z1 spolu s hodnotou f(z1) môžeme
”
zadrátovat’“ do obvodu P a dostaneme

zhruba rovnako vel’ký obvod P ′

P ′(x) = P (z1 f(z1)︸ ︷︷ ︸
zadrátovaná konštanta

x),

ktorý poč́ıta funkciu f na vel’kej časti vstupov:

Pr
x∈R{0,1}`/2

[P ′(x) = f(x)] >
1

2
+

1

10m
,

čo je spor s tým, že f je pekelne t’ažká (už pre S(`/2) ≥ 2(`+ 2)3).

Problém je, že takýmto pŕıstupom, že seed rozdeĺıme na niekol’ko disjunktných
čast́ı, ktoré vopcháme do f sa nedostaneme cez pred́lženie 2`. Prirodzený d’aľśı
nápad je použit’ podpostupnosti z, pričom niektoré bity použijeme do via-
cerých vstupov. Ak I = {i1, . . . , ik} je podmnožina {1, 2, . . . , `}, označme zI =
z{i1,...,ik} = zi1 · · · zik . Vo všeobecnosti pre sadu takýchto podmnož́ın definujeme
generátor nasledovne:

Defińıcia 17.6 (Nisan-Wigdersonov generátor). Nech f : {0, 1}k → {0, 1}
a I = {I1, . . . , Im} je sada k-prvkových podmnož́ın {1, . . . , `}. Potom definujeme

Nisan-Wigdersonov generátor ako funkciu NW f
I : {0, 1}` → {0, 1}m,

NW f
I (z) = f(zI1) f(zI2) · · · f(zIm),

kde zI je podret’azec z s indexmi z I. Pozri pŕıklad na obrázku 17.5b.

Samozrejme, ak majú dve podmnožiny Ii, Ij vel’ký prienik, znalost’ hodnoty
f(zIi) by mohla pomôct’ predpovedat’ hodnotu f(zIj ). My si ukážeme, že

1. existujú vel’mi vel’ké sady množ́ın s malými prienikmi a
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1 2 3 4 5 6 7

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

(a)

seed z
1 2 3 4 5 6 7

f(zI1) f(zI2) f(zI3) f(zI4) f(zI5) f(zI6) f(zI7)
vygenerovaná
postupnost’:

(b)

Obr. 17.5: Pŕıklad Nisan-Wigdersonovho generátora pre sadu množ́ın I =
{{2, 3, 6, 7}, {1, 3, 5, 7}, {1, 2, 5, 6}, {4, 5, 6, 7}, {2, 3, 4, 5}, {1, 3, 4, 6}, {1, 2, 4, 7}}
zobrazenú vl’avo: každý riadok predstavuje jednu množinu vel’kosti 4; každé
dva riadky majú 2 spoločné prvky (je to (7, 4, 2)-dizajn). Samozrejme, tento
konkrétny generátor je nanič, pretože vôbec nepredlžuje – na dobrý PNG
potrebujeme exponenciálne vel’kú sadu množ́ın.

2. f(zIj ) sa nedá l’ahko predpovedat’ ani z vel’a hodnôt f(zIi), ak majú
množiny Ii malý prienik s Ij .

Prvý bod je doménou matematickej oblasti kombinatorických štruktúr:

Defińıcia 17.7 (Kombinatorický dizajn). Sadu množ́ın I = {I1, . . . , Im}
voláme (`, k, d)-dizajn pre ` > k > d, ak

• všetky množiny Ij sú podmnožiny {1, 2, . . . , `},

• všetky množiny majú vel’kost’ |Ij | = k,

• každé dve množiny majú prienik vel’kosti |Ii ∩ Ij | ≤ d (∀i 6= j).

(Presneǰsie ide o tzv. packing design – v klasickej defińıcii dizajnu, v slovenskej
literatúre tiež (`, k, d)-konfigurácie, majú prieniky vel’kost’ presne |Ii ∩ Ij | = d.)

Pŕıklad malého pakovacieho dizajnu je na obrázku 17.6.

Ak trochu predbehneme, z dôkazov vyplynú rôzne obmedzenia na vol’bu
parametrov. My budeme chciet’ konkrétne pre funkciu s Havg(fk) ≥ 2γk dizajn
s parametrami

• m – exponenciálny počet množ́ın 2d/10 = 2Ω(`) – toto zodpovedá d́lžke
vygenerovanej postupnosti,

• ` – seed d́lžky c · logm, kde c = (20/γ)2,

• k – vel’kost’ množ́ın
√
c · logm – toto bude d́lžka vstupu pre fk,

• d – vel’kost’ prieniku 10 · logm
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Obr. 17.6: (24, 8, 4)-dizajn: 759 st́lpcov, každý st́lpec predstavuje jednu množinu
vel’kosti 8; dve množiny majú prienik vel’kosti ≤ 4. Mimochodom, autor ho našiel
jednoduchým greedy algoritmom, následne zistil, že ide o známy Steinerovský
systém S(5, 8, 24), známy aj ako Wittov dizajn (každá 5-prvková množina sa

vyskytuje práve v jednom st́lpci; 759 ×
(

8
5

)
=
(

24
5

)
) a množiny, č́ıtané ako vek-

tory Z24
2 sú práve vektory váhy 8 z tzv. Golayovho kódu. V teórii kódovania

nás tiež zauj́ımajú sady vektorov, ktoré sú d’aleko od seba (pri Hammingovej
vzdialenosti), pretože ak pošleme správu zloženú z takýchto vektorov, vieme ju
zrekonštruovat’ aj v pŕıpade, že sa počas prenosu zopár bitov prekloṕı. Pakovacie
dizajny sú presne kódy s konštantnou váhou a vzdialenost’ou 2d.

Seed logaritmickej d́lžky potrebujeme, ak chceme derandomizovat’ v polynomiál-
nom čase. Pri konštrukcii dizajnu zase budeme potrebovat’, aby ` ≥ 10k2/d a
d bolo aspoň 10 logm. Z toho vyplýva, že k ≤ √c·logm. Pri dôkaze kvality PNG
budeme potrebovat’, aby 2d ≤ γk; z toho plynie vol’ba konštanty c = (20/γ)2.

Mimochodom, konštanty ktoré takto vzniknú budú astronomické a absolútne
nepraktické. Ak napŕıklad predpokladáme, že existuje funkcia f ∈ E s γ =
0.1, tak k = 200 logm a ` = 40 000 logm. Deterministický algoritmus potom
skúša všetkých 2` = m40 000 možnost́ı. Doron a spol. (2019) dokázali, že zo
silneǰśıch predpokladov sa dajú pravdepodobnostné algoritmy bežiace v čase t
derandomizovat’ v čase t2+O(ε).

Lema 17.2 (Nisan a Wigderson (1994)). Nech I je (`, k, d)-dizajn vel’kosti
m s parametrami vyššie a f : {0, 1}k → {0, 1} je pekelne t’ažká funkcia. Potom

NW f
I je 2Ω(`)-PNG.

Dôkaz využ́ıva podobnú myšlienku ako rozcvička 2: ak existuje predpovedač
P pre i-ty bit, všetky bity seedu mimo Ii zafixujeme a zadrátujeme do P .
Ukážeme, že zvyšok sa dá dopoč́ıtat’ nie pŕılǐs vel’kým obvodom, čo bude spor s
tvrdeńım, že f je pekelne t’ažká.

� Dôkaz. Kvôli sporu predpokladajme, že existuje predpovedač P vel’kosti
2m3 = 23d/10+1, teda z defińıcie:

Pr
z∈R{0,1}`

[P (f(zI1 , . . . , f(zIi−1)) = f(zIi)] ≥
1

2
+

1

10m
.

Označme fj funkciu, ktorá si vytiahne tie správne bity (z množiny Ij) a na tie
aplikuje funkciu f , teda fj(z) = f(zIj ):

Pr
z∈R{0,1}`

[P (f1(z), . . . , fi−1(z)) = fi(z)] ≥
1

2
+

1

10 · 2d/10
.

Otázka znie: pomôže nám pri výpočte f na bitoch z Ii vediet’ hodnoty f na
vstupoch I1, . . . , Ii−1 (pozri obr. 17.7)?



17.3. Ako vyrobit’ pseudonáhodný generátor 243

seed z
d́lžky `

1 2 3 4 5 6 7

f(zI1) f(zI2) f(zI3) f(zI4)

n podmnož́ın vel’kosti k

vstupy sa prekrývajú
na ≤ d poźıciach

P

predpovedá i-ty bit, t.j.,
f(šedých bitov) = f(z2z3z4z5)

Obr. 17.7: Predpovedač P , ktorý predpovedá f(zIi) z hodnôt f(zIj ) pre j < i.
(Použili sme generátor s dizajnom z obr. 17.5b.)

Množiny I1, . . . , Ii sú všetky rôzne, ale majú neprázdny prienik. Označme
teda x = zIi bity v Ii a z∗ tie zvyšné:

Pr
x∈R{0,1}k,z∗∈R{0,1}`−k

[P (f1(x, z∗), . . . , fi−1(x, z∗)) = f(x)] ≥ 1

2
+

1

10 · 2d/10
.

Opät’, podl’a priemerovacieho argumentu existuje konkrétne z∗, pri ktorom je
pravdepodobnost’ rovnaká alebo väčšia. Tieto bity vieme zadrátovat’ do funkcíı
fj (označme takúto funkciu f∗j ):

Pr
x∈R{0,1}k

[P (f∗1 (x), . . . , f∗i−1(x)) = f(x)] ≥ 1

2
+

1

10 · 2d/10
.

Ostáva uvedomit’ si, že každé dve množiny v dizajne majú prienik vel’kosti
≤ d a teda funkcie f∗j v skutočnosti závisia iba od ≤ d bitov vstupu(!) (pozri
obr. 17.8).

Ale každú funkciu d bitov vieme triviálne vypoč́ıtat’ obvodom gj vel’kosti
2d+1. Nahrad’me teda funkcie f∗j obvodmi gj – dostaneme tak obvod

z 7→ P (g1(z), . . . , gi−1(z))

vel’kosti m · 2d+1 + 23·d/10+1 = 21.4d+2, čo je menej ako 22d ≤ 2γk. Ak by
teda existoval predpovedač, vedeli by sme pomocou neho vytvorit’ takýto obvod,
ktorý poč́ıta f na viac ako 1

2 + 1
10m ≥ 1

2 + 1
S vstupoch. �

Zovšeobecnenie lemy 17.2. Ak I je (`, k, d)-dizajn vel’kosti 2d/10 a f : {0, 1}k →
{0, 1} je pekelne t’ažká (Havg(f) > 22d = 2γk), tak distribúcia NW f

I (U`) je
Havg(f)/10-pseudonáhodná.
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x zafixujeme zvyšné bity

2 3 4 5

f∗1 f∗2 f∗3 f∗4

tieto funkcie závisia
iba od ≤ d bitov
takže sa dajú vypoč́ıtat’

obvodmi vel’kosti ≤ 2d+1

P

predpovedá f(x)

Obr. 17.8: Zafixujeme ostatné bity seedu a funkcie f∗j vypoč́ıtame triviálnym

obvodom vel’kosti O(2d); spolu s predpovedačom P tak dostaneme obvod, ktorý
poč́ıta f na dostatočne vel’kej časti vstupov, čo je spor s pekelnou t’ažkost’ou f .

17.4 Sady množ́ın s malými prienikmi

Začnime s
”
hračkárskym“ pŕıkladom, s ktorým ste sa možno už stretli: v hre

Dobble (známej tiež pod menom Spot It! ) máme sadu kariet; na každej je 8
rôznych obrázkov. Čo je však zauj́ımavé: každá dvojica kariet má práve jeden
spoločný obrázok (pozri obr. 17.9).

Na obr. 17.9b je vysvetlená konštrukcia takejto sady kariet: ak naše množiny
budú priamky (v nejakom konečnom poli Fp), tak každé dve priamky sa pretnú
najviac v jednom bode. Množ́ın (priamok) je rádovo p2 a bodov tiež. Ak chceme
viac množ́ın, potrebujeme povolit’ väčšie prieniky. Táto konštrukcia sa však dá
zovšeobecnit’, ak využijeme polynómy malého stupňa: polynómy stupňa d sa
pret́ınajú najviac v d bodoch a je ich rádovo pd+1.

Lema 17.3. Pre každé k − 1 ≥ d ≥ 0 a ` ≥ 2k2 existuje (`, k, d)-dizajn vel’kosti
aspoň (`/2k)d+1.

� Dôkaz. Nech p je prvoč́ıslo medzi `/2k a `/k a zvol’me nejakú k-prvkovú
podmnožinu X ⊆ Fp. Body budú X × Fp a množiny budú grafy polynómov
stupňa d, teda množiny tvaru {(x, p(x)) | x ∈ X}. Polynóm stupňa d má naj-
viac d koreňov a teda dva rôzne polynómy stupňa d sa pret́ınajú najviac v d
bodoch (priesečńıky sú korene ich rozdielu). Počet takýchto množ́ın je rovný
počtu polynómov, pd+1 > (`/2k)d+1. �

Konkrétne pre

• ` = 2k2 = 2c2 log2m,
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(a) Hra Dobble. Na každej kartičke je
8 druhov obrázkov a každé 2 kartičky
majú práve jeden spoločný obrázok.
Napŕıklad na dvoch horných je fialový
vták, na dvoch dolných kvet, na dvoch
l’avých žltý pes a na dvoch pravých ko-
rytnačka. Môžete skúsit’ nájst’ spoločné
obrázky aj na d’aľśıch dvojiciach kariet.

(b) Konštrukcia: Zorad’me si obrázky
do tabul’ky 7 × 7 plus 8 špeciálnych
obrázkov označených 0, 1, 2, . . . , 6,∞.
Každá kartička bude

”
priamka“ v našej

tabul’ke (množina tvaru {ax+ b | x ∈ Z7}),
spolu s obrázkom sklonu priamky (č́ıslo
a). Napŕıklad prvá, červená kartička je
horizontálna priamka so sklonom nula;
druhá, zelená kartička je šikmá priamka
so sklonom 1, špeciálne st́lpce – zvislé
priamky budú mat’ sklon

”
∞“. Každé dve

priamky s rôznym sklonom sa pret́ınajú
práve v jednom bode a dve priamky s
rovnakým sklonom majú spoločný práve
obrázok pre tento sklon.

Obr. 17.9: (57, 8, 1)-dizajn v hre Dobble. Ide o pŕıklad tzv. projekt́ıvnej roviny,
kde karty sú

”
priamky“ a každé dve priamky sa pret́ınajú práve v jednom bode.

• k = c logm, kde c = 20/γ a

• d = logm

dostávame dizajn vel’kosti viac ako kd > m. (V skutočnosti by stačilo ` =

Θ( log2 m
log logm ), čo je však stále vel’a.) Toto ešte stále nie sú parametre, s ktorými

by sme boli spokojńı: Vel’kost’ seedu až log2m znamená, že všetkých seedov
je až 2log2 m = mlogm, čo śıce stač́ı na BPP ⊆ QuasiP, ale nestač́ı na úplnú
derandomizáciu BPP = P.

Existujú dizajny s lepš́ımi parametrami? Ukážeme, že áno:

Lema 17.4. Pre každé ` ≥ 10k2/d a k > d existuje (`, k, d)-dizajn vel’kosti
aspoň m = 2d/10. Navyše existuje algoritmus, ktorý pre dané (`, k, d) takýto
dizajn vygeneruje v čase 2O(`).
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(a) Fanova rovina – 7 bodov, 7 pria-
mok. Každá priamka má 3 body, každé
dve sa pret́ınajú v jednom bode a
duálne cez každé dva body vedie práve
jedna priamka.

(b) Mini-verzia hry Dobble so 7 kartami. Tu
použ́ıvame duálny pohl’ad: karty sú body a
priamky obrázky; priamka ide cez body–
karty, ktoré obsahujú daný obrázok.

Obr. 17.10: Iný známy pŕıklad je (7,3,1)-dizajn a.k.a. Fanova rovina. Na obr.
(b) je mini-verzia hry Dobble, ktorá jej zodpovedá.

Inými slovami, ak chceme dizajn vel’kosti m, potrebujeme d = 10 logm;
zároveň ak ` = c · logm, tak k ≤ √c logm.

� Dôkaz. Greedy: Začneme s prázdnou rodinou a v každom d’aľsom kroku
prehl’adáme všetky k-prvkové podmnožiny [`] a pridáme prvú, ktorej prienik s
každou doteraz vybratou množinou má vel’kost’ najviac d. Toto je zjavne v 2O(`);
ostáva dokázat’, že ak vyberieme l’ubovol’né množiny {I1, . . . , Im} pre m < 2d/10,
vieme vybrat’ d’aľsiu.

Využijeme pravdepodobnostný argument: predstavme si, že vyberieme prvky
I náhodne tak, že každý prvok x ∈ [`] zvoĺıme nezávisle s pravdepodobnost’ou
2k/`. Takto bude E[|I|] = 2k a E[|I ∩ Ij |] = 2k2/` ≤ d/5. Z Černofovej ne-
rovnosti potom vyplýva, že Pr[|I| ≤ k] ≤ 0.1 (dokonca exponenciálne malá) a
Pr[|I ∩Ij | ≥ d] ≤ 1/2d/10+1. Ked’že vybratých množ́ın je < 2d/10, pravdepodob-
nost’, že pre aspoň jednu bude prienik pŕılǐs vel’ký je najviac 2d/10-krát tol’ko,
čiže ≤ 1

2 .
Dokopy je pravdepodobnost’, že I nevyhovuje najviac 0.6 a teda menej ako

1. Inými slovami, je nenulová pravdepodobnost’, že I je dostatočne vel’ká a má
malý prienik s každou doteraz vybratou množinou – a teda taká množina muśı
existovat’. �

Spojeńım lemy 17.2 a 17.4 dostávame kýžený výsledok:

Veta 17.2 (Nisan a Wigderson (1994)). Ak existuje pekelne t’ažká funkcia
v E, tak BPP = P.

Všeobecneǰsie, ak existuje funkcia f ∈ E taká, že Havg(f)(k) ≥ S(k), tak
existuje S′(`)-pseudonáhodný generátor, kde S′(`) je

”
o čosi menej ako S(`)“.
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Konštrukcie PNG sa postupne zlepšovali a s nimi vzt’ah medzi t’ažkost’ou f a
pred́lžeńım S′(`). Konkrétne pôvodný Nisan-Wigdersonov výsledok bol S′(`) ≥
S(k)δ pre k ≥ δ

√
` logS(k) po sérii vylepšeńı Umans (2003) dosiahol S′(`) =

S(δ`)δ pre nejakú konštantu δ > 0.

Veta 17.3 (Umans (2003)). Ak existuje funkcia f ∈ E taká, že že Havg(f)(k) ≥
S(k) pre každé k, tak existuje S(δ`)δ-pseudonáhodný generátor pre nejakú konš-
tantu δ > 0.

Dôsledok 17.2. Ak existuje f ∈ E taká, že

• Havg(f) = 2Ω(n), tak BPP = P,

• Havg(f) = 2n
Ω(1)

, tak BPP ⊆ QuasiP,

• Havg(f) = nω(1), tak BPP ⊆ SUBEXP.

Úlohy

• Dokážte, že pre každé dostatočne vel’ké n existuje funkcia f : {0, 1}n →
{0, 1} s H0.6

avg(f) ≥ 2n/10 (t.j. ak ju chceme vypoč́ıtat’ správne aspoň na

60%, potrebujeme obvod vel’kosti 2n/10).

• V tejto kapitole sme ukázali, že ak existujú t’ažké funkcie, vieme z nich
vytvorit’ dobrý pseudonáhodný generátor. Ukážte, že to plat́ı aj naopak –
ak existuje dobrý PNG, tak E obsahuje t’ažké funkcie. Presneǰsie, dokážte,
že ak existuje S(`)-PNG, tak existuje f ∈ E taká, že Hwrs(f)(n) ≥ S(n).

(Hint: Pre PNG G so seedom d́lžky ` vezmime len prvých ` + 1 bitov;
zistit’, či takýto ret’azec G vygeneruje je t’ažké; formálne: pre |x| = ` + 1
nech f(x) = 1, ak ∃z ∈ {0, 1}` : x je prefix G(z).)
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Kapitola 18

Vel’mi t’ažké funkcie z
t’ažkých

V predchádzajúcej kapitole sme si ukázali, ako z vel’mi t’ažkých (potrebujeme
exponenciálny obvod, ak ju chceme spoč́ıtat’ na 99%) dokážeme vyrobit’ pekelne
t’ažké funkcie (potrebujeme exponenciálny obvod, ak ju chceme spoč́ıtat’ čo i
len na 1

2 + 1
S vstupoch). V tejto kapitole si ukážeme, ako vyrobit’ vel’mi t’ažké

funkcie z t’ažkých v najhoršom pŕıpade, teda takých, ktoré je t’ažké spoč́ıtat’

úplne presne, na 100%.
Tým zakonč́ıme našu dlhú pút’, ktorá dokazuje, že ak existujú t’ažké funkcie,

potom existujú vel’mi t’ažké aj pekelne t’ažké funkcie, z nich vieme spravit’ dobrý
pseudonáhodný generátor a derandomizovat’ BPP.

Veta 18.1 (Vel’mi t’ažké funkcie z t’ažkých v najhoršom pŕıpade). Ak E
obsahuje t’ažkú funkciu v najhoršom pŕıpade, tak obsahuje aj vel’mi t’ažkú funkciu.

Presneǰsie, ak f ∈ E a Hwrs(f)(n) ≥ S(n), tak existuje f̂ ∈ E a c > 0 také,

že H0.99
avg (f̂)(n) ≥ S(n/c)/nc pre všetky (až na konečne vel’a) n. Všimnite si,

že ak S(n) je exponenciálna alebo superpolynomiálna, tak aj S(n/c)/nc rastie
exponenciálne, respekt́ıve superpolynomiálne.

� Dôkaz. Máme funkciu f a chceme f̂ takú, že

• ak f je t’ažká v najhoršom pŕıpade,

• tak f̂ je vel’mi t’ažká.

Inými slovami:

• keby sa f̂ dala vypoč́ıtat’ na 99% vstupov

• tak by sa f dala spoč́ıtat’ všade (nie o moc väčš́ım obvodom)

Nepripomı́na vám to niečo?

249
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. . .

Samoopravné kódy (pozri obrázok 18.1)! Pri samoopravných kódoch chceme
x zakódovat’ na ret’azec x̂ tak, že

• ak nám niekto pošle x̂ a pri prenose možno vzniklo najviac 1% chýb,

• tak vieme zrekonštruovat’ pôvodné x úplne presne.

ret’azec x ∈ {0, 1}k

správa x

zakódované E(x)

zašumené E(x)

x

(a)

f : {0, 1}n → {0, 1} daná
ako ret’azec {0, 1}2n

f

f̂ = E(f)

alg. poč́ıtajúci g

≈ f̂ s chybami

alg. poč́ıtajúci f

(b)

alg. poč́ıtajúci g

≈ f̂ s chybami

lokálny
dekodér

f(x)

(c)

Obr. 18.1: (a) Samoopravné kódy (SOK) sú spôsob, akým vieme zakódovat’

správu x tak, aby sme ju vedeli rekonštruovat’ aj v pŕıpade, že sa pri prenose
vyskytnú chyby. (b) Funkciu f : {0, 1}n → {0, 1} môžeme reprezentovat’ jej

tabul’kou hodnôt, čo je ret’azec d́lžky 2n. Tento ret’azec zakódujeme SOK a
výsledok interpretujeme ako funkciu f̂ (na väčšom vstupe). Vd’aka samooprav-
nej vlastnosti kódov vieme rekonštruovat’ hodnoty f , aj ked’ máme iba algorit-
mus, ktorý poč́ıta f̂ približne, s chybami. (c) Na rozdiel od tradičných SOK, kde
sa dekóduje celá správa x naraz, budeme potrebovat’ tzv. lokálne dekódovatel’né
kódy, kde vieme efekt́ıvne dekódovat’ jednotlivé bity správy. Lokálny dekodér
je algoritmus, ktorý dostane g ako čiernu krabičku; funkciu g vyhodnot́ı v nie-
kol’kých bodoch g(a1), . . . , g(am) (pre väčšinu bodov bude g(ai) = f̂(ai), ale
niektoré hodnoty môžu byt’ chybné) a z nich odvod́ı výsledok f(x).

Uvažujme ret’azec F ∈ {0, 1}N d́lžky N = 2n všetkých hodnôt funkcie f(x)

pre x ∈ {0, 1}n. Zakódujme ho samoopravným kódom E : {0, 1}N → {0, 1}NC .

Ret’azec F̂ = E(F ) zase interpretujeme ako funkciu f̂ : {0, 1}C·n → {0, 1}.
Tvrd́ıme, že ak f bola funkcia t’ažká v najhoršom pŕıpade, potom f̂ je vel’mi
t’ažká, pretože ak by sme vedeli poč́ıtat’ f̂ s ≤ 1% chýb, tak by sme pomo-
cou dekódovacieho algoritmu dokázali chyby opravit’ a poč́ıtat’ funkciu f úplne
presne.

Jediný podstatný rozdiel pri dekódovańı je ten, že
”
klasické“ dekódovacie

algoritmy nač́ıtajú celý zašumený ret’azec x̂ a opravia v ňom chyby. My však
chceme dokázat’, že ak existuje nejaká funkcia g, ktorá má malý obvod a poč́ıta f̂
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0 1 1 0 1 0 1 0
1 0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0

(a) Obd́lžnikový (82, 72)-kód: bity v
poslednom riadku a st́lpci sme doplnili
tak, aby bol v každom riadku aj st́lpci
párny počet jednotiek. Takto vieme
l’ahko nájst’ a opravit’ jednu chybu –
v pŕıklade na obr. je chybný bit v 2.
riadku a 5. st́lpci (nesed́ı parita).

x1

x2 x3

x4

x5 x6

x7

x1 ⊕ x2 ⊕ x4 ⊕ x5 ≡ 0

x1 ⊕ x3 ⊕ x4 ⊕ x6 ≡ 0

x2 ⊕ x3 ⊕ x4 ⊕ x7 ≡ 0

(b) Hammingov (7,4)-kód: K pôvodnej
správe x1x2x3x4 pridáme 3 bity tak,
aby bol v každom kruhu párny súčet.
Takýto kód dokáže opravit’ jednu chybu.
Napŕıklad, ak parita nesed́ı v horných
dvoch kruhoch, ale v dolnom sed́ı, muśı byt’

chybný x1.

Obr. 18.2: Dva jednoduché kódy, ktoré dokážu opravit’ jednu chybu.

na 99%, tak aj f má nie o moc väčš́ı obvod. A na to si nemôžeme dovolit’ nač́ıtat’

celý ret’azec G, ktorý je exponenciálne dlhý a na ňom ešte spúšt’at’ polynomiálne
algoritmy. Ideálne by bolo, keby sme každý jeden bit x vedeli zrekonštruovat’ iba
z malého počtu bitov x̂. Takýto dekodér voláme lokálny (pozri obrázok 18.1c).

Ked’ si to teda zhrnieme, potrebujeme efekt́ıvny samoopravný kód s lokálnym
dekodérom, ktorý

• vie opravit’ 1% chýb,

• kódovanie je v čase poly(N),

• dekódovanie je v čase polylog(N) = poly(n).

Takýto kód postupne zostroj́ıme vo zvyšku kapitoly.
Ak f ∈ E, potom g je tiež v E (2n×výpočet f trvá 2n · 2O(n) = 2O(n)

a kódovanie poly(2n) = (2n)k = 2O(n)). Keby existoval obvod vel’kosti s(n)
poč́ıtajúci g na 99% vstupov, tak g + lokálny dekodér poč́ıta f presne a má
vel’kost’ poly(n) · s(n). �

18.1 Samoopravné kódy

Samoopravný kód je zobrazenie E : {0, 1}k → {0, 1}n (alebo všeobecneǰsie E :
Σk → Γn) také, že ak dostaneme zašumenú správu y, ktorá je bĺızko nejakého
kódu E(x), tak pôvodnú správu x vieme nájst’. Na to stač́ı, aby sa pre každé
dve správy x 6= x′ ich kódy E(x), E(x′) ĺı̌sili na vel’a poźıciach.

Defińıcia 18.1. Hammingova vzdialenost’ dvoch rovnako dlhých ret’azcov x, y ∈
Σn je počet poźıcíı, na ktorých sa ĺı̌sia:

∆(x, y) = |{i | xi 6= yi}|.
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00 10

01 11

(a) {0, 1}2 je štvorec,
čiže 2D kocka. Ešte
jednoduchš́ı pŕıpad je 1D
kocka, čo sú len dva body
spojené hranou: 0—1.
Štvorec źıskame z dvoch
kópíı 0—1, v jednej kópii
pridáme na koniec 0, v
druhej 1 a prislúchajúce
vrcholy spoj́ıme.

000 100

010 110

001 101

011 111

(b) {0, 1}3 je kocka.
Predná stena sú ret’azce
končiace nulou, zadná
stena sú ret’azce končiace
jednotkou. Kocku źıs-
kame z dvoch kópíı
2D kocky pospájańım
prislúchajúcich vrcholov.

0000 1000

0100 1100

0010 1010

0110 1110

0001 1001

0101 1101

0011 1011

0111 1111

(c) {0, 1}4 je 4D hyper-
kocka. Jej steny tvoria 3D
kocky: Všimnite si prednú
stenu, ktorú tvoria všet-
ky 3-bitové ret’azce a na
konci nula a zadnú ste-
nu, ktorú tvoria všetky 3-
bitové ret’azce a na konci
jednotka.

000000 100000

010000 110000

001000 101000

011000 111000

000100 100100

010100 110100

001100 101100

011100 111100

000010 100010

010010 110010

001010 101010

011010 111010

000110 100110

010110 110110

001110 101110

011110 111110

000001 100001

010001 110001

001001 101001

011001 111001

000101 100101

010101 110101

001101 101101

011101 111101

000011 100011

010011 110011

001011 101011

011011 111011

000111 100111

010111 110111

001111 101111

011111 111111

(d) {0, 1}6 je 6D hyperkocka. Na l’avej strane vid́ıme ret’azce končiace
nulou, vpravo ret’azce končiace jednotkou, respekt́ıve, vid́ıme, ako sa
6D kocka skladá zo štyroch 4D kociek: vl’avo dolu sú ret’azce končiace
00, vpravo dolu končiace 01, vl’avo hore 10 a vpravo hore 11. Na
obrázku je tiež vyznačený bod 000000 vl’avo dolu a všetky body vo
vzdialenosti ≤ 2 od neho, takejto množine väčšinou hovoŕıme gul’a so
stredom v 000000 a polomerom 2.

Obr. 18.3: Metrický priestor {0, 1}n si môžeme predstavit’ tak, že pospájame
vrcholy ĺı̌siace sa v jednom bite. Dostaneme tak n-rozmernú hyperkocku, pričom
Hammingova vzdialenost’ dvoch ret’azcov sa rovná vzdialenosti (počtu hrán)
medzi dvoma vrcholmi.
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Relat́ıvna Hammingova vzdialenost’ je δ(x, y) = ∆(x, y)/n.

Defińıcia 18.2. Hovoŕıme, že E : Σn → Σm je samoopravný kód (SOK) so
vzdialenost’ou d ∈ [0, 1] nad abecedou Σ, ak ∀x 6= y : δ(E(x), E(y)) ≥ d.

Na obrázku 18.2 sú dva pŕıklady vel’mi jednoduchých kódov, ktoré dokážu
opravovat’ jednu chybu. My budeme potrebovat’ opravovat’ ovel’a viac. Postupne
si ukážeme tri lepšie samoopravné kódy. Výsledný kód dostaneme ich kom-
bináciou.

Hadamardov kód

Variant Hadamardovho kódu použ́ıvala napŕıklad americká sonda Mariner 9
vyslaná na obežnú dráhu Marsu. Fotografie Marsu v kvalite 6 bitov na pixel
(64 odtieňov šedej) kódovala 32 bitmi na pixel a posielala ich na Zem. Vd’aka
tomuto kódu sa dalo opravit’ až 7 chybných bitov v každom pixeli.

Defińıcia 18.3 (Hadamardov kód). Hadamardov kód H : {0, 1}n → {0, 1}2n
je SOK definovaný H(x)i = 〈x, i〉 =

∑
j xjij.

Napŕıklad vektor 101 sa zakóduje na 01011010.

poźıcia hodnota
000 0

001 1

010 0

011 1

100 1

101 0

110 1

111 0

Veta 18.2. Hadamardov kód má vzdialenost’ 1/2 a existuje lokálny dekodér
opravujúci < 1/4 chýb v čase O(n).

� Dôkaz. Všimnite si, že Hadamardov kód je lineárny (H(x ⊕ y) = H(x) ⊕
H(y)) a teda rozdiel

min
x,y

δ(H(x),H(y)) = min
x,y

δ(H(x− y),H(0)) = min
z
δ(H(z), 0)

vždy vieme posunút’ do nuly a vzdialenost’ dvoch najbližš́ıch vektorov je taká
istá ako najmenšia váha nenulového vektoru. Stač́ı teda dokázat’, že kód každého
nenulového vektoru má polovicu jednotiek, čo je zrejmé, vid’ pŕıklad vyššie:
vektor 101 má prvý bit jednotku a teda poźıcie zač́ınajúce sa na 1 budú mat’

opačnú hodnotu ako tie zač́ınajúce sa na 0, takže núl a jednotiek bude rovnako.
Predstavme si teraz, že máme 01011010 a chceme dekódovat’ prvý bit vstupu.

Môžeme použit’ rovnaký arguement ako vyššie: ak sa pozrieme na poźıcie 0**

vs. zodpovedajúce poźıcie 1**, vid́ıme, že hodnota na výstupe sa ĺı̌si, takže prvý
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bit musel byt’ 1. Naopak ak sa pozrieme na poźıcie *0* a zodpovedajúce poźıcie
*1*, zist́ıme, že zmena iba v druhom bite nemá vplyv na výstup, preto druhý
bit musel byt’ 0.

Vo všeobecnosti, ak chceme dekódovat’ j-ty bit, nech ej je vektor, ktorý
má jednotku iba na j-tej poźıcii, zvyšok sú nuly. Zvoĺıme si náhodný vektor y,
pozrieme sa na poźıciu y a y⊕ej a tieto bity zoxorujeme. Ak f je nejaký ret’azec
d́lžky 2n (predstavme si ho ako funkciu f : {0, 1}n → {0, 1}) a predpokladajme,
že existuje x také, že vzdialenost’ f a H(x) je najviac ρ < 1/4, tzn. Pry[f(y) 6=
〈x, y〉] ≤ ρ. Potom hodnota f(y) je zle s pravdepodobnost’ou ρ, f(y + ej) je zle
s pravdepodobnost’ou ρ, takže obe sú správne s pravdepodobnost’ou 1 − 2ρ a
vtedy f(y)⊕f(y⊕ej) = (〈x, y〉)⊕ (〈x, (y+ej)〉) = 2(〈x, y〉)⊕ (〈x, ej〉) = 〈x, ej〉.
Teda s pravdepodobnost’ou 1 − 2ρ ≥ 1/2 dáme správny výsledok. Pre väčšiu
úspešnost’ môžeme zvolit’ viacero y a zvolit’ väčšinovú odpoved’. �

Vzdialenost’ je super. Ešte raz: kódy každých dvoch rôznych správ sa ĺı̌sia až
v polovici bitov. Jediná nevýhoda je, že vstup sa až pŕılǐs nafúkne.

Reed-Solomonov kód

Reed-Solomonov kód je vel’mi praktický kód, ktorý sa v využ́ıva pri kódovańı
údajov na CDčkach, DVDčkach, Blu-ray diskoch, či pri ukladańı na disk (schéma
RAID 6), kóduje sa ńım obsah QR kódov, atd’. Tento kód použ́ıvali aj vesmı́rne
misie ako Voyager, Galileo, Cassini, Mars Pathfinder a iné.

RS kód využ́ıva väčšiu abecedu. Jednotlivé symboly interpretujeme ako prvky
pol’a Fq (pre jednoduchost’ si môžete predstavit’, že q je prvoč́ıslo, potom Fq =
(Zq,+, ·), teda celé č́ısla mod q). Základná myšlienka je, že pôvodnú správu

d́lžky d interpretujeme ako d bodov, ktoré jednoznačne určujú nejaký polynóm
p stupňa d− 1 (pozri obrázok 18.4). Správu zakódujeme tak, že k nej pridáme
d’aľsie body, ktoré ležia na tomto polynóme. Ukážeme si, že ak máme napŕıklad
2d + 1 bodov a z toho menej ako 1/4 je chybných, stále dokážeme polynóm
stupňa d zrekonštruovat’.

Defińıcia 18.4 (Reed-Solomonov kód). Nech Fq je pole, d ≤ n ≤ q a nech
a0, . . . , an−1 je n prvkov pol’a Fq. Správu c0 . . . cd−1 interpretujme ako koeficienty
polynómomu

p(x) =
∑

i

cix
i.

Reed-Solomonov kód RS : Fdq → Fnq je zobrazenie

c0 . . . cd−1 7→ p(a0) . . . p(an−1).

Reed-Solomonov kód je tiež lineárny, má vzdialenost’ 1−d/n (dva polynómy
d-teho stupňa, ktoré sa zhodujú v d+ 1 bodoch sa zhodujú).

Veta 18.3 (Gemmell a Sudan (1992)). Daný je zoznam dvoj́ıc (a1, b1), . . . , (an, bn)
z F2

q, pričom existuje polynóm p : Fq → Fq stupňa d, pre ktorý p(ai) = bi pre
t > n/2 + d/2 dvoj́ıc. Existuje algoritmus, ktorý dokáže p zrekonštruovat’ v po-
lynomiálnom čase.
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Obr. 18.4: Reed-Solomonov (9, 4)-kód. Štyri body (alebo štyri koeficienty) jed-
noznačne špecifikujú kubický polynóm. Zakódovaná správa bude pozostávat’ z
9-tich bodov, ktoré ležia na tomto polynóme. Takýto kód dokáže opravit’ 3 chyby.
(Na obrázku je pre ilustráciu polynóm nad R – polynómy nad konečnými pol’ami
Fq vyzerajú, samozrejme, trochu inak, ale fungujú rovnako.)

� Dôkaz. Rovnica p(ai) = bi pre k = n − t = bn/2 − d/2c bodov nie je
splnená, ale nevieme, pre ktoré. Predstavme si, že máme polynóm e, tzv. chy-
bový polynóm, v ktorom sú zakódované tieto miesta tak, že ak p(ai) 6= bi, tak
e(ai) = 0. Ak všetky rovnice prenásob́ıme e(ai), dostaneme

e(ai)p(ai) = e(ai)bi, (∗)

tieto rovnice však už platia pre všetky i – tam, kde e(ai) = 0, sa p(ai) a bi môžu
ĺı̌sit’ a aj tak dostaneme 0 = 0, ale vo zvyšných bodoch, kde e(ai) 6= 0, môžeme
e(ai) z oboch strán vykrátit’ a plat́ı p(ai) = bi.

Úlohu teda môžeme preformulovat’ nasledovne: hl’adáme polynóm p stupňa d
a nenulový polynóm e stupňa najviac k také, že e(ai)p(ai) = e(ai)bi pre všetky
i. Nenulový polynóm stupňa k má najviac k núl a teda p(ai) = bi pre aspoň t
dvoj́ıc.

Dostávame tak n rovńıc, kde ai, bi poznáme a koeficienty e a p sú neznáme.
Problém je, že tieto rovnice nie sú lineárne. Avšak súčin e·p = q je opät’ polynóm
(stupňa k + d = bn/2 + d/2c) a namiesto (∗) môžeme hl’adat’ riešenie rovńıc

q(ai) = e(ai)bi.

Polynóm p potom źıskame ako q/e. Ked’že e je nenulový polynóm, môžeme zafi-
xovat’ jeho vedúci koeficient ek rovný jednej. Ak označ́ıme neznáme koeficienty
chybového polynómu e0, . . . , ek−1 a q0, . . . , qk+d koeficienty súčinu q = e · p, po
úprave dostaneme

q0 +q1ai+q2a
2
i + · · ·+qk+da

k+d
i = e0bi+e1aibi+e2a

2
i bi+ · · ·+ek−1a

k−1
i bi+a

k
i bi,

čo je n lineárnych rovńıc o ≤ n neznámych. (Ak e, q aj e′, q′ sú riešenia, potom
e/q = e′/q′: totiž ak q(ai) = e(ai)bi a q′(ai) = e′(ai)bi, tak q(ai)e

′(ai)bi =
q′(ai)e(ai)bi a po vykráteńı bi (plat́ı aj pre bi = 0, pretože vtedy q(ai) = q′(ai) =
0) q(ai)e

′(ai) = q′(ai)e(ai). Avšak qe′ aj q′e sú polynómy stupňa 2k + d, ktoré
sa zhodujú v n > 2k + d bodoch, takže qe′ = q′e a teda q/e = q′/e′.)



256 Kapitola 18. Vel’mi t’ažké funkcie z t’ažkých

(a) V dvoch rozmeroch 10 bodov
(koeficientov) na vstupe špecifikuje
kubický polynóm dvoch premenných
p(x, y) =

∑
i+j≤3 cijx

iyj . Zakódovaná
správa pozostáva z viacerých bodov,
ktoré ležia na p(x, y).

(b) Pri dekódovańı bodu si vybe-
rieme náhodnú priamku, ktorá cez
neho prechádza. Ak zúžime funkciu na
danú priamku, dostaneme polynóm len
jednej premennej a úloha sa nám redu-
kuje na dekódovanie RS kódu.

Obr. 18.5: Reed-Mullerov kód s dvoma premennými (m = 2). (Na obrázku je
pre ilustráciu polynóm nad R – polynómy nad konečnými pol’ami Fq vyzerajú,
samozrejme, trochu inak, ale fungujú rovnako.)

�
Nevýhoda pre nás je, že nemá lokálny dekodér.
Ten má až zovšeobecnenie kódu na polynómy vyššieho stupňa:

Reed-Mullerov kód

Defińıcia 18.5 (Reed-Mullerov kód). Nech Fq je pole, d < q. Reed-Mullerov

kód s parametrami q,m, d je funkcia RM : F(m+d
d )

q → Fqmq , ktorá správu c inter-
pretuje ako koeficienty polynómu celkového stupňa d s m premennými nad Fq a

vyhodnot́ı ho vo všetkých bodoch Fmq . Tzn. na vstupe dĺ̌zky
(
m+d
d

)
sú koeficienty

{ci1,...,im}, ktoré interpretujeme ako polynóm

P (x1, . . . , xm) =
∑

i1+···+im≤d
ci1,...,imx

i1
1 x

i2
2 · · ·ximm

a na výstup dáme postupnost’ {P (x1, . . . , xm)} pre všetky x1, . . . , xm ∈ Fq.

Pre m = 1 dostávame obyčajný Reed-Solomonov kód; naopak pre d = 1 a
q = 2 dostávame Hadamardov kód.

Veta 18.4. Reed-Mullerov kód má vzdialenost’ 1−d/q. Lokálne vieme dekódovat’

správy, ktoré majú menej ako ρ ≤ (1− d/q)/6 chýb.

� Dôkaz. Vzdialenost’ 1− d/q vyplýva zo Schwartz-Zippelovovej lemy.
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Dekódovanie: Na ret’azec sa budeme pozerat’ ako na funkciu f : Fmq → Fq,
pričom predpokladáme, že f je bĺızko nejakého polynómu p stupňa d:

Pr
x

[f(x) 6= p(x)] < ρ.

Môžeme si to predstavit’ tak, že f poč́ıta p, ale s chybami a my by sme chceli
algoritmus, ktorý vyhodnot́ı f v niekol’kých bodoch a na základe nich spoč́ıta
p(x), pričom oprav́ı chyby.

Nech a, b ∈ Fmq sú dva body (začiatok a smer), potom definujeme priamku
` : Fq → Fmq danú predpisom `a,b(t) = a+ tb. Pre t1 6= t2 ∈ Fq sú body `a,b(t1)
a `a,b(t2) distribuované nezávisle rovnomerne na Fmq . Pre každé a a pre každé
t ∈ Fq−{0} ak b vyberieme náhodne, tak `a,b(t) je náhodný bod z Fq. Označme
f |` : Fq → Fq zúženie funkcie f na priamku ` dané predpisom f |`(t) = f(`(t)).
Ak p je polynóm viacerých premenných stupňa d a ` je priamka, tak p|` je
polynóm jednej premennej stupňa najviac d.

Nech L = `x,z je náhodná priamka idúca cez x. Pozrieme si hodnoty f(x+tz)
vo všetkých bodoch L. Pomocou dekodéru pre Reed-Solomonov kód zist́ıme
polynóm r : Fq → Fq, ktorý sa zhoduje s f |L na najväčšom počte bodov a
odpovieme r(0).

Ked’že body `x,z pre náhodné z sú distribuované rovnomerne po Fmq , oča-
kávaný počet bodov na L, kde sa f a p ĺı̌sia je najviac ρ · q. Z Markovovej
nerovnosti vyplýva, že s pravdepodobnost’ou 2/3 chýb na L nebude viac ako 3×
tol’ko. Ked’že 3×ρq < (1−d/q)q/2 = q/2−d/2, v tom pŕıpade vieme r správne
dekódovat’: r = p|L a r(0) = p(x). �

Reed-Mullerov kód je super, jediný problém je, že (podobne ako RS) použ́ıva
vel’kú abecedu. V praxi, napŕıklad pri Reed-Solomonovom kóde môžeme zvolit’

q = 256 a prvky kódovat’ ako 1 byte. Napŕıklad pre n = 230 a m = 256
dostávame RS kód opravujúci 13 chýb (5% bytov / 0.6% bitov).

Vo všeobecnosti môžeme 1 prvok Fq zakódovat’ pomocou log q bitov. Problém
je, že takýmto spôsobom dostaneme dost’ malú vzdialenost’ (v prepočte na bity).
Môže sa totiž stat’, že jeden chybný znak z Fq bude zodpovedat’ len jedinému
chybnému bitu z log q. Takýmto spôsobom preto nedosiahneme vzdialenost’

väčšiu ako 1/ log q.

Riešenie? Jednotlivé znaky Fq nebudeme kódovat’ priamo pomocou log q bi-
tov, ale opät’ použijeme samoopravný kód! Tým pádom zmena v jednom znaku
bude zodpovedat’ vel’a chýbam v bitovej sekvencii. Inými slovami: ak kódujeme
znaky samoopravným kódom, muselo by nastat’ vel’a chýb (vel’a zlých bitov) v
jednom znaku, aby sme ho nevedeli dekódovat’.

Zložené kódy

Ak máme dva samoopravné kódy (s vhodnými abecedami), môžeme ich zložit’

tak, že správu najskôr zakódujeme pomocou E1 a každý znak výsledku (zo Σ)
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zakódujeme pomocou E2:

E1 : {0, 1}n E1−−→ Σm

E2 : Σ
E2−−→ {0, 1}k

E2 ◦ E1 : {0, 1}n E1−−→ Σm
E2−−→ {0, 1}mk

E2 ◦ E1 : x 7→ E2(y1) · · ·E2(ym), kde y = E1(x)

Aká je vzdialenost’ takéhoto kódu? Ak δ1, δ2 sú vzdialenosti E1, E2, znamená
to, že každé dve kódové slová E1 sa ĺı̌sia aspoň v δ1-tine znakov. Tieto odlǐsné
znaky sú d’alej zakódované E2 a teda každý sa ĺı̌si aspoň v δ2-tine znakov. Každé
dve slová zakódované E2 ◦ E1 sa tým pádom ĺı̌sia na aspoň δ1 · δ2-tine poźıcíı.

Kód, ktorý hl’adáme, je H ◦ RM (prvky pol’a Fq reprezentujeme binárne ako
{0, 1}log q):

RM : {0, 1}k RM−−→ Fq
m

q ∼ {0, 1}log q·qm

H : {0, 1}log q H−→ {0, 1}q

H ◦ RM : {0, 1}k RM−−→ {0, 1}log q·qm H−→ {0, 1}qm+1

Použijeme RM-kód s parametrami

• q = log5N

• m = logN/ log logN

• d = log2N

a H-kód s parametrom n = log q, t.j. H : {0, 1}log q → {0, 1}q, čo je H :

{0, 1}5 log logN → {0, 1}log5 N .
Všimnite si, že

(logcN)logN/ log logN =
(
2c·log logN

)logN/ log logN
= 2c·logN = N c,

takže d́lžka správy bude
(
d+m
m

)
≥ (d/m)m > (logN)m = N a d́lžka kódu

qm+1 = O(N5+ε).
Zopakujme si, aký kód sme hl’adali:

• vie opravit’ 1% chýb,

• kódovanie je v čase poly(N),

• dekódovanie je v čase polylog(N) = poly(n).

A čo sme źıskali?

• H má vzdialenost’ 1/2, pričom lokálne vieme dekódovat’ 1/4, RM s týmito
parametrami má vdialenost’ 1− log2N/ log5N = 1−1/n3, pričom lokálne
vieme dekódovat’ asi 1/6 chýb; teda H ◦ RM vie lokálne opravovat’ asi
(1/4) · (1/6) = 1/24−O(1/n3), teda asi 4% chýb,
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H RS RM

d́lžka správy n d
(
d+m
m

)
≥ (d/m)m ≥ N

d́lžka kódu 2n n qm = N5

vel’kost’ abecedy 2 q ≥ n q = polylog(N)
vzdialenost’ 1/2 1− d/n 1− d/q ≈ 1− ε

kol’ko chýb vieme lokálne opravit’ 1/4 — 1/6− d/6q ≈ 1/6− ε

Tabul’ka 18.1: Prehl’ad parametrov spomenutých kódov. V Reed-Mullerovom
kóde sme dosadili parametre vhodné pre našu konštrukciu.

• kódovanie je v polynomiálnom čase poly(N),

• dekódovanie H je v O(n) = O(log q) = polylog(N), dekódovanie RM je v
čase poly(q,m, d) = polylog(N).

Literatúra
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Kapitola 19

Pekelne t’ažké funkcie z
vel’mi t’ažkých

Pripomeňme, že vel’mi t’ažká funkcia potrebuje exponenciálne vel’ký obvod, ak
ju chceme spoč́ıtat’ na 99%, zato pekelne t’ažká funkcia potrebuje exponenciálne
vel’ký obvod, ak ked’ ju chceme spoč́ıtat’ čo i len na 1

2 + 1
S vstupoch.

Znie to až neuveritel’ne. Existujú vôbec pekelne t’ažké funkcie? Nie je to pŕılǐs
silný predpoklad? V tejto kapitole ukážeme, že ak existujú vel’mi t’ažké funkcie,
vieme z nich zostrojit’ ešte t’ažšie, dokonca pekelne t’ažké funkcie.

A dokonca t’ažkú funkciu zostroj́ıme vel’mi jednoducho: Intuit́ıvne pre každý
problém môžu existovat’ vstupy (inštancie), ktoré sú jednoduché, ale aj vstupy,
ktoré sú t’ažké (predstavte si napŕıklad Sudoku – niektoré zadania majú vel’a
predvyplnených poĺıčok a tie zvyšné vieme doplnit’ jednoduchými úvahami, iné
zadania môžu byt’ t’ažké a muśıme skúšat’ rôzne možnosti). To, čo chceme dosia-
hnut’, je, aby väčšia čast’ vstupov bola

”
t’ažká“. Majme teda funkciu f a vstup

x. Rozdel’me ho na dve polovice x = x1x2 a uvažujme funkciu

g(x1x2) = f(x1)⊕ f(x2).

Ak chceme vypoč́ıtat’ g(x1x2), muśıme správne vypoč́ıtat’ aj x1 aj x2 (alebo obe
nesprávne). Opät’ intuit́ıvne: ak je aspoň jeden zo vstupov x1 alebo x2 t’ažký,
potom spoč́ıtat’ f(x1)⊕f(x2) je t’ažké. Ak má f napŕıklad 1/10 t’ažkých vstupov,
potom g bude mat’ 2 · 1/10− 1/100 t’ažkých vstupov (takmer dvakrát viac).

Táto konštrukcia sa dá zovšeobecnit’: definujme

f⊕k(x1, . . . , xk) =
⊕

i

f(xi).

Yaova XOR lema hovoŕı, že

ak f je vel’mi t’ažká, tak f⊕k je pekelne t’ažká.

Presneǰsie:

261
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Lema 19.1 (Yaova XOR lema (Impagliazzo, 1995)). Nech f : {0, 1}n →
{0, 1}; ak je t’ažké (treba exponenciálne vel’ký obvod) spoč́ıtat’ funkciu f na 99%,
tak f⊕1000 je t’ažké spoč́ıtat’ čo i len na 50.01% vstupov a f⊕poly(n) je t’ažké
spoč́ıtat’ čo i len na 50 + 1/ exp(n)% vstupov.

Presneǰsie, pre ρ < 1 a pre ε > 2ρk je

H1/2+ε
avg (f⊕k) ≥ poly(ε, 1/n) · Hρavg(f).

Napŕıklad pre ρ = 0.99 a k = 1000 je 2ρk < 0.01%.

Dôkaz tejto lemy naozaj postupuje podl’a intúıcie vyššie, že f⊕k má ovel’a
viac

”
t’ažkých vstupov“ ako f . Zastavme sa však ešte pri spojeńı

”
t’ažký vstup“,

čo je nepresné – žiadny jeden konkrétny vstup nie je t’ažký, pretože sa dá

”
vypoč́ıtat’“ triviálnym obvodom, ktorý má správnu odpoved’ zadrátovanú. Ťažká

teda môže byt’ len množina dostatočne vel’a vstupov. Avšak predstavme si, že
zoberieme t’ažký problém a

”
vyhod́ıme“

”
l’ahké“ vstupy. Ak sa obmedźıme len

na ostávajúce
”
t’ažké“ vstupy .....

Presne toto hovoŕı tzv. hardcore lema, alebo Lema o t’ažkom jadre.
Hovoŕıme, že S je (δ-)vel’ká množina, ak má aspoň δ2n prvkov. Každej

množine prirodzene prislúcha uniformná distribúcia US , kde prvky S majú prav-
depodobnost’ 1/|S| a ostatné nula. Predstavme si, že máme k vel’kých množ́ın
S1, . . . , Sk a uvažujme nasledovný postup: najskôr si podl’a nejakej distribúcie
α vyberieme jednu množinu Si a z nej potom vyberieme náhodný prvok. Dosta-
neme tak distribúciu α1US1

+α2US2
+ · · ·+αkUSk , mix uniformných distribúcíı

na vel’kých množinách.
D je δ-distribúcia, ak je mix uniformných distribúcii na δ-vel’kých množinách.

D je δ-distribúcia, ak D(x) ≤ 1/δ2n pre každé x.

Lema 19.2 (Hardcore lema (Impagliazzo, 1995)). Ak f je vel’mi t’ažká,
tak existuje množina H vel’kosti 1

1002n taká, že f je pekelne t’ažká na H.
Presneǰsie: existuje množina H vel’kosti δ2n taká, že žiadny obvod C menš́ı

ako ε2/100n ·H1−δ
avg (f) nedokáže spoč́ıtat’ f na viac ako 1/2+ε-tine vstupov z H:

Pr
x∈RH

[C(x) = f(x)] ≤ 1/2 + ε.

Pod’me si obe lemy dokázat’.

19.1 Yaova XOR lema

Spät’ k Yaovej XOR leme:

f⊕k(x1, . . . , xk) =
⊕

i

f(xi).

Pre δ > 0, ε > 2(1− δ)k je

H1/2+ε
avg (f⊕k) ≥ ε2

400n
· H1−δ

avg (f)
︸ ︷︷ ︸

S︸ ︷︷ ︸
S′

.
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� Dôkaz. Ukážeme si dôkaz pre k = 2, zovšeobecnenie prenecháme čitatel’ovi.
Sporom: Nech H je t’ažké jadro, množina vel’kosti δ2n a G je jej doplnok
G = {0, 1}n − H. Predpokladajme, že existuje malý obvod C poč́ıtajúci f⊕2

s pravdepodobnost’ou ≥ 1/2 + ε. Ukážeme, že z obvodu pre f⊕2 vieme vyrobit’

malý obvod pre f na t’ažkom jadre H.

Pravdepodobnost’, že C(x) = f⊕2(x) môžeme rozložit’ na štyri možnosti,
podl’a toho, či x1 a x2 patria do H alebo G a ked’že |H| = δ2n:

Pr
x∈{0,1}2n

[C(x) = f⊕2(x)] = Pr[x1x2 ∈ GG] · Pr[C(x) = f⊕2(x) | x1x2 ∈ GG]

+ Pr[x1x2 ∈ HG] · Pr[C(x) = f⊕2(x) | x1x2 ∈ HG]

+ Pr[x1x2 ∈ GH] · Pr[C(x) = f⊕2(x) | x1x2 ∈ GH]

+ Pr[x1x2 ∈ HH] · Pr[C(x) = f⊕2(x) | x1x2 ∈ HH]

Ak pre podmnožinu D ⊆ {0, 1}2n označ́ıme PD = Prx∈RD[C(x) = f⊕2(x)] =
Prx∈{0,1}2n [C(x) = f⊕2(x) | x ∈ D], túto istú rovnost’ vieme naṕısat’ jedno-
duchšie:

P{0,1}2n = (1− δ)2

︸ ︷︷ ︸
<ε/2

PG2︸︷︷︸
≤1

+(1− δ)δPGH + δ(1− δ)PHG + δ2PH2

Podl’a nášho predpokladu P{0,1}2n ≥ 1/2 + ε a (1 − δ2) < ε/2 a ak pravde-
podobnost’ PG2 odhadneme zhora 1 (nech C poč́ıta f mimo jadra čo aj so 100%
úspečnost’ou), dostaneme

1/2 + ε/2 ≤ (1− δ)δPGH + δ(1− δ)PHG + δ2PH2

Súčet koeficientov na pravej strane je menej ako 1 a preto z priemerova-
cieho prinćıpu vyplýva, že aspoň jeden člen PD muśı byt’ viac ako 1/2 + ε/2.
Predpokladajme napŕıklad, že PHG > 1/2 + ε/2, teda

Pr
x1∈RH,x2∈RG

[C(x1, x2) = f(x1)⊕ f(x2)] > 1/2 + ε/2.

Opät’, podl’a priemerovacieho prinćıpu muśı existovat’ konkrétne x2 také, že

Pr
x1∈RH

[C(x1, x2)⊕ f(x2)︸ ︷︷ ︸
D(x1)

= f(x1)] > 1/2 + ε/2.

Potom ale môžeme zobrat’ toto jedno konkrétne x2 a konkrétnu hodnotu f(x2)
a zadrátovat’ ju do C. Dostaneme tak obvod D vel’kosti S′ (poč́ıtajúci x1 7→
C(x1, x2)⊕ f(x2) so zadrátovaným x2, f(x2)), ktorý poč́ıta f na H s pravdepo-
dobnost’ou > 1/2 + ε/2, čo je spor s hardcorovost’ou H. �
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19.2 Malá odbočka do teórie hier

Skôr ako pust́ıme do dôkazu hardcore lemy, sprav́ıme malú odbočkou do teórie
hier – budeme ju potrebovat’ v dôkaze.

Vezmime si napŕıklad hru kameň–papier–nožnice, alebo, nech je to zauj́ımaveǰsie,
kameň–papier–nožnice–oheň–voda, kde oheň vyhrá nad všetkým okrem vody a
voda prehrá so všetkým okrem ohňa. Na obrázku 19.1 je táto hra zobrazená
vo forme grafu a matice výhier. Otázka samozrejme znie, ako máme hrat’? Aká
stratégia je optimálna? (Vedeli by ste ju nájst’?)

Kameň

Papier

Oheň Voda

Nožnice

(a) Graf
”
čo poraźı čo“

K P N O V
K 0 −1 +1 −1 +1
P +1 0 −1 −1 +1
N −1 +1 0 −1 +1
O +1 +1 +1 0 −1
V −1 −1 −1 +1 0

(b) Matica výhier

Obr. 19.1: Hra kameň–papier–nožnice–oheň–voda.

Druhý pŕıklad je hra Morra, ktorú hrávali už staroveḱı Gréci či Rimania.
Má viacero variácíı a môžu ju hrat’ aj viaceŕı hráči, my však budeme uvažovat’

nasledovnú verziu: Hrajú dvaja hráči, ktoŕı naraz ukážu 1 až 5 prstov na ruke a
zvolajú č́ıslo (od 2 do 10). Vyhrá ten hráč, ktorý uhádne súčet ukázaných prstov
na oboch rukách – tento počet je zároveň jeho výhra. Ak ani jeden netraf́ı, alebo
ak obaja zvolajú rovnaké č́ıslo, je remı́za.

Napŕıklad ak Alica ukáže 3 prsty a povie
”
7“ a Bob ukáže 4 prsty a povie

”
6“, Alica vyhrala (lebo 3 + 4 = 7) a Bob jej muśı zaplatit’ 7 minćı. Takáto hra

sa dá reprezentovat’ maticou M vel’kosti 25× 25:

M(i,k),(j,`) =





+k ak i+ j = k 6= `

−` ak i+ j = ` 6= k

0 inak,

kde index (i, k), (j, `) znamená, že Alica ukázala i prstov a zvolala k a Bob
ukázal j prstov a zvolal `. Opät’ rovnaká otázka: vedeli by ste nájst’ optimálnu
stratégiu, ako hrat’?

Vo všeobecnosti majme maticu A a uvažujme nasledovnú hru: Alica si zvoĺı
riadok i, Bob si zvoĺı st́lpec j a to je celé – koniec hry. Hrá sa o peniaze a Aij
je výhra/prehra z pohl’adu Alice, t.j., ak Aij je kladné, vyhrala Alica a Bob jej
vyplat́ı Aij ; naopak, ak je Aij záporné, vyhral Bob a Alica mu vyplat́ı |Aij |.
Takéto hry, kde jeden hráč źıska presne tol’ko, čo druhý hráč strat́ı, sa volajú
hry s nulovým súčtom.

A čo si predstavujeme pod odpoved’ou na otázku
”
čo mám robit’“,

”
ako

mám hrat’“? Očakávame pravdepodobnostné rozdelenie, ktoré pre každý možný
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(a) Hra Morra, David Allan, 1765

(1, 2) (1, 3) (2, 3) (2, 4)
(1, 2) +2 −3
(1, 3) −2 +3
(2, 3) +3 −4
(2, 4) −3 +4

Optimálna stratégia:
(1, 2) s pravdepodobnost’ou

4/7 ≈ 57% a
(2, 4) s pravdepodobnost’ou

3/7 ≈ 43%.

(Nikdy sa neoplat́ı povedat’
”
3“.)

(b) Matica hry, ak by sme sa ob-
medzili iba na 2 prsty.

Obr. 19.2: Hra Morra.

t’ah povie s akou pravdepodobnost’ou ho zvolit’. Takáto pravdepodobnostná dis-
tribúcia nad riadkami pre Alicu a st́lpcami pre Boba sa v teórii hier nazýva
tiež zmiešaná stratégia (na rozdiel od deterministickej

”
rýdzej“ stratégie, kde

si Alica a Bob môžu vybrat’ iba jeden fixný riadok/st́lpec). Napŕıklad v hre
kameň–papier–nožnice je najlepšie zvolit’ každý t’ah s pravdepodobnost’ou 1/3.
A optimálna stratégia v hre Morra je:

p(1,2) = 56/190 ≈ 29.5%,

p(2,4) = 42/190 ≈ 22.1%,

p(3,6) = 35/190 ≈ 18.4%,

p(4,8) = 30/190 ≈ 15.8%,

p(5,10) = 27/190 ≈ 14.2%,

kde p(i,j) je pravdepodobnost’, že ukážem i prstov a zvolám j. Zauj́ımavé je, že
sa neoplat́ı zvolat’ iné č́ıslo ako dvojnásobok počtu prstov, ktoré ukážem. (Vedeli
by ste zdôvodnit’, prečo?)

Označme p,q pravdepodobnostné distribúcie nad riadkami/st́lpcami (zaṕısané

ako st́lpcové vektory). Potom pravdepodobnost’, že hráči zvolia i-ty riadok a j-ty

st́lpec je piqj a teda očakávaný bodový zisk Alice je

E[výhra Alice] =
∑

i,j

Pr[Alica zvoĺı i]︸ ︷︷ ︸
pi

·Pr[Bob zvoĺı j]︸ ︷︷ ︸
qj

·Aij

=
∑

i,j

pi ·Aij · qj = pTAq.

Inými slovami, ak by Alica a Bob hrali opakovane, pričom by vždy volili náhodný
riadok/st́lpec podl’a distribúcii p a q, potom v priemere by Alica vyhrala pTAq
(za jednu hru).
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Ak by Alica poznala Bobovu stratégiu q, potom si vie pre každý riadok
spoč́ıtat’ priemernú výhru:

E[výhra pre i-ty riadok] =
∑

j

Pr[Bob zvoĺı j] ·Aij = Aq.

Stačilo by jej teda zvolit’ riadok s maximálnou očakávanou výhrou. Naopak, ak
by Bob poznal Alicinu stratégiu p, zvolil by st́lpec pTA s minimálnou hodnotou.
Teda ak by sme poznali stratégiu súpera, je jednoduché pŕıst’ s optimálnou proti-
stratégiou (a tá je navyše deterministická). Inými slovami, označme ei vektor,
ktorý má na i-tej poźıcii jednotku a všade inde nuly, potom

max
p

pTAq = max
i

eTi Aq a min
q

pTAq = min
j

pTAej .

Predstavme si, že pre každú Alicinu stratégiu p spoč́ıtame hodnotu vA(p) =
minq pTAq – kol’ko źıska, ak Bob zvoĺı optimálnu stratégiu proti p. To znamená,
ak Alica použije p, má garantovanú výhru aspoň vA(p). Mohla by skúsit’ túto
hodnotu maximalizovat’:

nech vA = max
p

vA(p) = max
p

(min
q

pTAq) = max
p

(min
j

pTAej).

Pri takejto stratégii, označme ju p̃, má garantovanú výhru aspoň vA. Pri iných
stratégiach to je (pri optimálnej hre súpera) menej (nanajvýš rovnako vel’a).

Podobne by Bob mohol skúsit’ pre každú svoju stratégiu q vypoč́ıtat’ optimálnu
proti-stratégiu Alice a kol’ko pritom Alica źıska: vB(q) = maxp pTAq – túto
hodnotu chce Bob minimalizovat’:

nech vB = min
q
vB(q) = min

q
(max

p
pTAq) = min

q
(max

i
eTi Aq).

Pri takejto stratégii, označme ju q̃, Alica vyhrá najviac vB . Pri iných Bobových
stratégiach môže vyhrat’ aj viac.

Samozrejme, implicitne sme predpokladali, že Alica a Bob t’ahajú naraz a
nevedia, ako ten druhý potiahne – nepoznajú jeho stratégiu. A nie je ani jasné či
optimálna stratégia vždy existuje (možno proti Bobovej stratégii q je najlepšia
Alicina stratégia p, proti ktorej je zase najlepšie použit’ q′, atd’.). John von
Neumann však dokázal, že optimálne stratégie existujú vždy a hráčom vôbec
nepomôže, ani ked’ dopredu poznajú stratégiu protihráča. Skúste si rozmysliet’,
že muśı platit’

vA ≤ vB
(to je pomerne jednoduché – totiž pre l’ubovol’nú funkciu f plat́ı maxx miny f(x, y) ≤
minx maxy f(x, y)). Von Neumann však dokázal, že

vA = vA(p̃) = p̃TAq̃ = vB(q̃) = vB .

Táto hodnota v = p̃TAq̃ sa volá hodnota hry A. Ak Alica použije p̃, má garanto-
vanú výhru aspoň v a ak Bob použije q, má garantovanú stratu1 najviac v. Alici

1Samozrejme, ak v < 0, je to Alicina strata a Bobova výhra. Ak v = 0, hra je férová a pri
optimálnej hre oboch súperov je očakávaná výhra/strata nulová.
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ani Bobovi sa neoplat́ı hrat’ inak, pretože v tom pŕıpade môžu pri optimálnej
hre súpera źıskat’ menej/stratit’ viac.

Veta 19.1 (Neumann (1928)). Pre každú hru s nulovým súčtom danú mati-
cou A plat́ı

max
p

(min
q

pTAq) = min
q

(max
p

pTAq).

Optimálna stratégia Alice je distribúcia p̃, ktorá maximalizuje l’avú stranu a
optimáln stratégia Boba je distribúcia q̃, ktorá minimalizuje pravú stranu.

Len na okraj ešte prezrad’me, že hodnota hry a optimálne stratégie sa
dajú nájst’ pomocou lineárneho programovania. Pripomeňme, že minimum =
najväčšie dolné ohraničnie:

minX = max{m | ∀x ∈ X : m ≤ x}.

Takže hodnotu vA(p) = minj pTAej vieme vyjadrit’ ako najväčšie v také, že

(pTA)j =
∑

i

piAij ≥ v pre každé j.

Výpočet minima sme tak nahradili sériou lineárnych nerovńıc. Hodnotu v chceme
maximalizovat’ cez všetky Alicine stratégie p – takže úlohu môžeme preformu-
lovat’ nasledovne:

maximalizuj hodnotu v,

za podmienok:
∑

i

piAij ≥ v pre j = 1, . . . , n

a p1 + p2 + · · ·+ pn = 1 (p je pravdepodobnostná

p1, p2, . . . , pn ≥ 0 distribúcia)

alebo skrátene: . . . a podobne pre Boba:

max v, min v,

za podmienok: pTA ≥ v · 1 za podmienok: Aq ≤ v · 1
pT1 = 1 1Tq = 1

p ≥ 0 q ≥ 0

A to sú presne úlohy lineárneho programovania a tie sa dajú vyriešit’ v po-
lynomiálnom čase. Navyše tieto dva programy sú navzájom duálne a z teórie
lineárneho programovania vyplýva, že majú rovnaké optimá – von Neumannova
min-max veta vyplýva z vety o silnej dualite.

19.3 Ťažké jadro

Spät’ k Hardcore leme.
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Na tejto leme je zauj́ımavé, že je uveritel’ná alebo neuveritel’ná podl’a toho, z
ktorej strany sa č́ıta. Intuit́ıvne je uveritel’né, že ak je nejaký problém t’ažký a vy-
berieme z neho sadu len tých

”
t’ažkých“ vstupov, dostaneme zapeklitý problém

(je t’ažké riešit’ ho aj s pomerne malou úspešnost’ou).
Pozrime sa však na tú istú lemu z druhej strany (na obmenu implikácie).

Lema vrav́ı:

ak f je vel’mi t’ažká =⇒ ∃pekelne t’ažké jadro H,

tzn.

ak
každý malý obvod

spoč́ıta f na < 99%
=⇒ ∃množina H

∀malý obvod dokáže vyriešit’

len < 50 + ε% vstupov z H.

Obmena:

6 ∃pekelne t’ažké jadro =⇒ ∃malý obvod, ktorý poč́ıta f skoro všade,

tzn.

ak ∀množinu H
∃malý obvod C, ktorý vyrieši

≥ 50 + ε% vstupov z H
=⇒ ∃malý obvod, ktorý

rieši f na ≥ 99%.

Predstavme si, že učitel’ chce dat’ na konci školského roka ṕısomku. Všetky
možné otázky sú dopredu známe s tým, že na teste bude nejaká podmnožina z
nich. Žiakov je vel’mi vel’a a sú leniv́ı (alebo nest́ıhajú), takže sa nenaučia celé
učivo, ale len si letmo prebehnú nejakú sadu otázok. Predstavme si, že na každú
sadu otázok (pre každý test) máme nejakého

”
experta“, ktorý ten test naṕı̌se

na 51% (čo je vel’mi slabý výsledok, len o 1% lepšie ako úplná tipovačka). Veta
o t’ažkom jadre hovoŕı, že ak t́ıto experti dajú hlavy dokopy, môžu test naṕısat’

na 99%(!) A to znie pomerne neuveritel’ne.
Táto veta má teda vel’mi praktickú motiváciu a aplikácie v teórii strojového

učenia. Namiesto
”
žiak“ si dosad’te

”
klasifikátor“. Na trénovaćıch dátach si

najskôr natrénujeme hordu pomerne slabých klasifikátorov. Vieme z nich vy-
skladat’ dobrý klasifikátor? Odpoved’ je Áno, existujú rôzne metódy známe pod
menom

”
boosting“.

Samozrejme, v teórii učenia potrebujeme možno silneǰsie výsledky, možno
pre konkrétne modely klasifikátorov a najmä potrebujeme efekt́ıvny postup,
ako zo slabých klasifikátorov vyrobit’ ten silný. My si v tejto kapitole ukážeme
čo najjednoduchš́ı dôkaz. Bude dost’ nekonštrukt́ıvny (dokážeme iba existenciu
obvodu, nie ako ho zostrojit’), ale to nám postač́ı.

� Dôkaz. Uvažujme takúto hru:

• Alica zvoĺı množinu vstupov H vel’kosti aspoň δ2n

• Bob zvoĺı obvod C vel’kosti ≤ S′

• Alica zaplat́ı Bobovi sumu v = Prx∈RH [C(x) = f(x)]
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Z nášho predpokladu vie Bob vždy vyhrat’ aspoň v ≥ 1/2 + ε

∀H∃C : Pr
x∈RH

[C(x) = f(x)] ≥ 1/2 + ε

⇓

∃C∀H : Pr
C∈RC,x∈RH

[C(x) = f(x)] ≥ 1/2 + ε

Pomocou tejto distribúcie zostroj́ıme obvod, ktorý poč́ıta f na skoro všetkých
(1 − δ) vstupoch. Vyberme náhodne t obvodov C1, . . . , Ct podl’a distribúcie C;
výsledný obvod na vstupe vypoč́ıta Ci(x) pre i = 1, . . . , t a zvoĺı väčšinovú
odpoved’. Vel’kost’ takéhoto obvodu C bude t× S′ + dačo < S.

Nazvime ret’azec x
”
zlý“, ak menej ako polovica +ε obvodov dá na ňom

správnu odpoved’:

x je zlý, ak Pr
C∈RC

[C(x) = f(x)] < 1/2 + ε.

Zlých ret’azcov je len málo, konkrétne menej ako δ2n. V opačnom pŕıpade by sme
mohli vybrat’ množinu všetkých zlých ret’azcov Z a na nej by PrC∈RC,x∈RZ [C(x) =
f(x)] < 1/2 + ε, čo je spor.

Sústred’me sa teraz len na tie
”
dobré“ x, teda také, že náhodný obvod C ∈R

C odpovie správne s pravdepodobnost’ou aspoň 1/2 + ε. Ale potom väčšinová
odpoved’ z t obvodov bude s vysokou pravdepodobnost’ou správna – rovnako
ako ked’ zvyšujeme úspešnost’ pravdepodobnostných algoritmov opakovańım.
Presneǰsie pre t = 50n/ε2 z Černofovej nerovnosti vyplýva, že

Pr
C1,...,Ct∈RC

[Maj(C1(x), . . . , Ct(x)) 6= f(x)]� 1/2n pre všetky dobré x.

Podl’a union bound je potom nenulová pravdepodobnost’, že C odpovie správne
na všetkých dobrých x a teda existuje konkrétna vol’ba C1, . . . , Ct, existuje
konkrétny obvod C, ktorý odpovie správne na všetkých dobrých vstupoch. A
ked’že zlých vstupov je menej ako δ2n, obvod C odpovedá správne aspoň na
(1 − δ)-tine vstupov. Tak sme dokázali, že ak pre všetky množiny vel’kosti δ2n

existuje obvod, ktorý poč́ıta f na (1/2 + ε)-tine vstupov, tak H1−δ
avg (f) < S.

Alebo naopak, ak f je vel’mi t’ažká, tak obsahuje pekelne t’ažké jadro.

�

Dôkazy pomocných tvrdeńı

Lema 19.3. D je δ-distribúcia, tzn. mix uniformných distribúcii na množinách
vel’kosti aspoň δ2n práve vtedy, ked’ D(x) ≤ 1/(δ2n) pre každé x.

Lema 19.4. Ak 2δ-distribúcia H je ε-t’ažké jadro, potom existuje množina S
vel’kosti aspoň δ2n, ktorá je 2ε-t’ažké jadro.
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19.4 Naozaj pekelne t’ažké funkcie

Možno by sa zdalo, že už sme vyhrali: ak f je vel’mi t’ažká, potom f⊕poly(n) vieme
spoč́ıtat’ len s exponenciálne malou výhodou. Problém je, že sa nám zároveň
nafúkne vel’kost’ vstupu. Napŕıklad ak sa f nedá spoč́ıtat’ obvodom vel’kosti
2O(n), tak f⊕O(n) sa nedá spoč́ıtat’ obvodom vel’kosti 2O(n), avšak vzhl’adom

na vel’kost’ vstupu N = n2 je to len 2O(
√
N).

Toto stač́ı na slabš́ı výsledok, že BPP ⊆ QuasiP (ak existuje f ∈ E, ktorá
potrebuje obvod zložitosti 2n

γ

). Na naozaj pekelne t’ažké funkcie potrebujeme
naše konštrukcie ešte vylepšit’. Dá sa to urobit’ viacerými spôsobmi:

Derandomizovaná XOR lema

Ako prv́ı dokázali dôsledok BPP = P Impagliazzo a Wigderson (1997). Ich nápad
bol

”
derandomizovat’“ XOR lemu! XOR lema vrav́ı, že ak

x1, x2, . . . , xk

sú úplne náhodné, potom je t’ažké spoč́ıtat’
⊕

i f(xi). Na to však potrebujeme
pŕılǐs vel’a náhodnosti. Čo keby sme namiesto toho použili pseudonáhodný ge-
nerátor? Vstup x by sme nedelili na menšie časti, ale považovali by sme ho za
seed do nášho generátora. Ten by vygeneroval pseudonáhodné vstupy

G(x) = z1, z2, . . . , zk,

a úlohou by bolo spoč́ıtat’ f⊕G ≡⊕i f(zi) =
⊕

i f(G(x)i).

Chceli by sme taký generátor, ktorý dokáže vygenerovat’ výstup d́lžky po-
vedzme Ω(n2), pričom seed má d́lžku iba O(n) a aby f⊕G bola pekelne t’ažká,
t.j. aby výhoda klesala exponenciálne. Je trochu ironické, že pri derandomizácíı
pravdepodobnostných algoritmov chceme vytvorit’ dobrý generátor z pekelne
t’ažkej funkcie a na ňu potrebujeme opät’ derandomizovat’. Uvedomme si však,
že tentoraz potrebujeme PNG s trochu inými parametrami: 1.) potrebujeme

”
oklamat’“ iba XOR lemu, nie všetky obvody danej vel’kosti a 2.) stač́ı nám

kvadratické pred́lženie.
Dobrá správa je, že také generátory existujú, hoci vysvetlenie všetkých detai-

lov je nad rámec tejto knihy. Hlavná myšlienka je založená na použit́ı expanderov
(pozri Hoory a spol. (2006)), čo sú grafy, ktoré na jednej strane majú vel’mi málo
hrán, zato sú vel’mi dobre poprepájané. Presneǰsie: majú konštantný stupeň d,
ale každý rez má aspoň Ω(n) hrán. Ekvivalentne, ak si vezmeme l’ubovol’nú
množinu najviac n/2 vrcholov S, tak tieto vrcholy majú Ω(n) susedov mimo S.
Takéto grafy majú dobré miešacie vlastnosti: ak začneme v nejakom vrchole a
sprav́ıme náhodnú prechádzku – t.j. vždy si náhodne vyberieme jedného z d suse-
dov – už po pár krokoch sa môžeme ocitnút’ v l’ubovol’nom vrchole grafu, dokonca
v každom vrchole budeme s takmer rovnakou pravdepodobnost’ou! (Presneǰsie:
nech Pt(x) je pravdepodobnost’, že po t krokoch skonč́ım vo vrchole x. Potom
rozdiel medzi Pt a uniformnou distribúciou U(x) = 1/n,

√∑
x∈V (Pt(x)− 1/n)2,

klesá exponenciálne rýchlo.) Inými slovami, ak začnem v l’ubovol’nom vrchole,
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sprav́ım náhodnú prechádzku, pričom každých zopár krokov si zaṕı̌sem, kde
som, tak výsledok sa bude celkom podobat’ na úplne náhodný výber vrcholov.

... vlastne začneme v náhodnom vrchole a zaṕı̌seme si každý...

ak chceme t náhodných vrcholov, potrebujeme t · log n bitov. ak namiesto
toho použijeme náhodnú prechádzku, stač́ı nám log n+O(t) bitov.

Extrahovanie náhodnosti

Druhá možnost’ je pozriet’ sa na to, prečo Nisan-Wigdersonov generátor potre-
buje pekelne t’ažké funkcie a čo by sa stalo, keby sme použili len vel’mi t’ažkú.
Intúıvne, ak x je t’ažký vstup, tak f(x) je na nerozoznanie od náhodného bitu,

takže ak je f pekelne t’ažká, skoro všetky vstupy sú t’ažké a výstup NW f
I vy-

zerá náhodne. Ak je f iba vel’mi t’ažká, stále má t’ažké jadro – nejaký zlomok
δ vstupov, ktoré sú extrémne t’ažkých. Z toho vyplýva, že očakávame aspoň δ
bitov NW f

I generátora vyzerá náhodne. Aj s vel’mi t’ažkou funkciou teda vieme
vygenerovat’ postupnost’, ktorá śıce nie je úplne náhodná, ale má v sebe nejakú
náhodnost’. Potrebovali by sme len túto náhodnost’ akosi

”
vyextrahovat’“.

Extrahovanie náhodnosti je mimochodom problém zauj́ımavý sám o sebe.
Asi najstarš́ı pŕıklad je od von Neumanna: ako vygenerovat’ náhodný bit, ak
máte iba mincu, kde hlava a znak nepadá s rovnakou pravdepodobnost’ou? Ide
tiež o vel’mi praktický problém: Linuxový generátor /dev/random sleduje akti-
vitu myši, klávesnice, disku a rôzne interrupty, pričom predpokladá, že takéto
udalosti śıce nie sú náhodné, ale obsahujú

”
istú dávku náhodnosti“ – entropiu.

Časy a popisy udalost́ı zhromažd’uje a snaž́ı sa odhadovat’ ich entropiu a ex-
trahovat’ z nich náhodnost’. Na rozdiel od pŕıkladu s mincou, kde sú jednotlivé
hody nezávislé, /dev/random sa muśı vysporiadat’ aj so závislost’ami (napŕıklad
poźıcia myši záviśı od predošlej polohy; ak niekto ṕı̌se text, symboly vyt’ukané
na klávesnici budú závislé, napŕıklad po dvoch spoluhláskach pôjde vel’mi často
samohláska; špecifické závislosti budú závisiet’ od jazyka/témy toho textu; časy
medzi stlačeniami klávesov sú tiež závislé).

Ako mieru náhodnosti definujeme min-entropiu náhodnej premennej X ako
H∞(X) = mina 1/Pr[X = a]. Hovoŕıme, že G : {0, 1}d → {0, 1}m je (k, S, ε)-
generátor pseudoentropie, ak existuje distribúcia D na {0, 1}m s min-entropiou
aspoň k taká, že žiadny obvod vel’kosti S nedokáže odĺı̌sit’ D od G(Ud) s výhodou
viac ako ε.

Funkcia Ext : {0, 1}m × {0, 1}d → {0, 1}n je (k, ε)-extraktor , ak pre každú
distribúciuD na {0, 1}m s min-entropiou aspoň k je štatistický rozdiel Ext(D,Ud)
a Un najviac ε.

(Sudan a spol., 2001)

Zoznamové dekódovanie

Pravdepodobnostný algoritmus s orákulom A je lokálny zoznamový dekodér pre
kód C : Σk → Σm s polomerom r, ak pre každé y ∈ Σm, Ay vyṕı̌se na výstup `
pravdepodobnostných algoritmov s orákulom D1, . . . , D` takých, že pre každý
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ret’azec x, ktorého kód je bĺızko y, ∆(C(x), y) ≤ r, s pravdepodobnost’ou aspoň
3/4 existuje j také, že Pr[Dy

j (i) = xi] ≥ 3/4] (∀i).
Veta 19.2 (Goldreich-Levin 1989). Nech H : {0, 1}k → {0, 1}2k je Ha-
damardov kód. Existuje algoritmus, ktorý na vstupe y, ε bež́ı v čase poly(k/ε)
a s vysokou pravdepodobnost’ou dá na výstupe zoznam všetkých x takých, že
∆(C(x), y) ≤ 1/2− ε.

Nech x ∈ {0, 1}k; definujme Lx(a) = aTx. Potom funkcia Lx (respekt́ıve
tabul’ka hodnôt Lx pre všetky a) je Hadamardov kód ret’azca x. Potom exis-
tuje algoritmus, ktorý na vstupe ε, s pŕıstupom k funkcíı g : {0, 1}k → {0, 1}
vyṕı̌se zoznam O(1/ε2) správ x, pre ktoré je ∆(Lx, g) ≤ 1/2 − ε. Respekt́ıve,
pravdepodobnost’, že x s takouto vlastnost’ou sa objav́ı na zozname je aspoň
3/4.

....
Lokálne δ-zoznamové dekódovanie pre SOK E je dvojica pravdepodobnostných

algoritmov s orákulom (D1, D2) takých, že pre každé g a f̂ = E(f) δ-bĺızko g
plat́ı: S pravdepodobnost’ou aspoň 2/3 Dg

1 vygeneruje (a1, ..., as) také, že exis-
tuje i: ∀x : Pr[Dg

2(x, ai) = f(x)] ≥ 2/3.
Ak E je SOK s lokálnym δ-zoznamovým dekódovańım (D1, D2), kde D2 bež́ı

v čase t a f je t’ažká pre obvody vel’kosti S, tak f̂ = E(f) sa nedá vypoč́ıtat’

obvodmi vel’kosti S/t

19.5 BPP a polynomiálna hierarchia

Na záver si ukážme ešte jeden jednoduchý dôsledok: V kapitole 7 sme dokázali
Sipser-Gácsovu vetu, podl’a ktorej BPP patŕı pod druhú úroveň polynomiálnej
hierarchie:

BPP ⊆ ΣP
2 ,

teda BPP vieme derandomizovat’ za cenu dvoch alternácíı.
Tento výsledok pomerne jednoducho vypadne z teórie, ktorú sme doteraz

vybudovali: BPP vieme derandomizovat’ pomocou dobrého pseudonáhodného
generátora a ten vieme zostrojit’ pomocou pekelne t’ažkej funkcie. ΣP

2 je však
dostatočne silná, aby takúto pekelne t’ažkú funkciu našla – jednoducho ju nede-
terministicky natipuje a paralelne oveŕı všetky obvody, že ju nedokážu aproxi-
movat’.

Ukážeme si dokonca silneǰśı výsledok:

BPP ⊆ ZPPNP.

Pripomeňme, že ZPP ⊆ RP ⊆ NP, takže zjavne ZPPNP je menšia trieda ako
NPNP = ΣP

2 . Túto vetu ako prv́ı dokázali Zachos a Heller (1986), nasleduje
dôkaz od Nisan a Wigderson (1994).

Dôsledok 19.1 (Nisan a Wigderson (1994)). BPP ⊆ ZPPNP. Inými slo-
vami, ak by sme mali orákulum pre Sat, vedeli by sme l’ubovol’ný pravdepodob-
nostný algoritmus, ktorý sa mýli len s malou pravdepodobnost’ou, premenit’ na
algoritmus, ktorý sa nikdy nemýli a skonč́ı očakávane v polynomiálnom čase.
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� Dôkaz. Ako sme ukázali, na derandomizáciu BPP stač́ı pekelne t’ažká fun-
kcia f na O(log n) bitoch, ktorá sa nedá vypoč́ıtat’ obvodom vel’kosti O(n3).

Pre BPP ⊆ ΣP
2 stač́ı najskôr nedeterministicky natipovat’ tabul’ku hodnôt f

(tá je len polynomiálne dlhá(!) ked’že 2c logn = nc) a následne ko-nedeterministicky
(paralelne) overit’, že žiadny malý obvod ju nevie aproximovat’. Pre každý obvod
C vel’kosti ≤ k ·n3 prejdeme všetkých nc vstupov a spoč́ıtame, na kol’kých vstu-
poch sa C zhoduje s f . Ak je zhoda menšia ako 1/2 + 1/S, zostroj́ıme NW f

I a
pomocou neho odsimulujeme BPP algoritmus (spust́ıme pre všetky seedy a vy-
berieme väčšinovú odpoved’). Ako vid́ıme, výsledný algoritmus by bol pomerne
komplikovaný, no stále v polynomiálnom čase.

Pre BPP ⊆ ZPPNP stač́ı zvolit’ náhodnú funkciu a v coNP overit’, že je vel’mi
t’ažká, ked’že skoro všetky funkcie sú vel’mi t’ažké (poč́ıtaćı argument)! Pomocou
Yaovej XOR lemy z nej vyrob́ıme pekelne t’ažkú funkciu a d’alej postupujeme,
ako sme poṕısali vyššie. �

Úlohy

• Jazyky v NP sú také, že ak by nám niekto povedal
”
dôkaz“ π, tak ho vieme

overit’ deterministicky v polynomiálnom čase. Uvažujme teraz randomizo-
vanú verziu NP: ked’ dostaneme dôkaz π, pri overovańı môžeme použit’

náhodné bity a slovo patŕı do jazyka, ak akceptujeme ≥ 2/3 pŕıpadov
a nepatŕı, ak akceptujeme ≤ 1/3 pŕıpadov. Dalo by sa teda povedat’, že

”
overovač“ je BPP-algoritmus.

Ešte raz a formálneǰsie: Nech C je trieda jazykov, pre ktoré existuje de-
terministický TS V (overovač), bežiaci v polynomiálnom čase od x taký,
že

– ak x ∈ L, tak ∃π : Prr[V (x, π, r) = 1] ≥ 2/3

– ak x /∈ L, tak ∀π : Prr[V (x, π, r) = 1] ≤ 1/3.

Na C sa dá pozerat’ ako na randomizovanú verziu NP. C obsahuje aj NP
aj BPP.

Dokážte, že ak existuje f ∈ E a ε > 0 také, že Havg(f)(n) ≥ 2εn, tak
C = NP. Inými slovami, za predpokladu, že existujú vel’mi t’ažké funkcie,
vieme triedu C derandomizovat’.
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Čast’ VII

Interakt́ıvne a

pravdepodobnostne
overitel’né dôkazy





Úvod

Asi najlepš́ı úvod k tejto časti je nasledujúci komix:
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Kapitola 20

Artur-Merlinove hry

20.1 Rôznofarebné ponožky a grafový neizomor-
fizmus

Začnime zopár pŕıkladmi.

Predstavme si, že máme farboslepého kamaráta Fera a dve úplne rovnaké
ponožky (čo sa týka vel’kosti, tvaru, materiálu), ale rôznej farby. My jednoducho
vid́ıme, že tie ponožky majú rôznu farbu, ale farboslepý kamarát to nevid́ı.

Vedeli by sme ho presvedčit’, že tie farby sú rôzne?

Tu je jednoduchý spôsob, ako sa to dá: povedzme kamarátovi, aké farby
vid́ıme a nechajme ho, nech si túto informáciu poznač́ı niekde bokom, tak, aby
sme to nevideli. Následne budeme opakovat’ nasledujúci pokus: Fero vytiahne
náhodnú ponožku a spýta sa nás, ktorá to je. Našu odpoved’ potom skontroluje,
podl’a toho, čo si poznačil.

Ak sú ponožky naozaj rôznofarebné, nie je problém pri každom pokuse
správne odpovedat’. Naopak, ak majú ponožky rovnakú farbu a teda sú ne-
odĺı̌sitel’né, pri každom pokuse máme iba 50% šancu, že traf́ıme správnu farbu.
Ak teda pokus zopakujeme n-krát, pravdepodobnost’, že by sme nášho farbo-
slepého kamaráta dokázali okabátit’ je len 1/2n.

Ešte zauj́ımaveǰsie je, že okrem toho, že sme Fera presvedčili, že ponožky
majú rôznu farbu bez toho, aby Fero vedel prečo. Bez toho, aby ich Fero ve-
del rozlǐsovat’. Je to vel’mi odlǐsný typ dôkazu napŕıklad od toho, keby sme
chceli Fera presvedčit’, že 17 461 573 nie je prvoč́ıslo. Prečo? Pretože 17 461 573 =
5479×3187. Aha, povie si Fero, ked’ súčin oveŕı. Odteraz však vie Fero hocikoho
iného presvedčit’, že 17 461 573 nie je prvoč́ıslo – stač́ı, aby im ukázal dôkaz:
17 461 573 = 5479 × 3187. Avšak Fero by nedokázal teraz zobrat’ ponožky a
rovnakým spôsobom presvedčit’ svojho farboslepého kamaráta Fabiána, že sú
rôznofarebné. Takýto dôkaz sa volá bezznalostný (zero knowledge).

Iný pŕıklad: Grafový neizomorfizmus.
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Predstavme si, že máme dva grafy a nevieme, či sú izomorfné (rovnaké až na
premenovanie vrcholov). Zist’ovat’, či sú dva grafy izomorfné je vo všeobecnosti
t’ažký problém. V súčasnosti neexistuje polynomiálny algoritmus, ktorý by ho
riešil, hoci sa nepredpokladá, že by problém bol NP-t’ažký a existuje kvázipolynomiálny
algoritmus (v čase npolylog(n)).

(a) (b)

Obr. 20.1: Dané dva grafy sú v skutočnosti len vel’mi odlǐsne vyzerajúce nakres-
lenia toho istého grafu.

Predstavme si d’alej, že máme kamaráta Merlina, ktorý je mocný čarodej
(alebo má rýchly superpoč́ıtač, na ktorom dokáže riešit’ grafový izomorfizmus).
Merlin tvrd́ı, že naše konkrétne dva grafy nie sú izomorfné. Vedel by nám to
však rýchlo dokázat’?

Ak by grafy boli izomorfné, jednoducho overitel’ný dôkaz je izomorfizmus
poṕısat’, jednoducho vymenovat’, ktoré vrcholy sú ekvivalentné. Avšak čo v
pŕıpade, že grafy nie sú izomorfné? Nevieme, či vždy existuje polynomiálne
dlhý dôkaz, ktorý sa dá overit’ v polynomiálnom čase. Inými slovami, grafový
izomorfizmus je v NP, ale nevieme, či aj v coNP. Respekt́ıve komplementárny
problém, grafový neizomorfizmus je v coNP, ale nevieme, či je aj v NP.

Napriek tomu si ukážeme, že existuje jednoduchý interakt́ıvny protokol,
ktorým sa vieme presvedčit’, žeG1 6≡ G2. Myšlienka je podobná ako pri ponožkách:

Veta 20.1 (Goldreich, Micali, Wigderson). Existuje interakt́ıvny protokol,
podl’a ktorého dokáže dokazovatel’ overovatel’a vždy presvedčit’, že dva grafy nie
sú izomorfné. Ak však dané grafy sú izomorfné, šanca, že presvedč́ı je len 50%
a dá sa l’ubovol’ne zmenšit’ opakovańım protokolu. Grafový neizomorfizmus patŕı
do IP[2].

� Dôkaz. Dané sú grafy G1, G2; zvoĺıme náhodnú permutáciu π a náhodne
zvoĺıme prvý alebo druhý graf. Dokazovatel’ovi dáme H = π(Gi); ak G1 6≡ G2,
bud’ je H ≡ G1 alebo H ≡ G2, takže dokazovatel’ nemá problém zistit’, ktorý
graf sme vybrali. V opačnom pŕıpade H ≡ G1 ≡ G2 a dokazovatel’ovi neostáva
nič iné ako si tipnút’. �
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20.2 Súkromná a verejná minca

Všimnite si, že predchádzajúci protokol podstatne využ́ıval fakt, že Artur si
tajne hádzal mincou a Merlin nevedel, čo mu padlo (Artur sa na základe ho-
dov mincou rozhodol, ktorý graf/ponožku ukáže). Hovoŕıme, že tento protokol
využ́ıval súkromnú mincu a otázka znie: Vedeli by sme nájst’ protokol, pri kto-
rom Artur Merlinovi odhaĺı všetky hody mincou?

Veta 20.2. Existuje interakt́ıvny protokol s verejnou mincou pre grafový neizo-
morfizmus. Tento problém patŕı do AM[2].

� Dôkaz. Navrhneme protokol, vd’aka ktorému budeme vediet’ rozlǐsovat’, či
je nejaká množina S

”
malá“, alebo

”
vel’ká“ (násobne väčšia).

Predpokladajme najskôr, žeG1 ajG2 sú tzv. asymetrické grafy – ak preč́ıslujeme
vrcholy, dostaneme iný graf – a uvažujme množinu

S = {H | H ∼ G1 ∨H ∼ G2}.

Ak G1 ∼ G2, tak |S| = n!, ale ak G1 6∼ G2, potom |S| = 2n!.
Vo všeobecnosti sa môže stat’, že množina iso(G) = {H | H ∼ G} je menšia

ako n!. Vezmime napŕıklad graf P3, cestu 1–2–3. Ak preč́ıslujeme vrcholy tak,
že vymeńıme 1 a 3, dostaneme identický graf (takúto permutáciu voláme au-
tomorfizmus), ale ak zmeńıme č́ıslo izolovaného vrcholu, dostaneme iný graf,
takže | iso(P3)| = 3. Ak si vezmeme cyklus C3, pri každej permutácii vrcholov
dostaneme identický graf a | iso(C3)| = 1. Na druhej strane, P3 má dva au-
tomorfizmy (vrátane identity) a C3 ich má 6 (všetky permutácie). Definujme
aut(G) = {π | π(G) = G}. Potom plat́ı:

| iso(G)| · | aut(G)| = n! = vel’kost’ multimnožiny {π(G) | π je permutácia}.

Namiesto pôvodnej vol’by teda uvažujme

S = {(H,π) | H ∼ G1 ∨H ∼ G2, π ∈ aut(H)}.

O tejto množine naozaj plat́ı, že

|S| =
{
n! ak G1 ∼ G2

2n! ak G1 6∼ G2

bez ohl’adu na automorfizmy G1 a G2.
Ukážeme všeobecný protokol pre l’ubovol’nú množinu S taký, že ak |S| ≥ K,

dokazovatel’ to vie dokázat’ s vysokou pravdepodobnost’ou; naopak, ak |S| ≤
K/2, overovatel’ s vysokou pravdepodobnost’ou odmietne.

Nech S ⊆ {0, 1}m, pričom pŕıslušnost’ do S sa dá certifikovat’ a obaja
účastńıci vedia hodnotu K. Nech k ∈ N je také, že 2k−2 < K ≤ 2k−1. Artur
vyberie náhodnú hešovaciu funkciu h : {0, 1}m → {0, 1}k zo silne univerzálnej
rodiny hešovaćıch funkcíı Hm,k, zvoĺı náhodné y ∈R {0, 1}k a pošle Merlinovi
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dvojicu (h, y). Merlin skúsi nájst’ x ∈ S také, že h(x) = y a pošle Arturovi hod-
notu x a certifikát, že x ∈ S. Merlin oveŕı certifikát a to, že h(x) = y a ak všetko
sed́ı, akceptuje. Rozdiel vo vel’kosti |S| sa odraźı v rozdielnej pravdepodobnosti
akceptácie.

Konkrétne, nech p∗ = K/2k a nech A = Prh,y[∃x : h(x) = y] je pravdepo-
dobnost’ akceptovania. Ukážeme, že

A ≤ 1

2
p∗ ak |S| < K/2

A ≥ 3

4
p∗ ak |S| ≥ K

V prvom pŕıpade je pravdepodobnost’ zjavne ≤ |S|/2k ≤ p∗/2. V druhom
pŕıpade nech Ex je udalost’, že h(x) = y pre x ∈ S. Z prinćıpu inklúzie-exklúzie
je

Pr
h

[∃x : h(x) = y] = Pr[
∨

x∈S
Ex] ≥

∑

x∈S
Pr[Ex]− 1

2

∑

x 6=x′∈S
Pr[Ex ∧ Ex′ ].

Pr[Ex] = 2−k a, vd’aka univerzálnosti Hm,k, Pr[Ex ∧ Ex′ ] = 2−2k. Teda

A ≥ |S|
2k
− 1

2

|S|2
22k
≥ |S|

2k

(
1− |S|

2k+1

)
≥ p∗

(
1− 2k−1

2k+1

)
=

3

4
p∗

Merlin si spoč́ıta p∗ = K/2k, pošle dokazovatel’ovi niekol’ko náhodných dvoj́ıc
h, y a akceptuje, ak je podiel akceptovaných dvoj́ıc aspoň 5p∗/8. �

20.3 Triedy AM a IP

Defińıcia 20.1. Nech f, g : {0, 1}∗ → {0, 1}∗, k ∈ N; potom k-kolovú interakciu
f a g na vstupe x (znač́ıme 〈f, g〉(x)) definujeme ako postupnost’ a1, a2, . . . , ak ∈
{0, 1}∗ takú, že a1 = f(x), a2 = g(x, a1), . . ., a2i+1 = f(x, a1, . . . , a2i), a2i+2 =
g(x, a1, . . . , a2i+1). Výstup na konci interakcie je outf 〈f, g〉(x) = f(x, a1, . . . , ak) ∈
{0, 1}.

Ak chceme definovat’ interakciu s pravdepodobnostným overovatel’om, vstu-
pom je ešte ret’azec náhodných bitov r a definujeme a1 = f(x, r), a2 = g(x, a1),
a3 = f(x, r, a1, a2), atd’. V tomto pŕıpade funkcia g

”
nevid́ı“ náhodný ret’azec

a dostávame model so súkromnou mincou. Naopak, môžeme definovat’ a2 =
g(x, r, a1), atd’. model s verejnou mincou. V oboch pŕıpadoch je outf 〈f, g〉(x)
náhodná premenná – výsledok záviśı od náhodného ret’azca r.

Defińıcia 20.2 (IP). L ∈ IP[k] (kde k môže závisiet’ od dĺ̌zky vstupu), ak exis-
tuje PTS V (overovatel’) bežiaci v polynomiálnom čase taký, že pri k-kolovej
interakcii s funkciou P (dokazovatel’)

• x ∈ L⇒ ∃P : Prr[outV 〈V, P 〉(x) = 1] ≥ 2/3 (úplnost’)
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• x /∈ L⇒ ∀P : Prr[outV 〈V, P 〉(x) = 1] ≤ 1/3 (korektnost’).

Definujeme IP =
⋃
c IP[nc].

• konštanty 2/3 a 1/3 sa dajú nahradit’ 1 − 1/2n
s

a 1/2n
s

pre l’ubovol’nú
fixnú konštantu s.

• pre daného overovatel’a V vieme vypoč́ıtat’ optimálneho dokazovatel’a P
v polynomiálnom čase, teda môžeme predpokladat’, že P ∈ PSPACE a
IP ⊆ PSPACE.

• ak v defińıcii konštantu 2/3 nahrad́ıme 1, trieda IP sa nezmeńı (netriviálne)

• naopak, ak v defińıcii konštantu 1/3 nahrad́ıme 0, dostaneme len NP

Defińıcia 20.3 (AM). Pre každé k definujme AM[k] ako podmnožinu IP[k],
ktorú dostaneme, ak obmedźıme overovatel’a nasledovne: správy, ktoré posiela sú
náhodné bity, ktoré má k dispoźıcii a pri výpočte nemôže použ́ıvat’ iné náhodné
bity ako tie, čo poslal.

Toto je verzia IP s verejnou mincou. Všimnite si, že dokazovatel’ nedostane
všetky náhodné bity naraz.

Špeciálne AM = AM[2]: Artur povie Merlinovi výsledky svojich hodov min-
cou; Merlin odpovie dôkazom pre tieto hody a Artur sa snaž́ı skontrolovat’ dôkaz
(ale už nehádže mincou).

Defińıcia 20.4. AM je trieda jazykov, pre ktoré existuje deterministický TS V ,
bežiaci v polynomiálnom čase od x taký, že

• ak x ∈ L, tak Pry[∃z : V (x, y, z) = 1] ≥ 2/3

• ak x /∈ L, tak Pry[∃z : V (x, y, z) = 1] ≤ 1/3.

V MA najskôr hovoŕı Merlin; Artur si hod́ı mincou a snaž́ı sa skontrolovat’

dôkaz.

Defińıcia 20.5. MA je trieda jazykov, pre ktoré existuje deterministický TS V ,
bežiaci v polynomiálnom čase od x taký, že

• ak x ∈ L, tak ∃yPrz[V (x, y, z) = 1] ≥ 2/3

• ak x /∈ L, tak ∀y : Prz[V (x, y, z) = 1] ≤ 1/3.

Zjavne BPP ⊆ MA (Artur odignoruje dôkaz a sám si vstup oveŕı) a NP ⊆ MA
(Artur nepoužije náhodné hody mincou a oveŕı dôkaz deterministicky). AM sa
dá považovat’ za randomizovanú verziu NP. Sú to všetky problémy, ktoré sa dajú
redukovat’ na Sat randomizovanou polynomiálnou redukciou.

Veta 20.3 (Goldwasser, Sipser). Pre každé k(n) : N → N, kde k(n) je
vypoč́ıtatel’né v polynomiálnom čase, je IP[k] ⊆ AM[k + 2].

Dôkaz je trochu technický, my si dokážeme len špeciálny pŕıpad: protokol
pre grafového neizomorfizmus (veta 20.1) sa dá upravit’ tak, aby použ́ıval iba
verejnú mincu.
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20.4 Perfektná úplnost’

Veta 20.4 (Perfektná úplnost’ MA). Každý MA protokol sa dá upravit’ tak,
aby v pŕıpade, že x ∈ L Artur vždy akceptoval. Teda konštanta 2/3 v defińıcii
20.5 sa dá nahradit’ 1.

� Dôkaz. Dôkaz je podobný ako pri BPP ⊆ ΣP
2 : Označme Sx množinu náhodných

ret’azcov, na ktorých Artur akceptuje. Opakovańım vieme dosiahnut’, že ak
x ∈ L, |Sx| ≥ 1 − 1/2n, ale ak x /∈ L, |Sx| ≤ 1/2n. Potom ale ak x ∈ L,

existujú posunutia t0, . . . , tk také, že
⋃k
i=0 S ⊕ ti = {0, 1}m; naopak, ak x /∈ L,

zjednotenie bude stále pŕılǐs malé. Merlin teda okrem svojho dôkazu pošle Ar-
turovi aj posunutia t0, . . . , tk; ten si nahádže mincou náhodný ret’azec r a oveŕı,
či by aspoň na jednom r ⊕ ti akceptoval. �

Veta 20.5. MA ⊆ AM. Navyše v každom Artur-Merlinovom protokole vieme
nahradit’ dve po sebe idúce kolá Merlin-Artur porad́ım Artur-Merlin a ak bol
pôvodný protokol perfektne úplný, aj nový bude.

� Dôkaz. Predpokladajme, že MA protokol má perfektnú úplnost’; na vstupe
x Merlin pošle správu m a Artur ju pomocou náhodného ret’azca r oveŕı. AM
protokol bude vyzerat’ nasledovne: Artur pošle Merlinovi náhodný ret’azec r a
Merlin mu odpovie m. Vd’aka perfektnej úplnosti, ak x ∈ L, odpoved’ m Artura
presvedč́ı vždy. Treba ešte dokázat’, že ak x /∈ L, Merlin Artura nepresvedč́ı.
Uvedomte si, že vd’aka vymeneniu krokov teraz Merlin dopredu vie, s akým
náhodným ret’azcom r bude Artur kontrolovat’ jeho dôkaz. Avšak pre každé m′

existuje len málo náhodných ret’azcov, na ktorých Artur akceptuje (pravdepo-

dobnost’ stlač́ıme pod 1/2k+1, kde k je d́lžka Merlinovej správy). Korektnost’

potom vyplýva z union boundu: pravdepodobnost’, že existuje m′, ktorá Artura
presvedč́ı ≤ 2k-krát pravdepodobnost’, že konkrétna m′ Artura presvedč́ı a to je
najviac polovica. �

Veta 20.6 (Perfektná úplnost’ AM). Každý AM protokol sa dá upravit’ tak,
aby v pŕıpade, že x ∈ L Artur vždy akceptoval. Teda konštanta 2/3 v defińıcii
20.4 sa dá nahradit’ 1.

� Dôkaz. Dôkaz je podobný ako pri MA; najskôr však sprav́ıme MAM-protokol,
ten vieme pomocou predchádzajúcej vety upravit’ na AM-protokol: Merlin povie
posunutia t0, . . . , tk, Artur mu pošle náhodný ret’azec r a Merlin mu dokáže,
že r ∈ ⋃ki=0 S ⊕ ti: pošle mu index i a dôkaz m pre r ⊕ ti. Nakoniec Artur
už len oveŕı dôkaz m s náhodnými bitmi r ⊕ ti tak, ako v pôvodnom proto-
kole. Takto dostávame ekvivalentný MAM-protokol s perfektnou úplnost’ou. Z
predchádzajúcej vety vieme, že kroky

”
MA“ vieme vymenit’ za

”
AM“ (pričom

sa zachová perfektná úplnost’) a dve správy môže, samozrejme, Merlin poslat’ aj
naraz. �
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20.5 Dôsledky

Dôsledok 20.1 (Kolaps AM hierarchie). Pre konštantné k je AM[k] = IP[k] =
AM[2] = AM.

� Dôkaz. Postupne nahrádzame
”
MA“-kroky krokmi

”
AM“, napŕıklad pre

AM[6] máme AMAMAM = AAMMAM = AMAM = AAMM = AM. �

Dôsledok 20.2. MA ⊆ ΣP
2 ∩ ΠP

2 , AM ⊆ ΠP
2 .

� Dôkaz. Vd’aka perfektnej úplnosti vieme triedu MA charakterizovat’ takto:

• ak x ∈ L, ∃m∀r : V (x,m, r) akceptuje

• ak x /∈ L, ∀m pre väčšinu r : V (x,m, r) odmietne

naproti tomu v ΣP
2 ak x /∈ L, stač́ı, aby ∀m∃r : V (x,m, r) odmietne.

Podobne pre L ∈ AM plat́ı:

• ak x ∈ L, ∀r∃m : V (x,m, r) akceptuje

• ak x /∈ L, pre väčšinu r ∀m : V (x,m, r) odmietne

naproti tomu v ΠP
2 ak x /∈ L, stač́ı, aby ∃r∀m : V (x,m, r) odmietne. �

Veta 20.7 (Boppana, H̊astad, Zachos). Ak coNP ⊆ AM, tak PH = ΣP
2 .

� Dôkaz. Zjavne AM ⊆ ΠP
2 , takže stač́ı ukázat’, že z predpokladu vyplýva

ΣP
2 ⊆ AM. Nech L ∈ ΣP

2 , potom existuje L′ ∈ ΠP
1 = coNP taký, že x ∈ L ⇐⇒

∃y : (x, y) ∈ L′. Ale podl’a predpokladu L′ ∈ AM; núka sa nám takýto protokol:
Merlin povie y a potom spust́ıme AM protokol pre L′. Dostávame L ∈ MAM ⊆
AM, teda ΣP

2 ⊆ AM. �
Ukázali sme si, že podl’a Ladnerovej vety, ak P 6= NP, tak existujú problémy

medzi P a NPC. Horúcim kandidátom na takýto problém je grafový izomorfiz-
mus:

Dôsledok 20.3. Ak grafový izomorfizmus je NP-úplný problém, tak PH = ΣP
2 .

� Dôkaz. Keby GI ∈ NPC, tak GNI je coNP-úplný, teda coNP ⊆ AM.
�

20.6 Zhrnutie

Literatúra
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Obr. 20.2: Vzt’ahy medzi triedami



Kapitola 21

Interakt́ıvne protokoly

Veta 21.1 (Lund a spol. (1992)). NP ⊆ IP aj coNP ⊆ IP. Merlin vie dokonca
Arturovi dokázat’, aký je presný počet splňujúcich ohodnoteńı danej formuly,
P#P ⊆ IP.

� Dôkaz. Ukážme si protokol na konkrétnom pŕıklade formuly

φ ≡ (x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ ¬y ∨ z).

Formula φ má presne 5 splňujúcich ohodnoteńı:

x y z φ(x, y, z)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

K formule φ najskôr zostroj́ıme polynóm f taký, že ohodnotenie x, y, z
splňuje (resp. nesplňuje) φ práve vtedy, ked’ f(x, y, z) = 1 (resp. 0). Pravdi-
vostné hodnoty budeme reprezentovat’ ako prirodzené č́ısla: 0 je nepravda, 1 je
pravda.

Aritmetizácia:

formula φ(x, y, z) → polynóm f(x, y, z)
false → 0
true → 1

x ∈ {false, true} → x ∈ {0, 1}
¬x → 1− x
x ∧ y → x · y
x ∨ y → 1− (1− x)(1− y)

289
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φ(x, y, z) ≡ (x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ ¬y ∨ z)
f(x, y, z) = (1− (1− x)(1− y)(1− z))

· (1− x(1− y)(1− z))
· (1− (1− x)y(1− z))

Fakt, že φ má 5 splňujúcich ohodnoteńı je ekvivalentná tvrdeniu, že

∑

x∈{0,1}

∑

y∈{0,1}

∑

z∈{0,1}
f(x, y, z) = 5.

Ako nás o tom môže Merlin presvedčit’?

Artur: [Zvoĺı si vhodne vel’ké prvoč́ıslo (alebo si ho jednoducho vypýta od Merlina
a oveŕı).] Všetko budeme poč́ıtat’ modulo 13.

Artur: Uvažujme sumu
∑
y∈{0,1}

∑
z∈{0,1} f(x, y, z). To znamená celý výraz ok-

rem vonkaǰsej sumy. Toto je polynóm v x. Ako vyzerá tento polynóm?

Merlin: g1(x) = −x2 + 2x+ 2.

Artur: [Ak hovoŕı Merlin pravdu, potom
∑
x∈{0,1}

∑
y∈{0,1}

∑
z∈{0,1} f(x, y, z) =∑

x∈{0,1} g1(x) = g1(0)+g1(1). Dosad́ı teda 0 a 1 a oveŕı, že g1(0)+g1(1) =

2 + 3 = 5.]

Artur: [A teraz pŕıde výzva! Zvoĺı úplne náhodné č́ıslo pre x (mod 13) a dosad́ı.
Zvol’me napr. náhodne x = 8, g1(8) = 6.] Ak hovoŕı̌s pravdu, potom∑
y∈{0,1}

∑
z∈{0,1} f(8, y, z) = 6. Dokáž!

Ako? Protokol bude prebiehat’ podobne, opät’ odstránime jednu vonkaǰsiu sumu:

Artur: Uvažujme sumu
∑
z∈{0,1} f(8, y, z). To je polynóm v y. Ako vyzerá tento

polynóm?

Merlin: g2(y) = 11y3 + 7y2 + 7y + 10.

Artur: [Ak je to tak, potom
∑
y∈{0,1}

∑
z∈{0,1} f(8, y, z) =

∑
y∈{0,1} g2(y) =

g2(0) + g2(1). Dosad́ı 0 a 1 a oveŕı, že g2(0) + g2(1) = 10 + 9 = 6. To
sed́ı.]

Artur: [Zvoĺı náhodné č́ıslo pre y (mod 13) a dosad́ı do g2. Zvol’me napr. náhodne
y = 5, g2(5) = 9.] Ak hovoŕı̌s pravdu, potom

∑
z∈{0,1} f(8, 5, z) = 9.

Dokáž!

Ako? Odstránime aj poslednú sumu:

Artur: Uvažujme f(8, 5, z) – polynóm v z. Ako vyzerá tento polynóm?

Merlin: g3(z) = 4z3 + 12z2 + 3z + 8
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Artur: [Dosad́ı 0 a 1 a oveŕı, že g3(0) + g3(1) = 8 + 1 = 9.]

Artur: [Zvoĺı náhodné č́ıslo pre z (mod 13) a dosad́ı. Zvol’me napr. náhodne z =
11.] Ak hovoŕı̌s pravdu, potom f(8, 5, 11) = g3(11) = 5. Sed́ı to? Dosad’me
x = 8, y = 5, z = 11 do polynómu f :

f(8, 5, 11) = (1− (1− 8)(1− 5)(1− 11))

· (1− 8(1− 5)(1− 11))

· (1− (1− 8)5(1− 11)) = 5 (mod 13)

[Všetko v poriadku, Artur akceptuje.]

Dokáže nás Merlin presvedčit’ o nepravde? Napŕıklad, mohol by nás Merlin
presvedčit’, že

∑
x∈{0,1}

∑
y∈{0,1}

∑
z∈{0,1} f(x, y, z) = 1??

Uvažujme sumu
∑
y∈{0,1}

∑
z∈{0,1} f(x, y, z). Ako sme už spomı́nali, toto je

polynóm v x, konkrétne g1(x) = −x2 +2x+2, ale Merlin nemôže povedat’ g1(x),
pretože g1(0) + g1(1) = 5 a nie 1 a Artur by to hned’ odhalil. Merlin teda muśı
zaklamat’ a povedat’ nejaký iný polynóm, napŕıklad h1(x) = x2 + 5x+ 4.

Artur dosad́ı 0 a 1 a oveŕı, že h1(0) + h1(1) = 10 + 4 = 1. Zvoĺı náhodné x,
napŕıklad 3 a dosad́ı h1(3) = 2. Dokáže Merlin Artura presvedčit’, že

∑
y∈{0,1}

∑
z∈{0,1} f(3, y, z) =

2, hoci správna odpoved’ je g1(3) = 12? Uvažujme sumu
∑
z∈{0,1} f(3, y, z), čo

je polynóm v y, konkrétne g2(y) = y3 + 7y2 + y+ 8, ale Merlin nemôže povedat’

g2(y), lebo g2(0)+g2(1) = 12 a nie 2. Merlin teda muśı opät’ zaklamat’ a povedat’

nejaký iný polynóm, napŕıklad h2(y) = y3 + 7y2 + y + 3.
Artur: dosad́ı 0 a 1 a oveŕı, že h2(0) + h2(1) = 12 + 3 = 2. Zvoĺı náhodné y,

napŕıklad 7 a dosad́ı h2(7) = 7. Dokáže Merlin Artura presvedčit’, že
∑
z∈{0,1} f(3, 7, z) =

7, hoci správna odpoved’ je g2(7) = 12? Uvažujme f(3, 7, z) = g3(z) = 8z3 +
8z + 11, ale Merlin nemôže povedat’ g3(z), lebo g3(0) + g3(1) = 12 6= 7. Merlin
muśı opät’ klamat’, napŕıklad, že f(3, 7, z) = h3(z) = z3 + 2z + 2.

Artur dosad́ı 0 a 1 a oveŕı, že h3(0) + h3(1) = 2 + 5 = 7. Zvoĺı náhodné z,
napŕıklad 2 a dosad́ı h3(2) = 1. Ked’ však nakoniec vyhodnot́ı f(3, 7, 2), zist́ı,
že

f(3, 7, 2) = (1− (1− 3)(1− 7)(1− 2))

· (1− 3(1− 7)(1− 2))

· (1− (1− 3)7(1− 2)) = 0 6= 1 (mod 13)

a teda Merlin celý čas klamal.
Vo všeobecnosti pre daný polynóm f(x1, . . . , xn), celé č́ıslo K a prvoč́ıslo p

chceme overit’, že

∑

x1∈{0,1}

∑

x2∈{0,1}
· · ·

∑

xn∈{0,1}
f(x1, . . . , xn) = K.

Artur: Ak n = 0, oveŕı, že f = K. Ak áno, akceptuje, inak odmietne. Pre n ≥ 1 sa
spýta Merlina na polynóm

∑
x2∈{0,1} · · ·

∑
xn∈{0,1} f(x1, . . . , xn) = g(x1).
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Merlin: Odpovie nejakým polynómom h(x1) (ak nepodvádza, mal by odpovedat’

g(x1)).

Artur: Oveŕı si, že h(0) + h(1) = K (ak nie, ihned’ odmietne). Zvoĺı si náhodné
č́ıslo a (mod p) a rekurźıvne oveŕı, že

∑

x2∈{0,1}
· · ·

∑

xn∈{0,1}
f(a, x2 . . . , xn) = h(a).

Aká je šanca, že h(a) = g(a) pre náhodné a (mod p)? Pracujeme s po-
lynómami stupňa ≤ n a h(a) = g(a) práve vtedy, ked’ a je koreń polynómu
h − g, čo je tiež polynóm stupňa ≤ n. A teda pravdepodobnost’, že Merlin
zrovna traf́ı koreň je ≤ n/p.

Naopak s pravdepodobnost’ou (1 − n/p) bude h(a) 6= g(a). Indukciou sa
dokáže, že

Ak je hodnota nepravdivá, dôkaz odmietneme s pravdepodobnost’ou aspoň

(
1− n

p

)(
1− n

p

)
· · ·
(

1− n

p

)
=

(
1− n

p

)n
≈ 1− n2

p

Ak teda na začiatku zvoĺıme dostatočne vel’ké p medzi 2n a 2n+1, pravdepodob-
nost’ oklamania je zanedbatel’ná. �

Veta 21.2 (Shamir (1992), Shen (1992)). IP = PSPACE.

� Dôkaz. Stač́ı ukázat’ interakt́ıvny protokol pre QBF. Mohli by sme skúsit’

pokračovat’ v aritmetizácii:

formula φ(x, y, z) → polynóm f(x, y, z)
(∀x) → ∏

x∈{0,1}
(∃x) → ∐

x∈{0,1},
→ kde

∐
x f(x) = 1−∏x(1− f(x))

Napŕıklad formula

(∀x)(∃z)(∀y)(x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ ¬y ∨ z)

je pravdivá práve vtedy, ked’

∏

x∈{0,1}

∐

z∈{0,1}

∏

y∈{0,1}
f(x, y, z) = 1.

Ak by sme však chceli použit’ vyššie uvedený protokol, problém sa ukáže už v
prvom kroku. Predstavme si, že začneme s výrazom

∏
z∈{0,1}

∏1
x1=0

∏1
x2=0 · · ·

∏1
xn=0 z.

Artur odstráni vonkaǰśı súčin a spýta sa na
∏1
x1=0

∏1
x2=0 · · ·

∏1
xn=0 z = z2n .

Toto je polynóm v z – avšak exponenciálne vel’kého stupňa!
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Ako tento problém zaplátame? Výsledok polynómu nás zauj́ıma iba pre hod-
noty 0 a 1 a pre x ∈ {0, 1} plat́ı xk = x.

Pridajme teda linearizačný operátor Lx, ktorý definujeme nasledovne:

Lxf(x) = (1− x)f(0) + xf(1) = f(0) + (f(1)− f(0))x.

Jednoducho bodmi 0 a 1 prelož́ıme priamku. Všimnite si, f(x) a Lxf(x) dávajú
rovnaké hodnoty pre x ∈ {0, 1}. Čo je však podstatné, nech je f(x) polynóm
l’ubovol’ne vel’kého stupňa, Lxf(x) je už iba lineárny.

Ekvivalentne Lxf(x) = f(x) mod x2−x. Prečo? Vypoč́ıtat’ zvyšok po deleńı
x2−x je to isté ako povedat’, že x2−x ≡ 0, čo je to isté, ako povedat’, že x2 ≡ x,
čo plat́ı pre x = 0 a x = 1. Navyše zvyšok po deleńı je polynóm menšieho
stupňa, v tomto pŕıpade lineárny.

Formula

(∀x)(∃z)(∀y)(x ∨ y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ ¬y ∨ z)

je pravdivá práve vtedy, ked’

∏

x∈{0,1}
Lx

∐

z∈{0,1}
LxLz

∏

y∈{0,1}
LxLyLzf(x, y, z) = 1

a vd’aka linearizačnému operátoru budú všetky polynómy malého stupňa.
Ak teda chceme dokázat’, že

O1O2 · · · O`f(x1, . . . , xn) = K,

kde Oi ∈ {
∏
,
∐
, L} sú rôzne operátory.

Artur: Ak n = 0, oveŕı, že f = K. Ak áno, akceptuje, inak odmietne. Pre n ≥ 1
(premenujme premenné tak, že O1 operuje na x1) sa spýta Merlina na
polynóm O2 · · · O`f(x1, . . . , xn) = g(x1).

Merlin: Pošle h(x1) (ak nepodvádza, mal by odpovedat’ g(x1)).

Artur: Skontroluje:

– pre O1 =
∏

, či h(0) · h(1) = K,

– pre O1 =
∐

, či 1− (1− h(0))(1− h(1)) = K,

– pre O1 = Lx1
, či (Lx1

h)(a1) = a1h(0) + (1− a1)h(1) = K.

Ak nie, ihned’ odmietne. Zvoĺı si náhodné č́ıslo a (mod p) a rekurźıvne
oveŕı, že

Ox2 · · · Oxnf(a, x2 . . . , xn) = h(a).

�
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Kapitola 22

Interakt́ıvne dôkazy s
viacerými dokazovatel’mi

22.1 MIP

Defińıcia 22.1 (MIP). Model: jeden PTS V (overovatel’) bežiaci v polynomiálnom
čase a k neobmedzených dokazovatel’ov P1, . . . , Pk. V s každým dokazovatel’om
zdiel’a osobitnú komunikačnú pásku; všetci účastńıci zdiel’ajú read-only vstupnú
pásku, avšak žiadni dvaja dokazovatelia okrem toho nemajú nič spoločné a ne-
dokážu spolu komunikovat’. L ∈ k-MIP, ak existuje PTS V (overovatel’) bežiaci
v polynomiálnom čase taký, že

• x ∈ L⇒ ∃P1, . . . , Pk : Prr[outV 〈V, P1, . . . , Pk〉(x) = 1] ≥ 2/3 (úplnost’)

• x /∈ L ⇒ ∀P1, . . . , Pk : Prr[outV 〈V, P1, . . . , Pk〉(x) = 1] ≤ 1/3 (korekt-
nost’).

Definujeme MIP =
⋃
k k-MIP. (MIP je skratka pre multi-prover interactive pro-

tocol).

Veta 22.1. PCP[poly, poly] = MIP = 2-MIP.

� Dôkaz. Simulácia PCP M dvomi dokazovatel’mi: V sa spýta prvého doka-
zovatel’a všetky na všetky miesta v dôkaze, ktoré sa pýta M . Potom si vyberie
jednu náhodnú z položených otázok a spýta sa ju aj druhého dokazovatel’a a
oveŕı, že odpovede boli rovnaké. (Rozdiel medzi dôkazom a otázkami pre P1 je,
že interakt́ıvny dokazovatel’ sa môže rozhodnút’, ako odpovedat’ na d’aľsie otázky
podl’a tých predošlých; naproti tomu P2 históriu nepozná.)

Zjavne, ak x ∈ L, existuje dôkaz π, ktorý vie M overit’ a ak budú P1 aj
P2 odpovedat’ podl’a π, presvedčia V . Naopak, ak x /∈ L, predstavme si, že
odpovede P2 na všetky otázky dopredu naṕı̌seme ako ret’azec π (aj tak sa P2

pýtame iba raz). Ak P1 odpovie rovnako, ako π, tak každý dôkaz presvedč́ı
M s pravdepodobnost’ou najviac 1/3 a ak P1 hovoŕı niečo iné, V to odhaĺı s

295
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pravdepodobnost’ou aspoň 1/nk (kde nk je počet otázok). Opakovańım protokolu
sa táto pravdepodobnost’ dá zmenšit’ pod 1/3.

Naopak, aj viacerých interakt́ıvnych dokazovatel’ov vieme zakódovat’ ako
dôkaz: jeho (i, j, k, βi1, . . . , βij)-ty bit bude k-ty bit j-tej odpovede dokazovatel’a
Pi na otázku βij , pričom βi1, . . . , βi(j−1) sú všetky predošlé otázky, na ktoré
odpovedal. �

f ≈δ g, ak Prx[f(x) 6= g(n)] ≤ δ
Ak f1 ≈δ g aj f2 ≈δ g a f1, f2 sú polynómy malého stupňa, potom aj

f = f1 − f2 je malého stupňa, ktorý je nulový na 2δ vstupov z Im, takže
ak |I| ≥ 2dm a δ ≤ 1/4, potom f = 0, teda f1 = f2 je jedinečný polynóm.
Polynómy malého stupňa tvoria samoopravný kód.

Lema 22.1. Nech π je dôkaz ktorý kóduje hodnoty nejakej funkcie h, t.j. na
poźıcii (r1, . . . , rm), kde ri ∈ I ⊆ F je hodnota h(r1, . . . , rm) ∈ F. Nech |I| =
kdm. Potom existuje polo-interakt́ıvny protokol taký, že

• ak π kóduje polynóm h stupňa ≤ d v každej premennej a
∑
x1∈{0,1}

∑
x2∈{0,1} · · ·

∑
xm∈{0,1} h(x1, . . . , xm) =

a, tak existuje dokazovatel’, ktorý overovatel’a určite presvedč́ı,

• ak π kóduje funkciu, ktorá je δ-bĺızko (δ ≤ 1/4) polynómu f stupňa ≤ d v
každej premennej a ak existuje dokazovatel’, ktorý presvedč́ı s pravdepodob-
nost’ou väčšou ako δ+1/k, potom

∑
x1∈{0,1}

∑
x2∈{0,1} · · ·

∑
xm∈{0,1} f(x1, . . . , xm) =

a.

� Dôkaz. Protokol je úplne rovnaký ako v dôkaze vety TODO NP ⊆ IP
iba s tým, že úplne na konci polynóm h nevyhodnot́ıme, ale pozrieme sa na
hodnotu v dôkaze π. Prvý bod je jasný. V druhom predpokladajme, že v dôkaze
je zakódované f namiesto h (kde f je jedinečný polynóm malého stupňa, ktorý
je δ-bĺızko h). Rovnako ako v dôkaze TODO dokazovatel’ muśı klamat’ v každom
kole s pravdepodobnost’ou 1 − 1/k. Na konci je jeho jediná záchrana, že f a h
sa ĺı̌sia na v náhodnom bode (r1, . . . , rm), čo je s pravdepodobnost’ou najviac δ.

�

Defińıcia 22.2 (Oracle-3-SAT). Nech z a b1, b2, b3 sú ret’azce premenných,
|z| = r, |bi| = s, označme b = b1b2b3 a w = zb. Nech t = τ1τ2τ3. Nech B(w, t) je
booleovská formula s r+3s+3 premennými. Hovoŕıme, že funkcia A : {0, 1}s →
{0, 1} je splňujúce orákulum pre B, ak pre každé w je B(w,A(b1), A(b2), A(b3))
splnené.

Veta 22.2. Oracle-3-Sat je NEXP-úplný.

� Dôkaz. Pozrime sa na NEXP výpočet stroja M na vstupe x a vytvorme
preň 3-CNF formulu Ψ ako v Cook-Levinovej vete (hoci v tomto pŕıpade expo-
nenciálne dlhú). Nech počet premenných je 2s, kde s = poly(n). Označme pre-
menné X(b), kde b ∈ {0, 1}s. Každú klauzulu môžeme zaṕısat’ v tvare

C(b, f,X) = (φ1 ⊕X(b1)) ∨ (φ2 ⊕X(b2)) ∨ (φ3 ⊕X(b3)),
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kde φi = 1, ak je premenná v klauzule negovaná, takže f kóduje znamienka
premenných a b kóduje indexy premenných v klauzule. Nech B1(f, t) = (φ1 ⊕
τ1) ∨ (φ2 ⊕ τ2) ∨ (φ3 ⊕ τ3);

Samotné klauzuly sú rozpoznatel’né v polynomiálnom čase – existuje poly-
nomiálny algoritmus, ktorý na vstupe x, b, f povie, či sa klauzula C(b, f,X)
nachádza v Ψ, alebo nie. Na tento výpočet môžeme opät’ použit’ Cook-Levinovu
vetu a dostaneme formulu B2(u, f, b).

Preto x ∈ L práve vtedy, ked’ existuje funkcia A taká, že A sṕlňa C(b, f,X),
alebo C(b, f,X) nie je klauzula Ψ: Teda

Ψ′(u, b, f, t) = B1(f, t) ∨ ¬B2(u, b, f),

čo je úsporný (polynomiálne vel’ký) zápis formule Ψ. �

Lema 22.2. Pre inštanciu (B, r, s) Oracle-3-Sat vieme v polynomiálnom
čase vypoč́ıtat’ polynóm g s celoč́ıselnými koeficientmi na rovnakej množine pre-
menných taký, že A : {0, 1}s → Q je splňujúce orákulum pre B práve vtedy, ked’∑
w∈{0,1}r+3s g(w,A(b1), A(b2), A(b3)) = 0.

� Dôkaz. Tak ako pri IP, dostaneme polynóm f . Výledok je g(w, t) = f(w, t)2+
(τ1(τ1−1))2. Súčet štvorcov je nulový, ak sú všetky členy nulové, členy (τ1(τ1−
1))2 zaist’ujú, že A nadobúda iba hodnoty {0, 1}. �

MEH

Lema 22.3. Nech L ∈ NEXP. Potom existuje konštanta c taká, že pre všetky
x ∈ {0, 1}n existuje 3-CNF formula

Φx(X(0), X(1), . . . , X(2n
c − 1)) =

2n
c−1∧

i=0

Ci

exponenciálnej dĺ̌zky s exponenciálne vel’a (2n
c

) premennými, pričom každá klau-
zula Ci sa dá vypoč́ıtat’ v polynomiálnom čase z x a i a x ∈ L práve vtedy, ked’

existuje ohodnotenie premenných A : {0, 1}nc → {0, 1}, ktoré spĺňa všetky klau-
zuly.

Lema 22.4. Nech L ∈ NEXP. Potom existuje konštanta c a predikát px :
{0, 1}4nc+3 → {0, 1} vypoč́ıtatel’ný v polynomiálnom čase taký, že

x ∈ L⇐⇒ ∃A : ∀i, b, t :
(
px(i, b, t)⇒ A(b1), A(b2), A(b3) spĺňajú klauzulu c[t]

)

⇐⇒ ∃A : ¬∃i, b, t :
(
px(i, b, t)∧¬A(b1), A(b2), A(b3) spĺňajú klauzulu c[t]

)
,

kde i ∈ {0, 1}nc je index klauzuly, b = b1b2b3 ∈ {0, 1}3n
c

sú č́ısla premenných a t
je typ klauzuly. px(i, b, t), ak i-ta klauzula Ci má tvar t1X(b1)∨t2X(b2)∨t3X(b3).
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Lema 22.5. Existuje konštanta c′ taká, že pre každé x existuje aritmetický výraz
Px vypoč́ıtatel’ný v polynomiálnom čase s 4nc + nc

′
+ 6 premennými stupňa

najviac nc
′

taký, že pre každé i, b1, b2, b3 ∈ {0, 1}n
c

a pre každé t ∈ {0, 1}3:

∑

z∈{0,1}nc′
Px(i, b, t, z, A(b1), A(b2), A(b3))

je 1, ak px(i, b, t) = 1 ∧ ¬A(b1), A(b2), A(b3) spĺňajú klauzulu c[t], inak 0.

� Dôkaz. Z Cook-Levinovej vety máme Fx takú, že

∑

z

Fx(i, t, b, z) = [px(i, t, b)]

(z sú pomocné premenné); nech q(t, a1, a2, a3) je polynóm, ktorý aritmetizuje

”
a1, a2, a3 sṕlňajú klauzulu c[t]“. Potom Px(i, b, t, z, a) = Fx(i, t, b, z)(1−q(t, a)).

�
Odteraz d’alej true bude 0 a false > 0.

∑

i,b,t,z

Px(i, b, t, z, A(b1), A(b2), A(b3)) = 0, ak neexistujú i, b, t...

Lema 22.6. Nech L ∈ NEXP. Potom existujú konštanty c, c′ taká, že pre každé x
existuje aritmetický výraz Px vypoč́ıtatel’ný v polynomiálnom čase s 4nc+nc

′
+6

premennými stupňa najviac nc
′

taký, že

x ∈ L⇐⇒ ∃A :
∑

i,b,t,z

Px(i, b, t, z, A(b1), A(b2), A(b3)) = 0,

kde A : {0, 1}nc → {0, 1} a ibtz ∈ {0, 1}n4c+c′+3

.

Namiesto A budeme použ́ıvat’ A′ – multilineárne rozš́ırenie. To, že A′(b) ∈
{0, 1} pre všetky b ∈ {0, 1}nc môžeme overit’ tak, že oveŕıme, že

∑
b∈{0,1}nc [A′(b)(1−

A′(b))]2 = 0. Oveŕı sa podobne ako v LFKN protokole, ale s použit́ım celých
č́ısiel namiesto modulárnej aritmetiky. Dá sa dokázat’, že koeficienty majú po-
lynomiálne dlhý zápis. Nech N = 9(nc

′
+ 3)(4nc + nc

′
+ 3), všetky koeficienty

sú najviac 29ncN4nc

Podobne sa otestuje (za predpokladu, žeA′ je naozaj multilineárne rozš́ırenie),
či
∑
Px = 0

Existuje test multilineárnosti: pre N ∈ N, 40n2 < N ≤ 2n nech I =
{0, 1, . . . , N−1}. Nech A : In → Q je l’ubovol’ná funkcia. Existuje pravdepodob-
nostný test, ktorý v polynomiálnom čase oveŕı, či je A multilineárna funkcia,
pričom ak je, tak akceptuje a ak nie je aspoň 1/36-bĺızko multilineárnej funkcie
g, tak akceptuje s pravdepodobnost’ou najviac 1/9. Pri teste sa spýtame len na
4 hodnoty A′ a pravdepodobnost’, že sa práve na nich A′ ĺı̌si od g je najviac
4/36 = 1/9 – a ak sa zhodujú, overovatel’ by akceptoval aj s dôkazom g namiesto
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A′, ale pre multilineárnu funkciu už vieme, že overovatel’ by akceptoval s pravde-
podobnost’ou najviac 1/9. Takže overovatel’môže (mylne) akceptovat’, ak a) A′ je
d’aleko od multilineárnej, ale nezist́ı to, b) A′ je bĺızko multilineárnej funkcie g,
ale zrovna na otázkach, ktoré sa overovatel’ pýta, sa A′ a g ĺı̌sia, c) A′ je bĺızko g,
tie sa zhodujú na kontrolovaných hodnotách a dokazovatel’ovi sa predsa podaŕı
overovatel’a oklamat’. Každá z týchto možnost́ı sa stane s pravdepodobnost’ou
najviac 1/9, spolu je to najviac 1/3.

22.2 Multilineárne rozš́ırenia

0 1
0 1 2
1 1 4

0 1 2 3 4
0 1 2
1 1 4
2
3
4

0 1 2 3 4
0 1 2 3 4 5
1 1 4 2 0 3
2 1 1 1 1 1
3 1 3 0 2 4
4 1 0 4 3 2

0 1 2 3 4
0 1 2 3 4 5
1 1 3 0 2 4
2 1 4 2 0 3
3 1 0 4 3 2
4 1 1 1 1 1

f(x, y) = a0+a1x+a2y+a3xy 1·(1−x)(1−y)+2·(1−x)y+1·x(1−y)+4·xy =
2xy + y + 1

Langrangeov interpolačný polynóm ako pri CNF pre
Vo všeobecnosti f̃(x1, . . . , xn) =

∑
w∈{0,1}n f(w)·χw(x1, . . . , xn), kde χw(x1, . . . , xn) =∏n

i=1(wixi + (1−wi)(1−xi)). χw(w) = 1 a χw(z) = 0 pre všetky z 6= w, a teda∑
f(w)χw(z) = f(z) pre všetky z ∈ {0, 1}n.
Jedinečnost’: Ak p, q sú multilineárne a zhodujú sa na {0, 1}n, potom p − q

je tiež multilineárny a je nulový na {0, 1}n. Ukážeme, že je nulový na celom
Fn. Ak by to nebol nulový polynóm, nech t je člen najmenšieho stupňa. Ak
dosad́ıme sa všetky premenné v t 1 a za všetky ostatné 0, člen t bude nenulový,
ale všetky ostatné člený sú vyššieho alebo rovnakého stupňa a teda obsahujú
nejakú premennú, ktorá nie je v t a ich hodnota bude nula. Takže sme ukázali,
že nenulový polynóm nadobúda nenulovú hodnotu na {0, 1}n.

Literatúra
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Kapitola 23

”
Zjemnená“ teória zložitosti

Uvažujme problém 3-Sum: dané sú množiny č́ısiel A,B,C (|A| = |B| = |C| = n)
a ciel’ová suma t. Úlohou je nájst’ a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C také, že a + b + c =
t. Môžeme vyskúšat’ všetky trojice – riešenie v O(n3). Lepšie je vytvorit’ si
hešovaciu tabul’ku, kde pre každý prvok a ∈ A vlož́ıme hodnotu t − a. Potom
stač́ı skúšat’ už len všetky dvojice (b, c) a skontrolovat’, či sa ich súčet nachádza
v tabul’ke – riešenie v O(n2). Alternat́ıvne môžeme utriedit’ B a C a potom pre
každé a ∈ A hl’adat’ dvojicu (b, c), ktorej súčet je t − c; toto hl’adanie rob́ıme
inteligentne: prechádzame prvky B od najmenšieho k najväčšiemu a zároveň
prvky C od najväčšieho k najmenšiemu.

zlepšené o ∼ 1/ log2 n; dolný odhad Ω(n2) v modeli, kde otázky sú sgn(c1a+
c2b+ c3c).

Hypotéza 23.1. 3-Sum sa nedá riešit’ v čase O(n2−ε) pre ε > 0.

k-Sum: Daná je ciel’ová suma t a k množ́ın A1, . . . , Ak, každá vel’kosti |Ai| =
n. Vyber z každej množiny jeden prvok tak, aby súčet bol t.

k-Sum sa dá riešit’ v čase O(ndk/2e).
k-Sum hypotéza: Neexistuje algoritmus, ktorý rieši k-Sum v časeO(ndk/2e−ε),

tzn. existujúci algoritmus je v podstate optimálny.
Nech ck = infck−Sum ∈ DTIME(nc) je exponent v časovej zložitosti najrýchleǰsieho

algoritmu (resp. infimum, ak by existovala nekonečná postupnost’ stále lepš́ıch
algoritmov).

Veta 23.1. Z ETH vyplýva, že ck = Θ(k).

Hypotéza 23.2 (ETH). Hypotéza o exponenciálnom čase (Exponential Time
Hypothesis): Pre každé k ≥ 3 existuje ε > 0 také, že k-Sat sa nedá riešit’ v čase
O(2εn).

Hypotéza 23.3 (SETH). Silná hypotéza o exponenciálnom čase (Strong Expo-
nential Time Hypothesis): Pre každé ε > 0 existuje k také, že k-Sat potrebuje
čase Ω(2(1−ε)n).

303
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Inými slovami, nech sk je najmenš́ı koeficient δ taký, že k-SAT sa dá riešit’

v čase O(2δnpoly(n)) (sk = inf{δ | ∃alg. riešiaci k-SAT v čase Õ(2δn)}) a nech
s∞ = limk→∞ sk. ETH vrav́ı, že sk > 0 pre všetky k ≥ 3. SETH vrav́ı, že
s∞ = 1.

Problém kolmých vektorov – Ov (orthogonal vectors): Pre dané množiny d-
rozmerných vektorov A,B ⊆ {0, 1}d existuje dvojica kolmých vektorov u ∈ A,
v ∈ B?

Hypotéza 23.4 (OVC). Problém kolmých vektorov Ov pre d = Ω(log n) sa
nedá riešit’ v čase O(n2−ε).

Veta 23.2. SETH implikuje OVC.

� Dôkaz. Majme k-CNF formulu φ s premennými x1, . . . , xn a klauzulami
C1, . . . , Cm (m = O(n)). uvažujme všetky čiastnočné ohodnotenia α prvej po-
lovice premenných (takých je 2n/2) a zostrojme vektory uα také, že uαi = 0, ak

α sṕlňa Ci, inak uαi = 1. Podobne pre všetky čiastnočné ohodnotenia β druhej

polovice premenných zostrojme vektory vβ , kde vβi = 0, ak β sṕlňa Ci, inak

vβi = 1. Potom α, β (ohodnotenie všetkých premenných) sṕlňa φ práve vtedy,

ked’ pre každé i aspoň jeden literál sṕlňa Ci, a teda aspoň jedno z uαi , vβi je
nula, čo je práve vtedy, ked’ uα ⊥ vβ . Formula φ je splnitel’ná práve vtedy, ked’

existuje dvojica kolmých vektorov uα, vβ .
Ak by sme vedeli riešit’ Ov v čase O(N2−ε), potom k-Sat by sme vedeli

riešit’ v čase O(
(
2n/2

)2−ε
) = O(2(1−ε/2)n) pre l’ubovol’né k, čo je v rozpore so

SETH. �

Veta 23.3. Ak plat́ı OVC, potom na výpočet priemeru grafu (maximálnej vzdia-
lenosti medzi dvoma vrcholmi) treba kvadratický čas. Dokonca na 3/2-aproximáciu
treba Ω(n2−ε).

� Dôkaz. OVC redukujeme na priemer grafu podl’a obr. TODO. Vrcholu sú
vektory z A a B, indexy 1, . . . , d a dva špeciálne vrcholy. Vrcholy sú pospájané
ako na obr. s tým, že hrana medzi vektorom Ai a indexom j vedie vtedy, ked’

(Ai)j = 1. Plat́ı, že vzdialenost’ medzi vektormi Ai a Bj je 3 práve vtedy, ked’ sú
kolmé – v opačnom pŕıpade existuje nejaký index k taký, že (Ai)k = (Bj)k = 1 a

teda cesta Ai—k—Bj má d́lžku 2. Presvedčte sa, že všetky ostatné vzdialenosti
sú najviac 2, ked’že vrcholy susedia, alebo sú spojené cez s alebo t. Z toho
vyplýva, že priemer grafu je 3 práve vtedy, ked’ existujú dva kolmé vektory
Ai, Bj a v opačnom pŕıpade je priemer 2. Ak by existoval Ω(n2−ε) algoritmus
pre 3/2-aproximáciu, tak existuje Ω(n2−ε) algoritmus pre Ov. �

Veta 23.4. Ak plat́ı OVC, tak problém Lcs sa nedá riešit’ v čase O(n2−ε).

� Dôkaz. (Náznak.) Jednu súradnicu vektoru a ∈ A nahrad́ıme 0 7→ 001,
1 7→ 111 a pre vektor b ∈ B nahrad́ıme 0 7→ 011, 1 7→ 000. Všimnite si, že
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Obr. 23.1: Redukcia Ov na priemer grafu.

pre l’ubovol’nú kombináciu vstupov bude LCS rovné 2, okrem pŕıpadu (1, 1),
kde LCS(000, 111) = 0. Takto zakódované súradnice oddel’me dostatočne vel’a
(4d) znakmi # (tak, aby sa neoplatilo spárovat’ dve rôzne súradnice). Výsledné
stringy budú mat’ LCS rovné C = (d− 1)4d+ 2d, ak a ⊥ b, v opačnom pŕıpade
najviac C − 2. Nevýhoda je, že ak a a b nie sú kolmé, LCS môže nadobudnút’

vel’a rôznych hodnôt medzi C − 2d a C − 2. Naprav́ıme to nasledovným trikom:
Pridajme každému vektoru (d+ 1)-vú súradnicu rovnú 0, ak je vektor z A, resp.
1, ak je vektor z B (kolmost’ medzi vektormi z A a B sa zachová) a definujme
špeciálny vektor s = (0, 0, . . . , 0, 1). Skalárny súčin s a l’ubovol’ného vektora
b ∈ B je 1 a teda LCS bude presne C − 2. Vektory a, b zakódujeme takto:

〈a〉 ∗ ∗ ∗ 〈s〉
∗ ∗ ∗〈b〉 ∗ ∗∗

pričom použijeme dostatočne vel’a (10d2) oddel’ovačov ∗ tak, aby sa v LCS vždy
oplatilo všetky spárovat’. Tzn., v optimálnom riešeńı budú oddel’ovače spárované
bud’ s tými pred b-čkom a b bude spárované s s, a LCS bude C ′ = 10d2 + C −
2, alebo ak a ⊥ b, oplat́ı sa oddel’ovače spárovat’ s tými za b-čkom, pričom b
spárujeme s a a LCS bude C ′ + 2.

Ako zakódujeme celú množinu vektorov? Vektory z A zakódujeme tak, že
zakódujeme dve kópie oddelené dostatočne vel’a (100d2) oddel’ovačmi $:

〈〈a1〉〉$$$〈〈a2〉〉$$$ . . . $$$〈〈an〉〉$$$〈〈a1〉〉$$$〈〈a2〉〉$$$ . . . $$$〈〈an〉〉

a vektory z B zakódujeme tak, že podobne zakódujeme jednu kópiu a na začiatok
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”

Zjemnená“ teória zložitosti

aj na koniec pridáme 100d2 · 2n oddel’ovačov $:

$$$$$$〈〈b1〉〉$$$〈〈b2〉〉$$$ · · · $$$〈〈bn〉〉$$$$$$

Ak existuje dvojica ai ⊥ bj , LCS bude aspoň C ′′ = (2n−1)100d2+nC ′+2 (ak
existuje viacero kolmých dvoj́ıc, môže to byt’ aj viac); naopak, ak taká dvojica
neexistuje, LCS bude najviac C ′′ − 2.

Takto sme redukovali Ov na Lcs pre stringy d́lžkyO(nd2) = O(n·polylog(n))
a ak by existoval O(n2−ε) algoritmus pre Lcs, tak existuje aj pre Ov. �



Kapitola 24

Zložitost’ poč́ıtania

• Kol’ko sledov d́lžky k vedie medzi s a t?

• Kol’ko ciest vedie medzi s a t?

• Kol’ko kostier má daný graf?

• Kol’ko párovańı má daný graf?

• Kol’ko 2-farbeńı má daný graf?

• Kol’ko riešeńı má daný 3-SAT?

• Kol’ko riešeńı má daný 2-SAT?

Definujme
”
poč́ıtacie“ triedy funkcíı f : {0, 1}∗ → N analogické P,NP:

Defińıcia 24.1 (FP, #P). FP je trieda funkcíı f : {0, 1}∗ → N vypoč́ıtatel’ných
v polynomiálnom čase. #P je trieda funkcíı f : {0, 1}∗ → N, pre ktorý existuje
polynóm p a polynomiálny TS M taký, že f(x) = |{y ∈ {0, 1}p(|x|) : M(x, y) =
1}|. Inými slovami, f je počet akceptačných výpočtov nejakého polynomiálneho
NTS.

Defińıcia 24.2 (FP). f ∈ FP, ak f vieme vypoč́ıtat’ v polynomiálnom čase.

Defińıcia 24.3 (#P). f ∈ #P, ak f je počet akceptačných výpočtov nejakého
polynomálneho NTS.

f je počet
”

riešeńı“, pričom riešenia sú poly vel’ké a vieme ich overit’ v poly
čase
∃poly TS D, polynóm p: f(x) = #{y ∈ {0, 1}p(x) | D(x, y) = 1}

* FP 6= #P ?? -* FP = #P ===¿ P = NP -* FP = #P ¡=== P = NP ??
(nevie sa)

Defińıcia 24.4 (#P-úplnost’). Funkcia f je #P-úplna, ak je v #P a #P ⊆
FPf .

307



308 Kapitola 24. Zložitost’ poč́ıtania

— * Ak f ∈ FP, tak FPf = FP * Ak f je #P-úplná a f ∈ FP, tak FP = #P.
Počet sledov d́lžky k vedie medzi s a t? Počet kostier má daný graf? Počet

2-farbeńı má daný graf? ∈ FP
Počet ciest vedie medzi s a t? Počet párovańı má daný graf? Počet riešeńı

má daný 2-SAT? sú #P-úplné
#Sat je #P-úplný. väčšina NP-úplných problémov má #P-úplnú poč́ıtaciu

verziu Funkcia perm na maticiach nad Z2 je #P-úplná.

Defińıcia 24.5 (permanent). Permanent n× n matice A definujeme ako

perm(A) =
∑

σ∈Sn

∏

i

Ai,σ(i).

Veta 24.1 (Valiant). Funkcia perm na maticiach nad Z2 je #P-úplná.

Aký je vzt’ah PH a #P?

Veta 24.2 (Toda). Všetky problémy v PH vieme vyriešit’ pomocou jedinej otázky
na #Sat.

PH ⊆ P#P.

24.1 Hl’adanie jedinečného riešenia

Dôkaz Todovej vety začneme malou odbočkou, a śıce otázkou:

Aké t’ažké je hl’adat’ jedinečné riešenia?

Vezmime si napr. problém Sat. Ak má formula n premenných, počet riešeńı
(splňujúcich ohodnoteńı) môže byt’ l’ubovol’né č́ıslo medzi 0 a 2n. Predstavte
si však, že pŕıde niekto a dá nám formulu φ, pričom nám sl’́ubi, že φ je bud’

nesplnitel’ná, alebo má práve jedno jedinečné riešenie. Ak klame, je jedno, ako
sa zachová náš algoritmus – či povie áno / nie / zacykĺı sa / vybuchne. Tento
problém sa volá unique-Sat, USat a otázka znie: pomôže nám táto dodatočná
informácia? Je jednoduchšie nájst’ riešenie, ak jedinečné? Alebo je naopak USat
NP-úplný a teda rovnako t’ažký ako všeobecný Sat?

V súčasnosi na túto otázku nepoznáme odpoved’, ale sme vel’mi bĺızko:
USat je

”
skoro“ tak t’ažký ako všeobecný Sat. A čo mysĺıme tým

”
skoro“? Pri

štúdiu NP-úplnosti sme si povedali, že dva problémy budeme považovat’ za rov-
nako t’ažké, ak vieme redukovat’ jeden na druhý deterministickou polynomiálnou
many-to-one redukciou. A v súčasnosi nie je známe, či sa dá Sat redukovat’ na
USat. Čo však vieme, je ako Sat redukovat’ na USat pravdepodobnostnou Tu-
ringovskou redukciou, ktorá môže mat’ malú, jednostrannú chybu:

Veta 24.3 (Valiant, Vazirani). Existuje pravdepodobnostný polynomiálny al-
goritmus f taký, že

• ak φ ∈ Sat, tak Pr[f(φ) ∈ USat] ≥ 1/8n, ale
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• ak φ /∈ Sat, tak ani f(φ) /∈ Sat.

Inak povedané: Plat́ı, že NP ⊆ PSAT a nevieme, či NP ⊆ PUSAT, ale dokážeme
si, že

NP ⊆ RPUSAT.

Alebo ešte inak: Neveŕıme, že USat sa dá riešit’ (deterministicky) v po-
lynomiálnom čase, pretože potom by sa Sat dal riešit’ pravdepodobnostne v
polynomiálnom čase a potom by NP = RP.

Lema 24.1 (Izolačná lema, Valiant, Vazirani). Nech Hn,k je trieda po
dvoch nezávislých hašovaćıch funkcíı h : {0, 1}n → {0, 1}k a S ⊆ {0, 1}n, 1

4 ·2k ≤
|S| ≤ 1

2 · 2k. Potom Prh∈RHn,k [∃!x ∈ S : h(x) = 0k] ≥ 1/8.

� Dôkaz. Označme p pravdepodobnost’, že ak vyberiem náhodnú hešovaciu
funkciu z H, tak sa nejaký (l’ubovol’ný) fixný prvok x zahešuje na nulu: p =
Prh∈RHn,k [h(x) = 0k] = 1/2k. Nech N je náhodná premenná označujúca počet
prvkov x ∈ S, ktoré sa zahešujú na nulu. Zjavne E[N ] = |S|p ∈ [ 1

4 ,
1
2 ].

Plat́ı: Pr[N = 0] ≤ 1 − |S|p +
(|S|

2

)
p2 (prinćıp inklúzie, exklúzie) a Pr[N ≥

2] ≤
(|S|

2

)
p2 (union bound), odkial’ Pr[N = 1] ≥ |S|p(1− |S|p) ≥ 1/8. �

� Dôkaz vety. Zvoĺıme náhodné k ∈R {2, . . . , n + 1} a h ∈R Hn,k (s prav-
depodobnost’ou 1/n bude 2k−2 ≤ |S| ≤ 2k−1 a vtedy s pravdepodobnost’ou 1/8
existuje jediné x: h(x) = 0k). Nech teda τ(x, y) hovoŕı

”
h(x) = 0k“ (túto formulu

zostroj́ıme bud’ priamo podl’a H, alebo v najhoršom pŕıpade Cook-Levinovou
konštrukciou). Výsledkom je formula ψ ≡ φ(x) ∧ τ(x, y). �

24.2 Parita počtu riešeńı

Defińıcia 24.6 (⊕P). L ∈ ⊕P, ak existuje poly-time NTS M taký, že x ∈ L
práve vtedy, ak M(x) má nepárny počet akceptačných výpočtov. Definujeme
⊕φ(x) ako pravdivú, ak φ(x) má nepárny počet splňujúcich ohodnoteńı a ⊕Sat
ako jazyk pravdivých ⊕φ formúl (φ nemuśı byt’ v CNF).

Zatial’̌co pri USat je otvorený problém zlepšit’ pravdepodobnost’ úspechu čo
i len na konštantu, pri ⊕Sat to pôjde.

Označme #φ počet splňujúcich ohodnoteńı φ. Pre φ, ψ vieme vyrobit’ formuly
[φ ·ψ](x, y) ≡ φ(x)∧ψ(y) a (predpokladajme, že φ má n premenných a ψ m ≤ n
premenných) [φ+ ψ](z) ≡ [z0 ∧ φ(z) ∧∧ni=m+1 ¬zi)] ∨ [¬z0 ∧ ψ(z) ∧∧mi=1 ¬zi)]
také, že #[φ · ψ] = #φ ·#ψ a #[φ+ ψ] = #φ+ #ψ.

Nech 1 je formula s jediným splňujúcim ohodnoteńım. Všimnime si, že
[
⊕

x φ(x)]∧ [
⊕

y ψ(y)]⇐⇒⊕
x,y[φ ·ψ](x, y) a ¬⊕x φ(x)⇐⇒⊕

x,z[φ+ 1](x, z).

Lema 24.2. Pre l’ubovol’né k, m existuje pravdepodobnostný polynomiálny algo-
ritmus f taký, že

• ak φ ∈ ΣkSat, tak Pr[f(φ) ∈ ⊕Sat] ≥ 1− 1/2m, ale
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• ak φ /∈ ΣkSat, tak ani Pr[f(φ) /∈ Sat] ≤ 1/2m.

Inými slovami PH ⊆ BPP⊕SAT.

� Dôkaz. Pre NP vezmeme formulu φ a použijeme redukciu z vety 24.1 R =
O(nm)-krát; výsledná formula bude zakódovanie ich OR-u (poṕısané vyššie).
Ak redukcia nefungovala s pp. 1− 1/8n, tak R-krát zopakovaná nefunguje s pp.
≤ 2−m. Vd’aka uzavretosti ⊕P na NOT nám prejde aj coNP.

Pre c > 1 bude dôkaz prebiehat’ indukciou. Nech φ = ∃x : ψ(x), x pozostáva
z n premenných. Z indukčného predpokladu existuje pravdepodobnostná re-
dukcia, ktorá pre každé x zostroj́ı ⊕Sat formulu β(x) ≡ ⊕

z ρ(z, x) ekviva-
lentnú ψ(x) s pravdepodobnost’ou aspoň 1− 2−(m+1). Ak spust́ıme Valiantovu-

Vaziraniho redukciu R = O(nm)-krát, dostaneme α ≡ ∨R
j=1(

⊕
x,y τj(x, y) ∧

β(x)). Ak je ∃x : β(x) pravdivá, Pr[αje pravdivá] ≥ (1− 1/8n)R ≥ 1− 2−(m+1).
Inak je α nepravdivá.

Z IP β je ⊕Sat inštancia a α vieme do tohto tvaru upravit’. Chyba môže
nastat’ pri prevode ψ(x) na β a pri Valiantovej-Vaziraniho redukcíı; pravdepo-
dobnost’ je však najviac 2× 2−(m+1). �

Náznak iného dôkazu: Začnime s tým, že NP ⊆ BPP⊕P. Dá sa ukázat’, že
⊕P⊕P = ⊕P a že keby NP ⊆ BPP (čo nepredpokladáme), tak celá PH ⊆ BPP.
Všetky tieto výsledky relativizujú, tzn. platia, aj keby sme všetkým strojom
pridali (to isté) orákulum:

pôvodná veta relativizovaná

NP ⊆ BPP⊕P NP⊕P ⊆ BPP⊕P⊕P

NP ⊆ BPP⇒ PH ⊆ BPP NP⊕P ⊆ BPP⊕P ⇒ PH⊕P ⊆ BPP⊕P

Takže NP⊕P ⊆ BPP⊕P⊕P

= BPP⊕P a z NP⊕P ⊆ BPP⊕P vyplýva PH ⊆ PH⊕P ⊆
BPP⊕P.

24.3 Todova veta

Veta 24.4 (Toda). PH ⊆ P#P.

Lema 24.3. Existuje (deterministická) poly-time transformácia T , ktorá ku
každej formule α vyrob́ı β = T (α, 1`), pričom

• ak α ∈ ⊕Sat, tzn. #α ≡ −1 (mod 2), tak #β ≡ −1 (mod 2`+1), ale

• ak α /∈ ⊕Sat, tzn. #α ≡ 0 (mod 2), tak #β ≡ 0 (mod 2`+1).

� Dôkaz Todovej vety. Nech f je redukcia z Lemy 24.2 s m = 2, ktorá na
vstupe dostane kvantifikovanú formulu ψ a náhodný ret’azec r d́lžky R. Nech T
je redukcia z Lemy 24.3 s ` = R+ 2 bežiaca v čase poly(R, |f(ψ)|). Všimnime si
teraz hodnotu

∑
r∈{0,1}R #T (f(ψ, r)) (mod 2`+1).
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Ak je ψ pravdivá, aspoň 3/4 členov je −1, takže súčet lež́ı medzi −2R a
−d 3

4 ×2Re. Na druhej strane, ak je ψ nepravdivá, súčet je medzi −d 1
4 ×2Re a 0.

Stač́ı teda pomocou Cookovej-Levinovej konštrukcie zostrojit’ formulu Γ(r, y, z)
takú, že

#Γ =
∑

r

#T (f(ψ, r)) (mod 2`+1).

Γ(r, y, z) zostroj́ıme tak, aby bola pravdivá práve vtedy, ked’ y splňuje T (f(ψ, r), 1`),
pričom z sú pomocné premenné kódujúce výpočet. �

� Dôkaz lemy. Nech g(x) = 4x3 + 3x4, g0(x) = x, gi+1(x) = g(gi(x)).

Všimnime si, že ak x ≡ −1/0 (mod 22i), tak g(x) ≡ −1/0 (mod 22i+1

).

To znamená, že ak #τ ≡ −1/0 (mod 22i), tak aj #[4τ3 + 3τ4] ≡ −1/0

(mod 22i+1

), kde τ3 je skratka pre formulu [τ · [τ · τ ]].
Nech ψ0 = α, ψi+1 = 4ψ3

i + 3ψ4
i a β = ψdlog(`+1)e. Formula β bude iba

exp(O(log `)) = poly(`)-krát dlhšia. �
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Kapitola 25

Derandomizácia a dolné
odhady

Veta 25.1 (Karp-Lipton). Ak NP ⊆ P/poly, tak PH = ΣP
2 .

Veta 25.2 (Meyer). Ak EXP ⊆ P/poly, tak EXP = ΣP
2 .

Veta 25.3. Ak NEXP ⊆ P/poly, tak NEXP = EXP = ΣP
2 .

Veta 25.4. Ak PIT ∈ P, a Perm ∈ AlgP/poly, tak PPerm ⊆ NP.

� Dôkaz. * nech L ∈ PPerm, M akc. L v čase m = nd * zostroj́ıme N : * N
si tipne algebraické obvody C1, . . . , Cm * oveŕı, že Ci rieši Perm na maticiach
i× i * simuluje M s pomocou {Ci} * overovanie je indukt́ıvne: pre t× t maticu
je

permA =

t∑

i=1

a1i permA1,i

* Ai,j je A s vynechaným i-tym riadkom a j-tym st́lpcom * ak sme už overili
Ct−1, nahradeńım Ct(X) za permX dostávame identitu s t2 vstupmi * tú vieme
overit’ vd’aka PIT ∈ P. �

===

Veta 25.5. Ak PIT ∈ P, tak NEXP 6⊆ P/poly alebo Perm /∈ AlgP/poly.

� Dôkaz. * nech PIT ∈ P, NEXP ⊆ P/poly a Perm ∈ AlgP/poly * NEXP =
EXP = ΣP

2 ⊆ PH ⊆ P#P ⊆ PPerm ⊆ NP * spor s vetou o nedeterministickej
časovej hierarchii. �

===
výsledok

”
3. generácie“ * časová hierarchia, Hartmanis, Stearns – 1965 *

nedeterministická časová hierarchia, Cook – 1972 * permanent a #P-úplnost’,
Valiant – 1979 * Karp-Lipton-Meyer – 1980

* Todova veta – 1991 * Impagliazzo, Kabanetz, Wigderson – 2001
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Čast’ IX

Apendix





Dodatok A

Užitočné znalosti z
matematiky

A.1 Aproximácie, odhady, nerovnosti
(

1 +
1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1

(
1− 1

n

)n
< 1/e <

(
1 +

1

n

)n−1

Zjavne (n/2)n/2 ≤ n! ≤ nn (polovica činitel’ov je aspoň polovica), takže
lnn! = Θ(n log n). Presneǰśı odhad dáva Stirlingova aproximácia:

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n

lnn! = n lnn− n+O(lnn)

A.2 Základy pravdepodobnosti

Veta A.1 (Booleova nerovnost’ (Union bound)). Pravdepodobnost’ zjedno-
tenia je najviac súčet pravdepodobnost́ı:

Pr[
⋃
Ai] ≤

∑

i

Pr[Ai].

A.3 Pravdepodobnostná metóda

Ak chceme dokázat’ existenciu objektu s nejakými vlastnost’ami, môžeme na-
miesto toho skúsit’ (zdola) odhadnút’ pravdepodobnost’, že náhodný objekt má
dané vlastnosti. Ak je pravdepodobnost’ nenulová, taký objekt muśı existovat’.
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Obr. A.1: Pravdepodobnost’ A ∪ B ∪ C sa dá vyjadrit’ presne podl’a prinćıpu
inklúzie a exklúzie. Každopádne sa však dá zhora ohraničit’ súčtom jednotlivých
pravdepodobnost́ı A, B a C.

Veta A.2 (Priemerovaćı prinćıp). Zjavne pre l’ubovol’nú postupnost’ je mini-
mum ≤ priemer ≤ maximum. To ale znamená, že ak priemer je p, potom exis-
tuje člen s hodnotou ≥ p. Ak X je náhodná premenná nad konečnou množinou
a E[X] ≥ µ, potom X ≥ µ s nenulovou pravdepodobnost’ou. Ak jav A záviśı od
náhodných premenných X,Y , tak ak PrX,Y [A(X,Y )] ≥ µ, tak existuje konkrétna
hodnota x, pre ktorú PrY [A(x, Y )] ≥ µ.

A.4 Odhady chvostov distribúcíı

Veta A.3 (Markovova nerovnost’). Nech X je náhodná premenná, ktorá
nadobúda iba nezáporné hodnoty. Potom pre každé k > 0 plat́ı:

Pr[X ≥ k] ≤ E[X]/k Pr[X ≥ kµ] ≤ 1/k

� Dôkaz.

E[X] =
∑

t

t · Pr[X = t] ≥
∑

t≥k
t · Pr[X = t] ≥

∑

t≥k
k · Pr[X = t] = kPr[X ≥ k]

�

Veta A.4 (Čebyševova nerovnost’). Pre l’ubovol’né k > 0 plat́ı

Pr[|X − E[X]| ≥ k] ≤ Var[X]/k2 Pr[|X − E[X]| ≥ kσ] ≤ 1/k2

� Dôkaz. Stač́ı si uvedomit’, že

Pr[|X − E[X]| ≥ k] = Pr[(X − E[X])2 ≥ k2]

a použit’ Markovovu nerovnost’ na premennú Y = (X−E[X])2 (E[Y ] = Var[X]).
�
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Veta A.5 (Černofova nerovnost’). Nech X1, . . . , Xn sú nezávislé 0–1 náhodné
premenné (tzv. Poissonove pokusy), pričom pi = Pr(Xi = 1), X =

∑
iXi a

µ = E[X] =
∑
pi. Potom

• ∀δ > 0 : Pr(X ≥ (1 + δ)µ) < (eδ/(1 + δ)(1+δ))µ

• ∀0 < δ ≤ 1 : Pr(X ≥ (1 + δ)µ) ≤ e−µδ2/3

• ∀R ≥ 6µ : Pr(X ≥ R) ≤ 2−R

� Dôkaz. Opät’ použijeme Markovovu nerovnost’, avšak tentokrát na výraz
exp(tX), kde t je vhodná konštanta, ktorú urč́ıme až na konci. Vd’aka mo-
notónnosti exp plat́ı

Pr(X ≥ (1 + δ)µ) = Pr(etX ≥ et(1+δ)µ) ≤ E[etX ]

et(1+δ)µ
.

Ked’že jednotlivé Xi a teda aj etXi sú nezávislé, môžeme ṕısat’

E[etX ] = E[e
∑
i tXi ] = E[

∏

i

etXi ] =
∏

i

E[etXi ] =
∏

i

(pie
t+(1−pi)) =

∏

i

(1+pi(e
t−1))

Ked’že 1 + y < ey, 1 + pi(e
t − 1) < exp(pi(e

t − 1)), tzn.

E[etX ] <
∏

i

epi(e
t−1) = e

∑
i pi(e

t−1) = e(et−1)µ

a teda

Pr(X ≥ (1 + δ)µ) <
e(et−1)µ

et(1+δ)µ
= e(et−1−t−tδ)µ

Táto nerovnost’ plat́ı pre l’ubovol’né t; na záver už len zvoĺıme to najlepšie.
Zderivovańım zist́ıme, že et− 1− t(1 + δ) nadobúda minimum pre t = ln(1 + δ).
Dosadeńım a zjednodušeńım dostaneme prvú nerovnost’. �

A.5 Polynómy

Veta A.6. Nenulový polynóm stupňa n (nad l’ubovol’ným pol’om) má najviac n
koreňov (vrátane násobnost́ı). Ak sa teda dva polynómy stupňa ≤ rovnajú v n+1
bodoch, musia byt’ rovnaké.

� Dôkaz. Ak α je koreň p, potom (x − α) deĺı p (vo všeobecnosti p mod
(x − α) = p(α)) a p/(x − α) má stupeň o jedna menš́ı. Veta je teda dokázaná
indukciou.

Ak sa p, q stupňa ≤ n rovnajú v n+ 1 bodoch, potom p− q je stupňa ≤ n a
má n+ 1 koreňov, takže to muśı byt’ nulový polynóm. �
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Čebyšev
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Obr. A.2: Odhady chvostov distribúcíı

Lema A.1 (Schwartz-Zippel). Označme Fd,k množinu polynómov o k pre-
menných celkového stupňa d nad konečným pol’om Fq. Nenulový polynóm z Fd,k
má najviac dqk−1 koreňov, to znamená d/q-tina všetkých bodov z Fkq . Z toho
vyplýva, že dva rôzne polynómy z Fd,k v zhodujú na najviac d/q-tine vstupov. Z
pohl’adu pravdepodobnosti lema hovoŕı, že pre dva rôzne polynómy p, q ∈ Fd,k je

Pr
~x

[p(~x) = q(~x) | p 6= q] ≤ d/q,

resp. pre nenulový polynóm p ∈ Fd,k máme

Pr
~x

[p(~x) = 0 | p 6= 0] ≤ d/q.

� Dôkaz. Lemu dokážeme indukciou vzhl’adom na k: pre k = 1 máme po-
lynómy jednej premennej a tie majú najviac d koreňov (ak d je ich stupeň),
pretože f(α) = 0 práve vtedy, ked’ (X − α) \ f(X). Teda pre k = 1 naozaj
Prx[f(x) = 0 | f 6≡ 0] ≤ d/q.

Majme teraz polynóm f(X1, . . . , Xk) ∈ Fd,k. Nech m je najvyššia mocnina
X1 v f ; ak vyjmeme z každého členu mocninu X1, dostaneme

f(X1, . . . , Xk) =

m∑

i=0

Xi
1 · gi(X2, . . . , Xk).
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Všimnite si, že ak za X2, . . . , Xk dosad́ıme nejaké konkrétne hodnoty α2, . . . , αk,
dostaneme polynóm h(X1) =

∑m
i=0 βiX

i
1 jednej premennej stupňa najviac m

(kde βi = gi(α2, . . . , αk)).
Nech (α1, . . . , αk) je koreň f ; toto môže nastat’ iba dvoma spôsobmi:

• bud’ je (α2, . . . , αk) je koreňom gm, alebo

• dosadeńım α2, . . . , αk dostaneme polynóm h(X1) = f(X1, α2, . . . , αk) a
teda α1 je koreňom h(X1).

Všimnite si, že gm je stupňa najviac d−m a teda z indukčného predpokladu na-
stane prvá možnost’ s pravdepodobnost’ou najviac (d−m)/q; v druhom pŕıpade
máme polynóm jednej premennej stupňa m a α1 je jeho koreňom s pravdepo-
dobnost’ou najviac m/q. Odtial’

Pr
~x

[f(~x) = 0 | f 6≡ 0] ≤ (d−m)/q +m/q = d/q. �

A.6 Lineárne programovanie



322 Dodatok A. Užitočné znalosti z matematiky



Dodatok B

Zhrnutie

P

Problémy riešitel’né deterministicky v polynomiálnom čase, napr. na Turingo-
vom stroji, alebo na RAM. Tiež problémy riešitel’né (logspace) uniformnými
obvodmi polynomiálnej vel’kosti. P = AL, teda sú to tiež problémy riešitel’né v
logaritmickom priestore alternujúcim TS.

Problémy CVP (circuit value problem – vyhodnotit’ daný boolovský obvod)
či LP (lineárne programovanie) sú P-úplné (pri logspace redukcii).

NP a coNP

NP sú problémy riešitel’né nedeterministicky v polynomiálnom čase. Ekviva-
lentne, sú to také problémy, že ak nám niekto prezrad́ı riešenie, vieme ho
efekt́ıvne (v P) overit’. Problémy v NP majú pravdepodobnostne overitel’né
dôkazy, NP = PCP[O(log n), O(1)]. coNP tvoria komplementy jazykov v NP.

NP-úplné sú napr. Sat, ILP (celoč́ıselné lineárne programovanie), Clique,
Vertex-Cover, Hamilton-Circuit, 3-Coloring. Zistit’, či je daná formula
tautológia, je coNP-úplný problém.

PSPACE

Problémy riešitel’né v polynomiálnom priestore, napr. na TS alebo RAM. Podl’a
Savitchovej vety je PSPACE = NPSPACE (nedeterministický polynomiálny pries-
tor). Podl’a Immerman-Szelepcsényiho vety je priestor uzavretý na komple-
ment, teda PSPACE = coPSPACE. Ďaľsia charakterizácia je PSPACE = AP
– sú to práve problémy riešitel’né v polynomiálnom čase alternujúcim TS; a
PSPACE = IP (interakt́ıvne dokazovacie systémy).

PSPACE-úplné sú QBF (quantified boolean formula), Geography, Sokoban,
Reversi, ekvivalencia regulárnych výrazov, atd’.

323
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EXP a NEXP

EXP sú problémy riešitel’né v exponenciálnom čase (t.j. O(2poly(n))). EXP =
APSPACE – polynomiálny priestor + alternácie. NEXP to isté nedeterministicky.
NEXP sú problémy, ktoré majú interakt́ıvne dokazovacie systémy s aspoň dvoma
provermi, NEXP = MIP, resp. pravdepodobnostne overitel’né dôkazy, NEXP =
PCP[poly(n), poly(n)] = PCP[poly(n), O(1)].

Hry ako dáma, šach (zovšeobecnený), či Go (s japonským pravidlom ko)
sa ukázali ako EXP-úplné. Rôzne varianty NP-úplných problémov, kde vstup
zaṕı̌seme úsporne sú NEXP-úplné, napr. úsporný 3SAT: na vstupe je obvod,
ktorý kóduje exponenciálne dlhú formulu – je splnitel’ná?

PH

Polynomiálna hierarchia je hierarchia tried medzi P a PSPACE. P = ΣP
0 ⊆

NP = ΣP
1 ⊆ ΣP

2 ⊆ · · · ⊆ PH ⊆ PSPACE, resp. P = ΠP
0 ⊆ coNP = ΠP

1 ⊆
ΠP

2 ⊆ · · · ⊆ PH ⊆ PSPACE. Definovat’ k-ty stupeň hierarchie môžeme cez
alternujúce TS, ktoré iba (k − 1)-krát alternujú alebo cez TS s orákulom:

ΣP
k+1 = NPΣP

k alebo cez polynomiálne relácie: L ∈ ΣP
k , ak y ∈ L práve vtedy,

ked’ ∃x1∀x2 · · · (∃/∀)xkR(y, x1, ..., xk). ΠP
k+1 = coNPΣP

k = coΣP
k+1.

Hoci PH samotná asi nemá úplné problémy (inak skolabuje), na každej úrovni
je úplný problém zistit’, či je kvantifikovaná formula s k kvantifikátormi pravdivá.
Vieme, že BPP patŕı do druhej úrovne polynomiálnej hierarchie a ak by sa Sat
dal riešit’ neuniformnými polynomiálnymi obvodmi (ak NP ⊆ P/poly), hierarchia
skolabuje.

P/poly

Neuniformné triedy obvodov polynomiálnej vel’kosti. Pre každú vel’kost’ vstupu
máme iný obvod. Ekvivalentná defińıcia je cez TS, ktorým pre každú vel’kost’

vstupu môžeme dat’
”
radu“ polynomálnej vel’kosti. Rada záviśı iba od d́lžky

vstupu, nie od vstupu samotného.
P/poly je trochu čudná trieda v tom, že obsahuje aj nerozhodnutel’né jazyky

(odpovede môžeme zadrátovat’ do obvodu vd’aka neuniformnosti). Avšak veŕıme,
že ani neuniformné polynomiálne obvody nedokážu riešit’ Sat (inak skolabuje
PH). Neuniformnost’ je viac ako náhodnost’: BPP ⊆ P/poly.

AC a NC

NC zachytáva pojem
”
efekt́ıvne paralelné algoritmy“. NC je trieda problémov,

ktoré sa dajú na PRAM riešit’ paralelne v polylogaritmickom čase s polyno-
miálnym počtom procesorov. Ekvivalentná defińıcia cez obvody: NC = AC sú
problémy riešitel’né (uniformnými) obvodmi (s AND/OR/NOT) polynomiálnej
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vel’kosti a polylogaritmickej h́lbky. Obvody v NC majú AND/OR hradlá s dvoma
vstupmi, v AC môžu mat’ neobmedzene vel’a vstupov. Pre AC a NC môžeme
zadefinovat’ hierarchie, pričom na k-tej úrovni povoĺıme obvody h́lbky O(logk n).
Zrejme AC0 ⊆ NC1 ⊆ AC1 ⊆ NC2 ⊆ AC2 ⊆ · · · . Podl’a Barringtonovej vety NC1

sú práve problémy riešitel’né vetviacimi programmi š́ırky 5. Vieme, že AC0 6=
NC1. Predpokladá, sa že hierarchia je striktná celá, ale je to otvorený problém.

AC0 obsahuje napr. neregulárny jazyk
”
anbn“, sč́ıtanie celých č́ısel, násobenie

boolovských mat́ıc, ale nedokáže spoč́ıtat’ paritu (regulárny jazyk!), či majoritu
(je na vstupe viac 0 alebo 1?). NC1 obsahuje všetky regulárne jazyky, súčin
celých č́ısel, AC1 vie poč́ıtat’ tranzit́ıvny uzáver matice a teda napr. či v danom
grafe existuje cesta medzi dvoma vrcholmi. AC1 vie rozoznávat’ všetky bezkon-
textové jazyky.

L a NL

Deterministický, resp. nedeterministický logaritmický priestor. NL = coNL. NC1 ⊆
L ⊆ NL = coNL ⊆ AC1.

Hl’adanie cesty v orientovanom grafe je NL-úplný problém. Úloha sa pre
neorientované grafy dá riešit’ deterministicky v L (t’ažký výsledok založený na
derandomizovańı náhodnej prechádzky po grafe).

BPP

Problémy riešitel’né efekt́ıvnymi pravdepodobnostnými algoritmami, ktoré sa
môžu pomýlit’ (jedným aj druhým smerom) s pravdepodobnost’ou 1/3 (dá sa
zlepšit’ na exponenciálne malú pravdepodobnost’). BPP ⊆ P/poly a zároveň
BPP ⊆ ΣP

2 . Predpokladá sa, že P = BPP, teda každý BPP problém sa dá
efekt́ıvne derandomizovat’ (otvorený problém).

O známom probléme testovania prvoč́ıselnosti sa nakoniec ukázalo, že sa dá
riešit’ deterministicky v polynomiálnom čase (hoci v praxi sa dodnes použ́ıvajú
rýchleǰsie pravdepodobnostné algoritmy). Problém testovania, či sa dva po-
lynómy viacerých premenných (nad nejakým konečným pol’om) rovnajú, je v
BPP (stač́ı polynómy vyhodnocovat’ na náhodných vstupoch). Zatial’ sa nevie,
či sa dá efekt́ıvne derandomizovat’.

#P

Trieda funkcíı (nie rozhodovaćıch problémov) f , ktoré predstavujú počet riešeńı
problémov v NP (počet akceptačných výpočtov NTS). Prekvapujúco, PH ⊆
P#P ⊆ PSPACE.

Problém #Sat (počet splňujúcich ohodnoteńı), či #Perfect-Matching
(poč́ıtanie perfektných párovańı) je #P-úplné.
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