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Kapitola 1

Uvod

1.1 Zlozitost problémov

Velk4 cast informatiky sa zaobers navrhom rychlych, efektivnych a praktickych
rieSeni roznych problémov — navrhom algoritmov a datovych struktur.
Pri kazdom novom rieseni si zaroven kladieme otazku:

No dobre, ale nedalo by sa to este lepsie?

Intuitivne pritom chapeme, Ze existuje nejakd hranica a lepSie sa to uz
neda. .. a prave tieto
,hranice mozného*

skiima tedria zlozitosti. Idedlne by sme chceli poznat skutoénti zlozitost vietkych
zaujimavych problémov, tzn. poznat najlepsie rieSenia a vediet dokdzaf, Ze lepsie
uz neexistuju.

Su problémy, o ktorych vieme vela. Napriklad medidn (stredny prvok po
zotrieden{) dokdZzeme ndjst v ¢ase O(n) a ocividne lepsie ako 2(n) sa to ned4.
Ba ¢o viac, existuje algoritmus, ktory spravi 2.95n 4+ o(n) porovnani a vieme
dokézat, ze Tubovolny algoritmus potrebuje spravit v najhorsom pripade aspori
2.01n + o(n) porovnani.

Triedit (v porovndvacom modeli) dokdzeme v ¢ase O(nlogn) a d4 sa ukédzat,
7e Q(nlogn) porovnani je potrebnych. Ba ¢o viac, lubovolny porovnavaci trie-
diaci algoritmus potrebuje v najhorsom pripade aspon [lgn!| ~ nlgn—1.4426n+
O(logn) porovnani a existuje algoritmus, ktory dokéze triedit na nlgn—1.3999n+
o(n) porovnani.

Pri inych problémoch je situdcia zifalejsia: Napriklad taky 3SAT (je dand
booleovskd formula v konjunktivnom normélnom tvare splnitelnd?) vieme riesit
trividlne v ¢ase O(2"n) vyskidsanim vsetkych moznosti (v3etkych pravdivostnych
ohodnoteni). D4 sa to lepsie? Ano, v sucasnosti najlepsi algoritmus riesi 3SAT
v ¢éase 0(1.308™) v najhorsom pripade. D4 sa to este lepsie? Nepozndme dévod,
pre¢o by nie. Viacero Iudf vSak veri, Ze na rieSenie potrebujeme exponencidlny
cas. Tzn., ze existuje konstanta ¢ > 1 takd, ze vSetky algoritmy rieSiace 3SAT

7



8 Kapitola 1. Uvod

potrebuju aspon §2(c¢™) ¢asu v najhorsom pripade. Toto je tzv. Hypotéza o expo-
nencidlnom ¢ase (ETH), dokédzat ju vsak zatial nevieme. Vela udi veri, Ze 3SAT
sa uréite ned4 riesit v polynomidlnom ¢ase — zial, ani to zatial nevieme vyluéit
(toto je sldvny problém P z NP). Situdcia je este zifalejsia: my nevieme vyluéit
ani len linedrny algoritmus! Najlepsi znamy dolny odhad je, ze ak nejaky algo-
ritmus rie§i SAT v ¢ase t a pamiiti s, potom t x s > n!-8%1 — teda vieme vyligit
linedrny algoritmus so sublinedrnou pamitou O(n°®).

Velmi zvlastne je na tom problém faktorizacie (rozklad ¢isla na stiéin prvoéisel).
Zatial najlepsi algoritmus m4 heuristicky odhadovanti zloZitost

exp ((\3/?—1— 0(1)) (lnN)é(lnlnNﬁ) )

¢o je (v zavislosti od poétu bitov n = lg N) velmi zhruba asi ~ 2°
— viac ako Tubovolny polyném (n®™), ale menej ako fubovolns exponencilna
funkcia (2("). Existuje polynomislny algoritmus? Nikto nevie, hoci odbornici
odhaduju, ze skor asi nie. Zaujimavé je, ze existuje kvantovy algoritmus, ktory
faktorizuje v ¢ase O(n?), kde n je pocet cifier N. Zatial nevieme, ¢i sa kvan-
tové poéitace daji redlne fyzicky zostrojif, ale je mozné, 7e v budiicnosti sa
faktorizacia bude dat prakticky riegit.

(/3 (1g n)*/%)

Ukazuje sa, ze dokdzat, Ze nejaky problém je (dokézatelne) fazky je... nuz,
fazké samé o sebe... Kym na horny odhad staéf jeden algoritmus, na dolny
odhad treba vietky efektivne rieenia vyliéit.

Ukazuje sa vsak aj to, Ze relativne tspesne dokdZeme uréovat ,relativnu“
zloZitost problémov — problémy vieme porovnavaf a dokazat, Ze jeden je fazsi
(alebo aspon tak tazky) ako iny, alebo vieme dokdzat, Ze niektoré problémy
st zhruba rovnako fazké. Prelomové boli v tomto Elanky Stephena Cooka v
Zapadnom bloku a Leonida Levina vo Vychodnom bloku, ktori v roku 1971
nezavisle od seba dokdzali, Ze SAT je jeden z tych najtazsich problémov, ktoré
sa daju riesit nedeterministicky v polynomidlnom éase — teda jeden z najfazsich
problémov, ktorych rieSenie sa d4 v polynomidlnom éase overif. Rok na to
Richard Karp ukézal, Ze 21 problémov, ktoré na prvy pohlad vyzeraji velmi
odlisne (napriklad SAT, problém kliky, ofarbovanie grafu, hladanie Hamiltonov-
skej cesty, ¢ problém batohu), si v skuto¢nosti zhruba rovnako tazké. Pres-
nejsie, ak vieme jeden problém riesif v ¢ase t(n), tak aj vietky ostatné vieme
riesit v case t(n®™)), teda bud’ sa daju riesif v polynomidlnom ¢ase vietky tieto
problémy, alebo ziaden a ak na rieSenie jedného problému treba exponencidlne
vela ¢asu, tak to plati pre vsetky.

V tedrii zlozitosti sa preto snazime hladaf stivislosti medzi réznymi problémami,
zoskupovat podobne tazké problémy, kategorizovat ich do réznych tried zlozitosti
a nasledne studujeme vzfahy medzi tymito triedami.
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1.2 Triedy zlozitosti

Ak sa na vietky problémy pozrieme zdialky, to najhrubsie delenie problémov je
na rozhodnutelné (vypoécitatelné, rekurzivne) a nerozhodnutelné.

rozhodnutelné > nerozhodnutelné

Takto na prvii kopku mézeme zaradit napriklad hladanie najkratsej cesty, na
druhd problém zastavenia. Na prvi Ackermannovu funkciu, na druhd Busy
Beavera. Na prvi linedrne programovanie, na druht problém totalnosti.

Ak porozumieme tomuto zédkladnému deleniu, méZeme sa skusit na problémy
pozriet blizsie a roztriedit ich do jemnejsich kategérii. Tedria vypoéitatelnosti sa
venuje najméi nerozhodnutelnym problémom a problémom ,na hranici“ rozhod-
nutelnosti. Aj nerozhodnutelné problémy moézeme totiz d'alej delit na ,Jahsie® a
,tazsie“ — niektoré problémy si napriklad rekurzivne vyéislitelné, niektoré ani
to nie; niektoré by sa dali vypoéitat, ak by sme mali ¢iernu krabi¢ku (ordkulum)
riesiacu problém totalnosti, niektoré ani tak; niektoré problémy sa daju aspon
popisat formulou s piatimi kvantifikdtormi (a rekurzivnym predikdtom), nie-
ktoré ani tak.

My sa naopak budeme venovaf tym riesitelnym, rozhodnutelnym problémom.
Budeme sa venovat vypoétom, ktoré po koneénom pocte krokov skonéia a bude
nds zaujimat, kolko vypoctovych ,prostriedkov® spotrebujii — napriklad kolko
¢asu, kolko pamite, kolko procesorov, kolko ndhodnych bitov, kolko nedetermi-
nizmu, atd’.

Totiz, napriek tomu, Ze by sme tieto problémy teoreticky dokazali riegif, ak
by sme mali dostatok ¢asu, paméte a energie, v praxi nie vzdy dostatok casu,
¢i pamite mame a poziadavky niektorych algoritmov moézu byt astronomické.
Napriklad diagonélagpomfnanej Ackermannovej funkcie rastie tak rychlo, ze uz
a(4) = Ayy = 22 — 3 je nepredstavitelne velké &fslo. Meyer a Stockmeyer
zase ukazali problém (zistit, ¢i je formula v nejakej konkrétnej tedrii pravdiva),
kde uz na vstupy dfzky ~ 4000 bitov by sme dokdzatelne potrebovali logické
obvody s > 10'2% hradlami. Pre porovnanie, odhadovany pocet atémov v pozo-
rovatelnom vesmire je niekde medzi 107® a 1082.

V praxi nés teda najviac zaujima, ktoré problémy si ,,prakticky riesitelné“ a
ktoré nie. A je priepastny rozdiel medzi problémami, ktoré sa daju riesit v poly-
nomialnom ¢ase a tymi, ktoré sa daji riesit v exponencidlnom case! (napriklad
algoritmus, ktory bezi v ¢ase 2" trvd dvakrat tolko uz pre n o jedna vicsie,

INapriek o¢ividnym némietkam, Ze riesenie v case O(n!090000) nje je praktické a

0(1.000001™) méze byt, je uzitoéné uvazovat takéto velké a robustné triedy.
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kdezto kvadraticky algoritmus trvd dvakrat tolko pre 1.414-ndsobne velké n).

prakticky
riesitelné

P 5 EXP gnerozhodnutefné

Na jednej strane, medzi praktické riesenia by sme mohli zaradit aj efektivne
pravdepobnostné algoritmy (trieda BPP obsahuje problémy riesitelné pravde-
pobnostne v polynomidlnom ¢ase s iba velmi malou chybou). Prirodzene viak
potom vyvstdva otdzka, nakolko ndm nahodnost poméha a ¢ dokdzeme v poly-
nomialnom éase viac problémov vyriesit pravdepobnostne ako deterministicky.

Toto je otazka, ¢i P Z BPP, ktorej sa budeme venovat v VI. ¢asti.

Na druhej strane, vela zaujimavych praktickych problémov sa d4 riesit skisanim
v8etkych moznosti sice v exponencidlnom case, ale v polynomidlnom priestore
(PSPACE) a dokonca, ak by ndm niekto prezradil riesenie, vedeli by sme ho v
polynomidlnom ¢ase overit (trieda NP).

prakticky
rieditelné

P BPP 5 NP PSPACE EXP gnerozhodnutel’né

Uz v 50-tych rokoch sa logik Kurt Godel, dno, ten, ¢o dokazal, ze v matema-
tike existuji nedokazatelné tvrdania, v liste Johnovi von Neumannovi zamyslal,
aké fazké je nieco dokdzal: Ak existuje dokaz nejakého tvrdenia dlzky ¢, zjavne
ho vieme néjst v exponencidlnom ¢ase tak, Ze generujeme vietky retazce dfiky
{ a kontrolujeme, ¢i je to korektny dokaz nasho tvrdenia; nedalo by sa to vSak
v ¢ase polynomidlnom od £7 Aj toto sa d4 v zasade interpretovat ako zarodok
otézky, ¢i P = NP.

V stiéasnosti vieme dokézat, Zze P # EXP a Ze v exponencidlnom ¢ase vieme
vypoéitat viac ako v polynomialnom (dokaz v Kapitole 3). V ¢asti IV. si dokonca
ukéZeme, Ze vymyslanie stratégie, ako potiahnut v niektorych stolovych hrach,
patri medzi tie najtazsie problémy riesitelné v exponencidlnom ¢ase (a preto
nemaji polynomiélne riesenie). Okrem toho si tiez ukdzeme viaceré populdrne
hry, ktoré patria medzi tie najfazsie problémy v NP & PSPACE. Otdzka, ¢i

p L NP, dokonca ¢i P Z PSPACE je stale otvorend, napriek tomu vieme o
problémoch ,niekde medzi“ P a PSPACE vela povedat a v II. Easti rozvinieme
zovieobecnenie nedeterminizmu, vdaka ktorému vieme tento terén presnejsie
zmapovat.

V III. Gasti sa zameriame na ,Jahké“ problémy riesitelné v polynomidlnom
¢ase a pozrieme sa na to, aké problémy sa daju riesit este efektivnejsie — velmi
rychlo paralelne alebo s velmi malou paméfou (a ktoré sa naopak nedajii). V
piatej casti sa zase vratime k logike — koliske informatiky. Ako dokazali Church
a Turing, neexistuje algoritmus (ktory vzdy skonéi) a rozhodne, ¢i je nejaké
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matematické tvrdenie pravdivé (tzv. Entscheidungsproblem). Napriek tomu, pre
niektoré obmedzenejsie logiky taky algoritmus existuje. Pozor, spoiler, takymto
algoritmom to bude vi¢ginou trvat astronomicky — hoci koneény — ¢as.

Na rozmyslenie

e Stretli ste sa uz s nejakymi dolnymi odhadmi? Dajte priklad.

e Poznite nejaké NP-tiplné problémy? Co PSPACE-tiplné? Alebo EXP-tiplné?
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Kapitola 2

Vypoctové modely a miery
zlozitosti

Téato kapitola sa d4 zhrnit v jednom obrézku:

ALL
REC

EXP

PSPACE = NPSPACE

P /poly

coNP NP

Obr. 2.1: Zakladné zloZitostné triedy a vzfahy medzi nimi.

15



16 Kapitola 2. Vypoctové modely a miery zloZitost:

2.1 Turingove stroje a RAM

V tejto knihe n4s bude zaujimat ¢asové a pamitova zlozitost algoritmov, tzn.
pocet krokov vypoétu nejakého stroja a pamiit, ktort pri tom zaberie. Na mieste
su teda otazky

e Aky model budeme pouzivat?
e Zalezi na tom?
e Ak ano, do akej miery?

Podme pekne po poriadku: Standardny teoreticky model, ktory budeme
pouzivaf je Turingov stroj (skratene TS) s jednou read-only pdskou, na ktore;
je vstup, k pracovnymi paskami (kde k je Tubovolne velk4 konstanta) a pripadne
jednou write-only paskou na vystup.

Definicia 2.1 (DTIME, DSPACE). Nech f : N — N je funkcia. Definujeme

DTIME(f(n)) ako triedu jazykov rozhodnutelnijch na Turingovom stroji v case

O(f(n)) a DSPACE(f(n)) ako triedu jazykov rozhodnutelnygch v pamdti O(f(n)).
Specidlne najzndmejsie triedy, ktoré budeme Studovat si

e L = DSPACE(logn) — logaritmicky priestor,

e P ={J, DTIME(n*) - polynomidlny ¢as,

e PSPACE = J, DSPACE(n*) - polynomidlny priestor,
e EXP = J, DTIME(2"") - exponencidiny cas.

Zrejme vypocty v Case t(n) zaberaji najviac O(t(n)) paméite a na druhej
strane vypocty, ¢o zaberaji s(n) pamiite moézu bezat najviac 20(s(M) krokov
(potom sa konfigurdcie zopakujui a stroj sa zacykli). Konkrétne z toho vyplyva,
ze

L C P C PSPACE C EXP.

St tieto inkluzie striktné? Plati L € P € PSPACE C EXP? Dobra otazka.
Verime, Ze 4no, ale v sticasnosti to nevieme dokézat.

Invariancia

Zélezi na modeli? Jednoznaé¢ne ano.

Napriklad ak potrebujeme sé¢itat par éisiel, je rozdiel, & pouzijeme model
ako RAM, kde sc¢itanie trvé konStantny ¢as alebo Turingov stroj, kde sc¢itanie
musime pracne simulovat. Ak chceme zotriedit n prvkov, je rozdiel, & to bu-
deme robit v porovnavacom modeli (a potrebujeme aspori (nlogn) porovnani),
alebo mozeme pouzif radix sort. Ak napriklad chceme skontrolovat, & je dané
slovo palindrém, je rozdiel, ¢i pouzijeme Turingov stroj s dvoma hlavami alebo
len s jedinou — s dvoma hlavami to ide jednoducho v linedrnom case, jedind
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TS s 1 hlavou RAM s jednotkovou cenou

O(tQ) O(t3)

o(t?
TS s k hlavami <(—) RAM s log cenou

O(tlogt)
Aw o<:m

TS s 2 hlavami RAC

Obr. 2.2: Vzijomné simulécie jednotlivych modelov. Sipka A M B znamena,
7e vypocet A v Case t sa d4 simulovat v modeli B v ¢ase f(t).

hlava musi pri porovndvani pismen lietat hore-dole zo strany na stranu (a d4 sa
dokdzat, ze lepsie ako v kvadratickom ¢ase sa to ned4).

Na druhej strane, zalezi, aké jemné rozdiely nas zaujimaji. Napriklad v tedrii
vypoéitatelnosti sa ukazuje, Ze ak chceme iba rozdelif problémy na rozhod-
nutelné a nerozhodnutelné, na modeli az tak nezalezi: Je jedno, & pouZijeme
Turingove stroje, A-kalkulus, & p-rekurzivne funkcie. Je jedno, ¢i pouzijeme
super-rychly paralelny RAM, alebo superpomaly stroj s dvoma pocitadlami. Je
jedno, ¢i vyuzijeme nedeterminizmus. Vsetky tieto (Turingovsky iplné) stroje
definuju tie isté triedy rozhodnutelnych a nerozhodnutelnych problémov. Dokaz:
jednotlivé modely sa vedia navzdjom simulovat.

A podobne to je aj pri ,velkych“ robustnych triedach ako L, P, PSPACE,
EXP, spominanych vyssie. Na modeli sice zalezi, ale nie az tak, pretoze ,roz-
umné“ modely sa vedia navzajom efektivne simulovat (pozri obr. 2.2):

Téza o invariancii 1. Existuje standardnd trieda modelov, ktord okrem ingjch
obsahuje rézne varianty Turingovych strojov, rézne varianty RAM s logaritmic-
kou mierou, ¢i RAM s O(logn)-bitovgmi registrami. Stroje z tejto triedy sa vedia
navzdjom simulovat, pricom vipoéet v case t(n) a pamiti s(n) sa dd simuloval
v polynomidlnom case O(t(n)*) s len o konstantnu horsou pamditou O(s(n)).

Triedy ako L, P, PSPACE, ¢i EXP su pre tieto modely rovnaké.
V RAM modeli mézeme uvazovat napr. stroj s neobmedzenymi registrami
Xo, X1, X2, ..., a instrukciami:

instrukcia cena
X; + ¢ (kde ¢ je konstanta) 1
Xi(—onXk, kdeOE{—f—,—,/\,\/,ﬁ} E(Xj)—f'é(Xk)
Xi%XXWXXj(—Xi E(Xj)—‘rf(Xxj)
if X; >0 goto m 0(X5)
nacita] j-ty znak vstupu do X; £(vstup)
vypis X; na vystup 0(X5)
HALT/ACCEPT/REJECT 1

Casovii zlozitost definujeme ako sticet cien £(n) jednotlivych instrukcii.
Alternativou k RAMu je tzv. RAC model, kde priddme navySe aritmetické
instrukcie *, /, %, ale obmedzime velkost registrov na [klogn] bitov pre ne-
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jaké konstantné k (vysledok =, * bude modulo 2[¥1°8"1) Vgetky operécie maji
jednotkovu cenu.

Jediné, na ¢o si treba dat pozor, ked definujeme model podobny RAMu,
je, aby sme nemali mali (jednotkovil) cenu a zéroven prilis silné instrukcie
(napr. nésobenie) a zdroven registre neobmedzenej velkosti. Pomocou k ndsoben{
totiz vieme vytvorit &fslo 22 (kedze 22" x 22" = 22"+2" = 22"} ktoré m4 az
exponencialny pocet bitov. Spolu s d'alsfmi bitovymi operdciami (AND, OR,
shift) by sme tak dostali prili§ silny model, ktory zvladne riesit tlohy rychlo
vd’aka bitovému paralelizmu.

2.2 Nedeterminizmus

Nedeterministicky Turingov stroj (NTS) moZe mat pocas vypoétu v danej situdcii
viacero moznosti ako pokracovat (pre dané stavy hlav a nacitané znaky je v d-
funkcii viacero moznych krokov). Namiesto jedného vypoctu tak dostaneme cely
strom moznych vypoctov a hovorime, Ze stroj akceptuje vstupné slovo, ak je
aspon jeden vypocet akceptacny.

Definicia 2.2 (NTIME, NSPACE). Nech f : N — N je funkcia. Definu-
jeme NTIME(f(n)) ako triedu jazykov rozhodnutelngch na nedeterministickom
Turingovom stroji v ¢ase O(f(n)) a NSPACE(f(n)) ako triedu jazykov rozhod-
nutelngjch v pamiti O(f(n)). Presnejsie, budeme pouZivat tzv. slabi definiciu:
staci, ak pre kazdé slovo, ktoré patri do jazyka, existuje aspon jeden viypocet v
éase/pamdti O(f(n)).

Specidlne najzndmejsie triedy, ktoré budeme Studovat si

e NL = NSPACE(logn) — logaritmicky priestor,
e NP = J, NTIME(n*) - polynomidlny ¢as,
e NEXP =J, NTIME(2"k) — exponencidlny cas.

Zrejme DTIME(t(n)) € NTIME(t(n)) C DSPACE(t(n)) a NSPACE(s(n)) C
DTIME(20G(") takze

L C NL C P C NP C PSPACE C EXP C NEXP C EXPSPACE.

Su tieto inklizie vlastné? Velmi dobra otdzka. Asi 4no, ale nevieme to dokdzat.
Existuje viak druh4 moznost:

Certifikaty

Namiesto stroja, ktory sa nedeterministicky rozhoduje, zapisme tieto rozhodnu-

tia na pasku (read-only, ¢itatelni iba zlava doprava). Na zaklade tejto pasky uz

vieme vypocet robit deterministicky, takZe to, e existuje nejaky nedeterminis-

ticky vypocet, je ekvivalentné tvrdeniu, Ze existuje postupnost rozhodnuti.
Napriklad triedu NP vieme ekvivalentne definovat:
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L € NP, ak existuje polynomialny deterministicky TS M a polyném
p také, ze v € L <= Fu € {0,1}70=D . M(x,u) = 1.

Inymi slovami, problémy v NP su tie, ktoré maju rieSenia polynomialnej dfzky,
ktoré sa daji v polynomidlnom &ase overit.

Triedu coNP tvoria komplementy problémov v NP. Ekvivalentne, L € coNP,
ak * € L <= Vu : M(z,u) = 1, kde v mé polynomidlnu dizku a M bezi v
polynomialnom case.

Operatory
Vo vseobecnosti mozeme definovat mnozinu certifikdtov (svedkov)
W(p, L) = {y € {0,1}?“D | aty € L}.
a pre ubovolnu triedu jazykov C operatory 3, V a co:
Le3d-C «— 3'eC:zcL |Wnk L z)|>0

LevV.C < 3eC:izel e |[Whk L, ) =2""
Lec-C «— L%¢cC

Potom
NP = 3P
coNP = co-NP=co-3-P=V-P
vo vseobecnosti co-3-C = V-Caco-V-C=3-C.

Nedeterministicky priestor

Zatialco o nedeterministickom ¢ase aZ tak vela nevieme (nevieme, ¢i P C NP,
nevieme, ¢i NP # coNP), o nedeterministickom priestore vieme dve zakladné
prekvapivé veci:
e nedeterministicky priestor s(n) vieme simulovat deterministicky v s(n)2,
e nedeterministicky priestor je uzavrety na komplement.

Veta 2.1 (Savitch (1970)). Nech logn < s(n) je pdskovo konstruovatelnd,

potom,
NSPACE(s(n)) € DSPACE(s(n)?).

Takze naprikiad PSPACE = NPSPACE = coNPSPACE.

B Dé6kaz. Nech M je NTS; chceme otestovat, & sa M dostane z konfiguracie
C) do Cy na k krokov (zo zaciatoénej do lubovolnej akceptacnej na ¢*(™ krokov).
Ak Cy = Cs alebo Cy F Cy na 1 krok, dno; v opacnom pripade, ak k < 1, tak
nie; a ak k > 2, vysktuSame vsetky mozné prostredné konfiguricie C' a rekurzivne
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otestujeme, ¢i sa M dostane z C; do C na |k/2]| az C do Cs na [k/2] krokov.
0

S nasledujticou vetou sa ¢itatel mozno stretol na Formdlnych jazykoch a
automatoch v tvare, ze kontextové jazyky si uzavreté na komplement. Kon-
textové jazyky su vSak prave jazyky akceptované nedeterministickym linedrne
ohraniGenym automatom, ¢o je trieda NSPACE(n). Tento dokaz sa d4 zovseobecnit
pre s(n) > logn:

Veta 2.2 (Immerman (1988), Szelepcsényi (1988)). Nedeterministicky
priestor je uzavrety na komplement: NSPACE(s(n)) = coNSPACE(s(n)) pre
s(n) > logn. Specidlne NL = coNL a kontextové jazyky si uzavreté na kom-
plement.

2.3 Booleovské obvody

Booleovské obvody st velmi prirodzeny matematicky model pre digitdlne elek-
tronické obvody, z ktorych su poskladané mikroc¢ipy v nasich pocitacoch. Priklady
takychto obvodov vidime na obrazku 2.3.

Definicia 2.3 (BO). Booleouvskyj obvod C' je acyklicky orientovany graf; vrcholy,
do ktorych nejde hrana voldme vstupné, ostatné vrcholy su hradld oznacené A, V,
alebo =, niektoré vrcholy st oznacené ako vijstupné. Tradicne budeme vyZadovat,
Ze hradld N a V maji dva vstupy, hradlo — jeden. V booleovskych obvodoch s
neobmedzenym stupriom mozu mat hradld A a V lubovolne vela vstupov. Hodnota
obvodu C(x) sa vypoéita prirodzengm sposobom — vstupnygm hradldm sa priradia
hodnoty, postupne sa aplikuji jednotlivé hradld a vypocitaji vystupné hodnoty.

Tak ako pre Turingove stroje néds zaujimali ¢as a priestor, pre booleovské
obvody nés budd zaujimat najmé dve miery zloZitosti:

e velkost — pocet hradiel obvodu, znaéime |C| a
e hibka — dizka najdlhsej cesty medzi vstupnym a vystupnym hradlom.

Velkost stvis{ s ¢asom, za ktory by sme obvod vyhodnocovali sekvenéne, po
jednotlivych hradlach, respektive s celkovou pracou, ak by sme obvod vyhod-
nocovali paralelne. Hibka stvisf s ¢asom, za ktory moézeme obvod vyhodnotit
paralelne.

Vsimnite si, ze jeden konkrétny obvod ma fixny pocet vstupov. Takto napriklad
mozeme Studovat problém séitania 32-bitovych éisel. Ak vSak chceme model,

ktory funguje pre lubovolnt velkost vstupu, budeme uvazovat postupnost Cy, C1, Co, . ..

obvodov, pricom C,, je obvod, ktory funguje na n-bitovych vstupoch.

Navyse navrhované obvody Cy,C1,Cs, ... vacSinou nie si uplne nadhodné,
yhala-bala“, ale nasleduji podla nejakého vzoru, schémy. Napriklad na obr. 2.3¢
je zobrazena schéma obvodu, ktory s¢ita dve n-bitové cisla. Vo vSeobecnosti
hovorime, #e postupnost obvodov je uniformnd, ak pre dané n vieme efektivne
zostrojit obvod C,,. Konkrétne
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T T2 T3 T4

@ W ® W
) W
S

(a) Najmensi obvod (ak povolime hradlo XOR (&) a ekvivalenciu (=)), ktory testuje,
¢i je pocet bitov delitelny tromi, teda & z1 + 22 + 23 + 24 = 0 (mod 3).

A —
XOR
D —
Cin
» Cout
AND

(b) Uplné 1-bitova scitacka; hodnota S je sicet A+ B+ Cin (mod 2) = A® B ® Cin,
Cout =(A+ B+ Cin >2)=Cin AN(A® B)V (AA B) je prenos do vyssieho rddu.

(7]

I
Cn 3 Cy €y [
«— Full Adder | <¢——== » «— Full Adder — Full Adder Full Adder j-—

; ' v v

& 5 3
Sni 2 1 S0

(c) Séftanie n-bitovych &isel sa d4 potom poskladat z 1-bitovych séitaciek.

Obr. 2.3: Priklady booleovskych obvodov.

Definicia 2.4 (Logspace uniformnost). Hovorime, Ze postupnost obvodov
{Ch}nen je logspace uniformnd, ak pre dané n (resp. slovo 1) vieme vypocital
popis Cyp, s pouzitim logaritmickej pamdte. (Z toho mimochodom vyplyva, Ze
obvod C,, je polynomidlne velky od m. Pre vicsie obvody treba wvazovat iné
definicie uniformnosti.)

Veta 2.3. Trieda jazykov rozhodovand logspace uniformnymi obvodmi je prdve
trieda P.

B Do6kaz. Prenechavame &itatelovi. O
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2.4 Paralelizmus

Ako sme naznacili vyssie, dobry model pre stidium paralelizmu si obvody.
Praktickejsi na programovanie je vSak model PRAM (paralelny RAM), ktory sa
skladd z p(n) procesorov (definovanych ako RAM s jednotkovou cenou vyssie)
a zo zdielanej pamite — registrov Go, Gy, . ... Navyse kazdy procesor mé svoje
lokélne registre X; 9, X; 1, . . .; i-ty procesor md svoj identifikdtor ¢ € {1,...,p(n)}
ulozeny v Specidlnom registri pid a kazdy procesor poznd hodnotu p(n).
Procesory st synchronizované, za¢nd naraz a v kazdom kroku vykonaji bud
lokdlnu operédciu (ako v modeli RAM), alebo zépis alebo ¢itanie z globdlnej
pamiite. Podla pristupu ku globélnej pamiiti potom rozlisujeme varianty:

e CRCW (concurrent read, concurrent write) — viacero procesorov méze
¢itat z aj zapisovat do toho istého registra; naéita sa hodnota pred zme-
nou, zapiSe sa jedna z hodnét (v modeli PRIORITY CRCW sa zapise
hodnota procesoru s najmensim id, v modeli ARBITRARY CRCW sa vy-
berie niektord a programator nemé kontrolu nad tym, ktord a v modeli
COMMON CRCW musia byt vsetky hodnoty zapisované v jednom kroku
do jedného registra rovnaké, v opa¢nom pripade je vypocet nedefinovany).

e CREW (concurrent read, exclusive write) — viacero procesorov méze &itat,
zapisovat moze len jeden

e EREW (exclusive read, exclusive write) — Zziadne dva procesory nemozu
¢itat alebo zapisovat do toho istého registra.

Vyssie sme spominali, ze ak sekvenénému RAMu priddme nasobenie, po-
volime neobmedzené registre a napriek tomu budeme uvazovat jednotkovi cenu
instrukcii, dostaneme silny paralelny model.

Podobne ako pri sekvencnych, aj pri paralelnych vypoctoch teda vyvstava
otazka, aky model zvolif a do akej miery na tom zalez. Aj v tomto pripade
existuje velkd trieda modelov, ktoré sa dokazu navzdjom efektivne simulovat
(¢as je polynomidlny od ¢asu simulovaného vypoctu, ¢asto dokonca nanajvys
logaritmicky faktor navyse). Konkrétne (pozri obr. 2.4) napriklad:

e Hradlo s n vstupmi sa d4 simulovat obvodom s bindrnymi hradlami v tvare
bindrneho stromu hfbky logn a velkosti n — 1. Obvody s neobmedzenym
stupiiom velkosti s(n) a hibky d(n) sa takto daji simulovat obvodmi s ob-
medzenym stupiiom hibky d(n)log s(n) (v pripade polynomidlnej velkosti
to je faktor O(logn) navyse) a velkosti O(s(n)?).

e Pre CRCW PRAM s p(n) procesormi beziaci v Case t(n) existuje ekvi-

valentné postupnost obvodov s neobmedzengm stupiiom hibky O(t(n)) a
velkosti O(poly(p(n),t(n),n)) (Stockmeyer a Vishkin, 1984).

e Jeden krok CRCW PRAM s p procesormi sa d4 simulovat na EREW
PRAM v O(logp) krokoch. Teda vypocet CRCW PRAM v case t(n) na
p(n) procesoroch sa dd simulovat v ¢ase O(t(n)logp(n)) na EREW PRAM
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s p(n) procesormi (v pripade polynomidlneho poétu procesorov to je faktor
log n navyse).

e Logspace uniformné obvody hibky d(n) a velkosti s(n) vieme simulovat na
CRCW PRAM v case O(d(n) + log s(n)) a poly(s(n)) procesormi (z toho
log s(n) trva vygenerovat a dekédovat booleovsky obvod a d(n) samotnd
simuldcia) (Stockmeyer a Vishkin, 1984).

e _Dostatotne uniformné“ obvody s obmedzenym stupnom hfbky d(n) a
velkosti s(n) sa daju akceptovat na RAM[x] resp. RAM[<<, >>] (t.j.
sekvenény RAM s jednotkovou cenou, kde priddme nasobenie, resp. bitovy
posun vpravo a vlavo) v ¢ase O(d(n) + logs(n)loglogs(n)). (Trahan a
spol., 1992).

e Pre t(n) > logn jazyk akceptovany na PRAM s p(n) procesormi v ¢ase
t(n) sa dd akceptovat na RAM[+] v ¢ase O(t(n)logp(n)t(n)) (Trahan a
spol., 1992).

e RAM][*], dokonca PRAM][*] st velmi silné modely — vieme ich simulovaf
na PRAM v éase t2/logt(n), ale len s pouzitim exponencidlneho poétu
Procesorov.

t ly(p,t,
BO s neobm. [ polute n)‘ CRCW-PRAM

dlogs / s2 hradlami d+logs / poly(s)
/ T tlogp / p

Booleovské obvody

EREW-PRAM

d + log s log log
tlog pt

RAM][*]

(jednotkova cena, neobmedzené registre, ndsobenie)

Obr. 2.4: Vzgjomné simulécie paralelnych modelov. Sipka A M B znamens3,
7e vypodet A sa d4 simulovat v modeli B, pricom f je hibka obvodu alebo
paralelny ¢as a g je velkost obvodu alebo pocet procesorov; pre obvody je d
hibka a s velkost obvodu, pre PRAM je ¢ ¢as a p pocet procesorov.

Téza o paralelnych vypoctoch 1. Cas na ,rozumnom® paralelnom modeli
a priestor na ,rozumnom® sekvenénom modeli st zhruba ekvivalentné (aZ na
polynomidlny faktor). Specidlne problémy riesitelné paralelne v polynomidlnom
¢ase st prdave tie rieditelné sekvencne v polynomidlnom priestore.

V druhej ¢asti si ukdZeme d'alsi model pre paralelné vypoéty: alternujiice
Turingove stroje.
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2.5 Neuniformnost

Ak z definicie booleovskych obvodov vypustime podmienku, ze n-ty obvod vieme
efektivne zostrojit, ostane ndm jednoduchsi, zato ovela silnejsi neuniformny mo-

del.

Definicia 2.5 (SIZE). Definujeme SIZE(s(n)) ako triedu vsetkych jazykov L,
pre ktoré existuje postupnost obvodov {Cy,} velkosti s(n) takd, Ze pre kazdé x €
{0,1}* jex € L <= Cjp(x) = 1.

Takdto neuniformnost je velmi silnd vec — vSimnite si, ze SIZE(O(n2™)) ob-
sahuje vsetky — aj nerozhodnutelné — jazyky. Staéi totiz pre kazdé n do obvodu
,zadratovat“ pravdivostni tabulku funkcie [z € L]:

Gy =\ (/\ wn m)— A (\/ .y \/x>

|z|=n,z€L 1:z;=1 1:2;=0 |z|:n,z¢L 1:z;=1 i:1z; =

Ak sa obmedzime na polynomidlne velké obvody, dostaneme tzv. triedu
P /poly:

Definicia 2.6 (P/poly). P/poly = |, SIZE(n*) je trieda jazykov rozhodo-
vangjch neuniformnymi obvodmi polynomidlne; velkosti.

Zjavne P C P/poly. Navyse tdto inklizia je ostrd, kedze P/poly obsahuje
nerozhodnutelné jazyky. Staci totiz zobrat vas oblibeny nerozhodnutelny jazyk
(napriklad problém totélnosti) a zakédovat ho undrne, nad jednopismenovou
abecedou (definujeme L C {1}*, 1" € L préave vtedy, ked n-ty Turingov stroj
zastavi na kazdom vstupe). Takéto jazyky su tiez nerozhodnutelné, avsak vietky
undrne jazyky patria do P/poly — odpoved pre kazdé n jednoducho zadritujeme
do obvodu. Vysledkom bude postupnost trividlnych obvodov Cy, Cy, Cs, . . ., kde
C,, jednoducho povie A/NO7 ak 1" € L a NIE, ak 1" ¢ L. Této postupnost sa,
samozrejme, pre nerozhodnutelné jazyky neda efektivne zostrojit, ale existovat
existuje.

Turingove stroje s radou

Iny spdsob, ako mézeme definovat neuniformné modely: Predstavme si, ze Tu-
ringov stroj dostane okrem vstupu dfiky n aj radu a,, (tdto rada je rovnakd
pre vSetky vstupy diZky n). Model je teda 3pecifikovany jednak programom M
a jednak postupnostou rad ag, o1, aa, ... a stroj akceptuje vstupné slovo z, ak
M($,a|m|) =1.

Ozna¢me DTIME(¢(n))/a(n) triedu jazykov rozhodnutelnych v ¢ase t(n) s
radou dlzky a(n). Potom plati:

Veta 2.4. P/poly = |, 4 DTIME(n*)/n?, teda neuniformné polynomidlne ob-
vody st ekvivalentné polynomidlnym Turingovym strojom s polynomidlnou ra-
dou.
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(a) Graf Pr[H = k]. Pravdepodobnost, ze (b) Graf Pr[H > k]. Pravdepodobnost,
padne k£ hlav ma binomidlnu distribiciu. Ze padne > k hlav klesd exponencidlne
rychlo.

Obr. 2.5: Mincu, kde hlava padé s pravdepodobnostou 40% hodime 1000-krat.
V priemere padne priblizne 400 hldv. Ak4 je pravdepodobnost, Ze padne aspon
500 hlav? Velmi mald. Uz pre 430 hlav je pravdepodobnost menej ako 2.9%.

B Dékaz. Radu vieme ,zadritovat“ do neuniformného obvodu a naopak, Tu-
ringov stroj moze simulovat obvod, ktory mu posunieme ako radu. O

2.6 Nahodnost

Definicia 2.7. Pravdepodobnostny Turingov stroj (PTS) definujeme podobne
ako nedeterministicky TS, s tym rozdielom, Ze PTS md v kazdom kroku na vyber
najviac dva prechody (16(q,a)| < 2) a v pripade dvoch moznosti si hodi mincou a
vyberie ndhodne. To znamend, Ze ten isty PTS M na tom istom vstupe x moze
niekedy akceptovat a niekedy odmicetat. Md zmysel bavit sa o pravdepodobnosti,
Ze M akceptuje x.

Definicia 2.8 (BPP). BPP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje PTS M
beziaci v polynomidlnom case, ktory slovd v jazyku L akceptuje s pravdepodob-
nostou aspon 2/3 a slovd mimo jazyka akceptuje s pravdepodobnostou najviac
1/3 (a odmieta s pravdepodobnostou aspori 2/3). Hovorime, e M akceptuje L
s chybou € < 1/2, ak Pr.[M(z) # L(z)] < e (kde jazyk L chdpeme ako funkciu
2 ¥* — {0,1}). BPP-jazyky st tie, ktoré vieme akceptovat polynomidlnym PTS
s chybou najviac 1/3.

Volba konstanty 1/3 je viac-menej arbitrdrna a ¢okolvek menej ako 1/2 by
bolo rovnako dobré. Dokonca by staéila pravdepodobnost chyby aspoi nezaned-
batelne mensia ako polovica: 1/2 — 1/poly(n) — opakovanim totiz vieme chybo-
vost exponencidlne znizit:

Veta 2.5. Nech L je jazyk a M polynomidlny Turingov stroj taky, Ze Pr.[M (x,r) #
L(z)] < 1/2 = 1/n°. Potom L € BPP a existuje polynomidlny TS M’ taky, Ze
Pr,[M(z,r) # L(z)] < 1/2"".
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B Dékaz. Stadi vypocet viackrat zopakovat a vybraf si td ¢astejsiu odpoved.
Oznaéme p = 1/2 —1/n¢ pravdepodobnost chyby a ¢ = 1 — p. Ak4 je pravdepo-
dobnost, Ze sa pomylime v aspoit polovici pripadov? To je rovnaké tiloha, ako
ked mame falosni mincu, kde hlava pada s pravdepodobnostou p, hodime ju
t-krat a chceme vediet, s akou pravdepodobnostou padne aspon polovica hliv
(pozri obrazok 2.5).

Pravdepodobnost, Ze sa pri 2t opakovaniach pomylime préve i-krat (hodime
préve i hldv) m4 binomidlnu distribiciu (*)pig®*~, pricom pig®~" < pl¢t.
Pravedepodobnost, Ze sa pomylime aspon t-krat je najviac

i (2:) (pq)" < 2% x (pq)' = (4pq)" = (1 - n21/4>t.

i=t

Pre t = n2¢/4 dostdvame pravdepodobnost (1 — 1/t)! < 1/e. Pre t este n*-krat
viicsie bude pravdepodobnost omylu exponencidlne mald: (1—1/ t)txnlc <1/ e’

Alternativny dokaz je s pouzitim Cernofovej nerovnosti (pozri sekciu A.3):
Pre t = n?°t* je ocakévany pocet hlav n2¢t* /2 —nctF Ak4 je pravdepodobnost,
7ze to bude aspon (1 4 §)-ndsobok pre § = 2/n°?

Pr[X > (14 6)p] < e H0°/3 = ¢=0(*TH)/6(n)* _ —6(n"), -

Specidlne pripady pravdepodobnostnych algoritmov si tie, ktoré sa mylia
iba na jednu stranu (RP a coRP) a tie, ktoré sa nemylia vobec (ZPP).

Definicia 2.9 (RP, coRP, ZPP). RP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje
PTS M beziaci v polynomidlnom c¢ase (PPTS), ktory akceptuge slovd v jazyku L s
pravdepodobnostou aspori 1/2 a slovd mimo jazyka vidy odmietne. (To znamend,
e ak M povie ANO, odpoved’ je spravna. Ak povie NIE, méze sa mylit.)

Naopak, pri coRP existuje PPTS M, ktory slovd z L vidy akceptuje a slovd
mimo odmietne s pravdepodobnostou aspor 1/2.

ZPP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje PPTS M, ktory odpovie vidy
sprdvne, alebo povie NEVIEM, pric¢om pravdepodobnost, Ze odpovie NEVIEM je
nagviac 1/2. (ZPP algoritmy sa prezyvaji tieZ Las Vegas algoritmy.)

Zopér trividlnych inklizi{ a rovnosti, ktoré prenechdvame ako cviéenie ¢itatelovi:
Veta 2.6. Plati:

e P C ZPP C RPUcoRP C BPP C PSPACE,

e coRP = co - RP, teda v coRP si doplnky jazykov v RP,

e RP C NP, coRP C coNP,

e ZPP = RPN coRP,

o ZPP je trieda jazykov, pre ktoré existuje PTS M, ktory dd vidy sprdvnu
odpoved’ a pre kazdy vstup je ocakdvand casovd zloZitost polynomidina.
(To znamend, Ze s malou pravdepodobnostou méze vypocet trvat aj ovela
dlhsie, ale v priemere cez vietky hody mincou je polynomidlny.)
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Certifikaty

Tak ako sme nedeterministické rozhodnutia zapisali na Specidlnu pasku a triedu
sme NP definovali cez overovanie certifikidtov, mozeme aj ndhodné bity napisat
na $pecialnu pasku a definovat BPP cez certifikdty:

Definicia 2.10 (BPP). BPP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje determi-
nisticky TS M pracugici v polynomidlnom case taky, Ze pre ndhodné r (poly-
nomidlnej velkosti),

e akx €L, tak Pr.[M(z,r)=1] >2/3 a
e akx ¢ L, tak Pr.[M(z,r) =1] <1/3.

Definicia 2.11 (RP, coRP). RP je trieda jazykov L, pre ktoré existuje de-
terministicky TS M pracujici v polynomidlnom case taky, Ze pre ndhodné r
(polynomidlnej velkosti),

o akx € L, tak Pr,[M(x,r)=1]>1/2 a

o akx ¢ L, tak Pr,[M(z,r)=1] =0.

Operatory
Vo vieobecnosti moZeme definovat operdtory R a BP:
LER-C «— 3l'eC:zecL—|Wh" L z)|> %-Z‘zlk
ANz ¢ L— |Wnk L z)=0
LEBP-C < 3L eC:zel— Wk L )| >2. 21"
ANe ¢ L— Wk L)<t glel®

Plati: RP=R-P, BPP =BP - P.

Dobra rada je viac ako nahoda

Predpoklada sa, ze BPP = P, tzn. kazdy pravdepodobnostny TS vieme ,deran-
domizovat®, pridom zlozitost sa nezhorsi viac ako polynomidlne. Zatial je vsak
otdzka P = BPP otvoreny problém (pozri ¢ast VI).

To, ¢o vieme dokazaf bezpodmieneéne je, ze neuniformnost je silnejsia ako
nahodné bity:

Veta 2.7 (Adleman (1978)). BPP C P/poly.
B Dokaz. Majme BPP stroj M, ktory sa na n-bitovom vstupe pomyli s prav-

depodobnostou najviac 2~ ("1, Pravdepodobnost, ze sa M pomyli na aspor
jednom n-bitovom vstupe (pre ndhodny refazec) je najviac 2" - 2~ (1) = 1/2,
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Teda aspoii polovica ndhodnych retazcov je taks, ze M sa nepomyli na Ziadnom
vstupe — lubovolny z nich moézeme zobraf ako radu pre M. O

Téato veta méa aj praktické dosledky. Vezmime napriklad také testovanie
prvoéiselnosti. Hoci v siéasnosti uz vieme rozoznavat prvoéisla deterministicky
v polynomidlnom ¢ase, omnoho rychlejsie su pravdepodobnostné algoritmy. Tie
viak s malou radou (pre dani velkost vstupu) dokdZeme derandomizovat.

Miller-Rabinov test prvociselnosti (Rabin, 1980) funguje nasledovne:

1. Zapiseme n—1 v tvare 2°d, kde d je neparne. Zvolime ndhodné 0 < a < n,
tzv. bdzu.

2. Ak a? = 1 (mod n), alebo pre nejaké 0 < k < sje a2 d = a(m=D/2""" = _1
(mod n), n je asi prvocislo. V opatnom pripade je n zarucene zlozené.

Test je zalozeny na dvoch vlastnostiach prvocisel:
1. Mala Fermatova veta: a?~* = 1 (mod p),
2. Z, je pole, takze 22 = 1 (mod p) m4 2 riesenia: +1.

Ak najskor umocnime a? a potom s-krat na druhi, na koniec by sme mali dostat
a"~! = 1. Jednotku viak mozeme dostat iba tak, ze uz od zaciatku (a?) boli
samé jednotky, alebo pred prvou jednotkou bola —1.

D4 sa dokazat, ze ak je n zloZené, tymto testom prejde len pre §tvrtinu a-
¢ok. Ak bdzu vyberieme ndhodne, prevdepodobnost omylu je < 1/4; ak test
zopakujeme k-krat s roznymi ndhodnymi a-ékami, pravdepodobnost sa zmensi
na < 1/4".

Ak by sme testovali len m-bitové &isla, tak podla Adlemanovej vety existuje
konkrétnych m/2 béz, ktoré staci vyskisat. To je viak len horny odhad.

e Pre n < 1050535501 (menej ako zhruba miliardu) staci vyskusat dve
bazy: 336 781006 125 a 9639812373923 155 (Izykowski a Panasiuk)

e Ak chceme otestovat 32-bitové &isla, staci overit bazy a € {2,7,61} (Ja-
eschke) a

e pre 64-bitové ¢isla staci overit bazy {2,325,9375,28178,450775, 9780504,
1795265022} (Sinclair).

e ak za a vyskuSame prvych 13 prvoéisel, dostaneme spravnu odpoved pre
n < 3317044064679 887385961981 (zhruba 24-ciferné ¢isla; Sorenson a
Webster).

[jlohy

e Ako by ste definovali nedeterministicky RAM model?
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e Dokazte, ze nedeterministicky 2-paskovy TS dokdze simulovat k-paskovy
NTS len s linedrnym spomalenim, teda pre kazdy k-paskovy NTS M
beziaci v ¢ase t(n) existuje ekvivalentny 2-paskovy NTS beziaci v Case

O(t(n))-

e Silne nedeterministicky TS je NTS, ktory dava tri mozné odpovede: Ano /
NIE/NEVIEM. Hovorime, Ze takyto stroj rozozndva jazyk L, ak pre kazdé
x € L ziadny vypocet nepovie NIE a existuje vypocet, ktory povie Ano
a naopak pre vetky x ¢ L ziadny vypocet nepovie ANO, ale existuje
vypocet, ktory povie NIE. Dokézte, ze trieda jazykov, ktord rozoznava
silne NTS v polynomialnom case je NP N coNP.

e Dokézte, ze logspace uniformné obvody rozhoduju prave triedu P.

e Pri triede BPP je dolezité, Ze algoritmus dé spravnu odpoved s pravdepo-
dobnostou nezanedbatelne viésou ako 1/2. Definujme triedu PP jazykov
L, pre ktoré existuje polynomidlny PTS M taky, ze

—akz € L, tak Pr,[M(x,r) =1] >1/2 a
—ak x ¢ L, tak Pr, [M(z,r) =1] <1/2.

Dokézte, 7e tato trieda je ovela ovela silnejsia: obsahuje celé NP aj coNP.

e (Parberry, 1986) Model CRCW-PRAM s neobmedzene velkymi registrami
a operaciami +, —, X, /, mod v konstantnom ¢ase nie je realisticky. V ta-
komto modeli sa d4 vyriesit akykolvek rekurzivny problém v konstantnom
case(!), ak mame dost vela procesorov a velké registre. Skuste to dokdzaf.
(Hint: Ak je problém riesitelny v ¢ase t(n), budeme potrebovaft az 20(t(n)?
procesorov a t(n)2-bitové registre. Predpokladajme, 7ze n-bitovy vstup je
ulozeny po jednotlivych bitoch v zdielanych registroch Gy, ...,G,, v Ggy
je dizka vstupu n. Ako moze takyto PRAM vobec nacitat cely vstup v
konstantnom c¢ase?).
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Kapitola 3

Hierarchie

Je pravda, ze
e ak mame viac ¢asu, vieme riesif viac problémov?
’ . . . o v ) . ’ ?
e a ak mame viac pamite, vieme rie§it viac problémov?

Odpoved ANO je intuitivne tak jasnd a zrejmad, az ¢loveka Sokuje, Ze spravna
odpoved je NIE.
Dovodov je viac:

1. Turingove stroje s paméfou o(loglogn) (napriklad O(logloglogn)) akcep-
tujt iba reguldrne jazyky, teda pamif asymptoticky mensia ako loglogn
je ekvivalentna konstantnej paméti.

2. Tubovolny Turingov stroj s ¢asom w(n) vieme linedrne zrychlit. Napriklad
na n? krokov vieme vyriesit presne tie isté problémy ako na 100n? krokov
— 100xviac ¢asu ndm nijak nepomoze.

3. V ¢asovej (aj pamiitovej) zloZitosti dokonca existuji Tubovolne velké diery:
Existuje napriklad ¢asova zloZitost ¢(n) takd, Ze vietky problémy riesitelné
v case 21" g1 riesitelné aj v case t(n).

Pod'me si tieto tvrdenia dokazat.

3.1 Medzery v zlozitosti

Veta 3.1. DSPACE(o(loglogn)) = DSPACE(1) = REG.

B Dokaz. Bez Gjmy na vSeobecnosti uvazujme Turingov stroj M s jednou
pracovnou paskou s pamétfou s(n). Poéet vietkych konfigurdcii, kde uvazujeme
pracovnu péasku, stav a poziciu pracovnej hlavy (ale nie poziciu ¢itacej vstupnej
hlavy), je N = q- s(n) - d*™ < k5™ kde k je konstanta.

31
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Uvazujme cely vypocet stroja na vstupe x a zapiSme si zoznam konfigurécii,
ked stroj prechddza medzi i-tym a (i + 1)-vym poli€kom vstupu (jednym alebo
druhym smerom). Takiito postupnost voldme prechodové postupnost p;.

Predpokladdme, ze M vidy zastane a preto ziadna prechodové postupnost
nemdze obsahovat dve rovnaké konfigurcie v tom istom smere (opaény pripad
znamend, 7e stroj sa zacyklil). To znamend, Ze prechodovd postupnost m4 dizku
najviac 2N a pocet vSetkych moznych prechodovych postupnosti je najviac
(2N)2N < g2 pre vhodnu konstantu c.

Uvedomme si, ze ak médme dve miesta s rovnakymi prechodovymi postup-
nostami, moézeme ¢ast vstupu medzi nimi vynechat a stroj si to vobec nevsimne
(kratsf vstup akceptuje prave vtedy, ked akceptuje ten dlhsf).

Predpokladajme, ze M pouziva viac ako len konstantne vela pamite. Tzn.
pre kazdé k existuje vstup, na ktorom vypocet pouzije aspon k policok pasky.
Existuje teda nekoneénd postupnost vstupov 1, s, 3, ..., pricom z je najk-
rat$i mozny vstup, na ktorom M pouzije aspon k policok.

Na vstupe z; uvazujme prechodovi postupnost p, ktord obsahuje konfi-
gurdciu s k pouzitymi polickami. Ak je p v prvej polovici, vietky prechodové
postupnosti v druhej polovici musia byt rdzne, inak by sme éast vstupu me-
dzi nimi mohli vynechat a dostali by sme kratsi vstup na ktorom M pouzije k
policok. Podobne, ak je p v druhej polovici, potom vsetky prechodové postup-
nosti v prvej polovici musia byt rozne. Z toho vyplyva, Ze mame aspon n/2
roznych prechodovych postupnosti, ale vsetkych prechodovych postupnosti je
najviac 922°*™ 7 toho vyplyva, ze

n/2 < 927" s(n) > tloglog(n/2) pre nekonecne vela n.

Teda ak s(n) = w(1), potom nie je s(n) = o(loglogn). O

Naopak, rozmyslite si, ze jazyk

L = {#Dbing (0)#bing (1)# - - - #bing (2" — D)# | k > 0},

kde bing (z) je k-bitovy bindrny zapis ¢isla x sa d4 akceptovat v DSPACE(log logn)
a nie je regularny.

Dosledok 3.1. DSPACE(loglogn) D DSPACE(1) = REG.

Pri druhom tvrdeni treba priznat, Ze je to tak trochu podvod, alebo, jem-
nejSie povedané, artefakt nasho modelu. Vypocty Turingovych strojov totiz
vieme zrychlit (linedrne), ale je to na tikor obrovského ndrastu poctu stavov,
velkosti abecedy a d-funkcie. Mensiu konstantu v ¢asovej zloZitosti dosiahneme
tak, 7e viacero krokov ,zadratujeme®“ do é-funkcie. Treba tiez povedat, Ze vo
vela inych modeloch, vratane RAM, takéto veta neplati.

Veta 3.2 (Veta o linearnom zrychleni). Pre kaZdy deterministicky Turingov
stroj M, ktory poc¢ita v ¢ase t(n) = w(n) existuje ekvivalentny stroj M', ktory
pocita v case [t(n)/2] (pre dostatoéne velké n).
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B Niznak dékazu. Stroj M’ najskor ,skomprimuje vstup: vzdy k znakov na
vstupe zapiSe do jediného policka na extra paske (M’ m4 ovela vii¢siu abecedu;
toto zaberie 2n krokov). M’ zakazdym nacita policka, kde si hlavy + susedné
policka vpravo a vlavo (4 kroky). V tomto momente si M’ v jednom stave pamiitd
k policok okolo kazdej hlavy, takze moze odsimulovat aspoi k krokov stroja M
naraz (toto je zadratované v d-funkcii). Nésledne zapiSe zmenené policka spift
na pasku (d'alsie 4 kroky). M’ teda pracuje v case 2n + [8t(n)/k]. O

Nakoniec, aj pri tretej vete treba priznaf, Ze ide tak trochu o patolégiu
a takito funkciu ¢(n) v praxi len tak Tahko nestretnete. Ako ukdZeme v na-
sledujticej kapitole, nie je ¢asovo konstruovatelnd, tzn. samotnd hodnota ¢(n)
sa nedd vypocitat v ¢ase t(n). Ide o poucny protipriklad, ktory ukazuje, ze
poziadavka na ¢asovi (alebo paméfovi) konstruovatelnost vo vetdch o hiera-
chii naozaj potrebujeme.

Veta 3.3 (Veta o medzere). Ezistuje funkciat : N — N takd, Ze DTIME(t(n))
DTIME(24(™).

B Dé6kaz. Nech t; je asova zlozitost i-teho Turingovho stroja M;. PouZijeme

metédu diagonalizécie: funkciu ¢(n) definujeme tak, aby ziadne t; nebolo medzi

t(n) a 24" ale robfme to postupne: pri uréovani t(n) obabreme iba stroje od 1

po n, ktorych je iba koneéne vela, ale na kazdy stroj skor ¢ neskor dojde.
Konkrétne, definujeme

t(n) = najmensie m také, ze Vi <n:t;(n) <2™ =t;(n) <m

= najmensie m také, ze Vi < n:t;(n) ¢ (m,2"]

Funkciu £(n) moéZeme vypoéitat tak, Ze zatneme s m = 0 a kym existuje ¢;(n) €
(m, 2™], dosadime m <« t;(n). KedZe pre kazdé n uvazujeme len kone¢ne vela
strojov M;, funkcia je dobre definované.

Predstavme si, ze M; bezi v case t;(n) < 21", Pre vietky n > i je uz aj
masina M; zahrnutd v definicif t(n), z ktorej vyplyva, ze ak t;(n) < 2/, tak
t;(n) < t(n). Teda t;(n) = O(t(n)) a DTIME(t(n)) = DTIME(24("). O

T4to veta sa da dalej zovseobecnit: Pre Iubovolnd funkciu f : N — N,
f(z) > x existuje t(n) takd, Ze problémy riegitelné v ¢ase f(t(n)) st riesitelné v
¢ase t(n). Rovnako to platf aj pre pamitovi zloZitost a dokonca aj pre lubovolnt
abstraktni mieru zlozitosti (ktord spliia nejaké axiémy, pozri Blum (1967)).

3.2 Hierarchie

Na druhej strane, ANO, ak sa vyhneme patolégiam spominanym vyssie, vo
vieobecnosti plati, Ze ak mame viac ¢asu alebo pamite, vieme vyrieit viac
problémov. Ukazeme si, ze to plati pre deterministické aj nedeterministické
stroje a tiez pre neuniformné obvody.

Budeme pouzivat Cantorovu techniku diagonalizécie (pozri obrazok 3.2),
hoci vo viacerych pripadoch musime pridat nové finty.
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1 2 3 4 5 6 w; w2 w3 W4 W5 We
S 0 0 1 0 0 O M, O 0 1 0 0 0
S 1 0 0 1 1 1 My 1 0 0 1 1 1
S 0 0 1 1 0 0 Ms 0 0 1 1 0 0
S4 0 1 0 0 1 0 My O 1 0 0 1 0
Ss 0 0 0 1 1 1 Ms 0 0 0 1 1 1
S 0 1 0 1 0 1 Mg 0O 1 0 1 0 1
D 1 1 0 1 0 0 D 1 1 0 1 0 0

(a) Mnozin prirodzenych ¢isiel je ne-  (b) Uvazujme enumerdciu vsetkych
spocitatelne vela (|N| < |2V]). K Tubovolnej TS Mi, M2, M3, ... a vietkych slov
postupnosti mnozin Si,S2,S5s,... (jednotka  wi, w2, ws,.... Jednotka na pozicii
na pozicii (i,j) znamend, e j € S;) totiz  (4,j) v tabulke znamend, Ze w; €
vieme zostrojif mnozinu, ktord na zozname L(M;). Komplement diagonilneho
chyba: sta¢i zobrat diagondlu a znego- jazyka D = {w; | w; ¢ L(M;)} je
vat vsetky bity. Zostrojime tak mnozinu nerozhodnutelny, pretoze sa lisi od
D = {i|i¢ Si}, ktord sa lisi od vietkych kazdého rozhodnutelného jazyka.
mnozin na zozname (od S; lisi prvkom 3).

Obr. 3.2: Technika diagonalizcie.

Deterministické

Veta 3.4 (Pamétova hierarchia). Nech S je pdskovo konstruovatelnd alogn <
s(n) = o(S(n)). Potom DSPACE(s(n)) C DSPACE(S(n)).

Specidlne NL C PSPACE C EXPSPACE a DSPACE(n®) C DSPACE(n?) pre
0<a<p.

B Dokaz. Diagonalizaciou: definujeme Turingov stroj, ktory pracuje v paméti
O(S(n)) a sprava sa inak ako kazdy zo strojov s paméfou s(n). Konkrétne stroj
M obabreme na vstupe w = 1¥#(M) (dizky n). Budeme simulovaf vypocet
stroja M na vstupe w a nakoniec rozhodneme opacne ako M. Ak akceptoval, my
odmietneme a ak odmietol, my akceptujeme. Na paske si vyznacime S(n) policok
— ak by chcel M pouzit viac, mozeme skonéif s Tubovolnou odpovedou (bud
bolo prilis n malé, alebo stroj M nepracuje v pamiiti s(n), takze nds nezaujima).
Okrem toho pri simuldcii meriame ¢as (pocet krokov) a ak M pocita dlhsie ako
25(n) krokov, akceptujeme. Pre dostatoéne velké n je totiz 25(") > 20(s(n))
a teda M bud nepracuje v pamiiti s(n), alebo sa zacyklil a my odpoveddme
opacne. O

Veta 3.5 (Casova hierarchia, Hartmanis a Stearns (1965)). Nech T je
¢asovo konstruovatelnd funkcia, t(n) > n at(n)logt(n) = o(T(n)). Potom plati
DTIME(t(n)) € DTIME(T' (n)). Napriklad P C EXP.

B Dokaz. Dokaz je podobny, s tym rozdielom, ze za simulaciu platime loga-
ritmicky ¢as navyse (pozri kapitolu 2.1). O
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Treba si uvedomit, ze tato logaritmicks penalta za simulédciu zavisi od zvo-
leného modelu: Turingov stroj s konstantym, no Iubovolne velkym poctom
pracovnych pasok. Ak chceme napriklad 100-paskovy stroj simulovat s dvoma
paskami, platime logaritmus navySe. Na druhej strane, napriklad Fiirer (1982)
dokézal, ze DTIME 1s(t(n)) C DTIME. 1s(T(n)) pre n < t(n) = o(T(n)), ak
uvazujeme Turingove stroje s fixnym poctom pédsok k > 2. Podobne pre RAM s
jednotkovou alebo logaritmickou cenou je DTIMEgawm(t(n)) C DTIMEgaAM(T'(n))
pre t(n) = o(T'(n)), T(n) > nl(n), pretoze RAMy sa vedia navzdjom simulovat
len s linedrnym spomalenim (Cook a Reckhow, 1973).

Nedeterministické

Veta 3.6 (Nedeterministickd pamitova hierarchia). Nech logn < s(n) =
o(S(n)), kde S je pdskovo konstruovatelnd. Potom NSPACE(s(n)) C NSPACE(S(n)).
Teda NL C NSPACE(n) C PSPACE. (Nedeterministicky linedrny priestor si

kontextové jazyky.)

B Dokaz. Vyuzijeme, ze nedeterministicky priestor je uzavrety na komple-
ment. O

Veta 3.7 (Nedeterministick4 ¢asova hierarchia, Cook (1973), Zak (1983)).
Nech t(n+1) = o(T(n)), kde t, T si lubovolné casovo konstruovatelné funkcie.
Potom NTIME(t(n)) C NTIME(T' (n)). Teda napriklad NP C NEXP.

B Doékaz. Nech ng = 1 a n, = 2t(k-1)* 3 nech ir je také é&islo, ze 2 je
najvyssia mocnina 2 deliaca k (hodnoty 4 tvoria tzv. pravitkovi postupnost:
0,1,0,2, 0,1, 0, 3,0,... kazdé prirodzené ¢islo sa v nej nachadza nekonec¢ne
velakrat). Stroj M;, budeme diagonalizovat na vstupoch dlzky nj_1,...,ng—1.

Definujme stroj N takto: Na vstupe 0™ najskor najdeme hodnotu k. Finta
(pozri obr. 3.3):

1. Pre n < ni — 1 budeme simulovat M;, na 0""! (teda na vstupe o 1
dlhsom!) T'(n) krokov a odpovieme rovnako ako M, .

2. Ak vsak n = ng — 1, budeme simulovat M;, na vstupe 0™-1(!) De-
terministicky vyskuiSame vSetky moznosti a odpovieme opacne ako M;, .
Mame dost Easu, pretoZe poé&itame na kratuckom vstupe: vypoéet trva
2t(—1) . poly(t(ng_1)) < np — 1 < T(n) (pre dost velké n).

Ukédzme, ze M;, nerozoznd takyto jazyk L v ¢ase O(t(n)):

e ak prenejaké ni_1 < n < ng—1M;, (0") # M;, (0"*1), tak kedze N(0") =
M;, (0"F1), N(0™) # M;, (07);
e ak M;, vsetky retazce 0" pre niy_; < n < ny akceptuje, alebo vsetky

odmietne, teda Specialne M;, (0™+-1) = M;, (0"+~1); av8ak z toho, ako sme
definovali N je N(0™=~1) # M;, (0"-1) a teda N(0"*~1) # M;, (0™+~1).

O
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Ng—1 n ng
w1 Wy w3z - - - Qnk-1 w Onk—l

My
M,
M3

M;, 1 1 1 0 1

=/ = #

N 1 1 0 1 0

Obr. 3.3: Na vstupe diiky n najskor ndjdeme k také, ze n € [ngp_1,ni). Na
vstupoch dlzky [nk—1,nk) sa stroj N snazi oklamat M;, . Pre vstupy kratsie ako
ni — 1 rozhodneme rovnako M;, na vstupe o jedna dlhSom; pre vstup dfiky
ng — 1 (na konci intervalu) rozhodneme opacéne ako M;, na vstupe dfzky Ng—1
(zo zaciatku intervalu). Takto M;, obabreme — M;, nemoze akceptovat ten isty
jazyk ako N, pretoze potom by v kazdom stipci museli mat oba stroje rovnaku
hodnotu. Z tranzitivity by potom vyplynulo, ze M;, (w) = N(w') pre vSetky
vstupy w,w’ dlzky [nr_1,nk). AvSak N sme skonstruovali tak, ze N(0™~1) #
Mik (Onkfl ) .

Neuniformna

Po Turingovych strojoch sa podme pozriet na obvody: Je pravda, Ze vAcsimi
obvodmi vieme aj viac vypoéitat?

Odpoved je ANO: V predchéadzajicej kapitole sme spominali, ze kazd4 fun-
kcia sa dd vypocitat obvodom velkosti O(n2™). Na druhej strane, existuji fun-
kcie, ktoré sa nedaji vypocitat povedzme obvodom s menej ako 2"/2 hradlami.
Preco? Jednoducho preto, ze takych obvodov je mélo! Vsetkych funkcii je viac
ako pocet vSetkych takych obvodov, takze na nejakd funkciu ndm nevyjde obvod
(ani keby kazdy obvod pocital int funkciu). Toto je takzvany pocitaci argument:
Vsetkych funkcii na n bitoch je 22", zatial¢o obvody velkosti s vieme zapisat po-
mocou s2 bitov (toto je velmi volny odhad, o chvilu ho zlepsime) a teda existuje
najviac 2" takych obvodov a pre s < 2"/2 je to menej ako 22".

Takze sme dokdzali, Zze existuje funkcia (ozna¢me ju F), ktord sa nedd
vypocitat obvodom velkosti 2/2, ale d4 sa vypocitat obvodom velkosti O(n2™)
(lebo kazd4 sa d4). Vo vieobecnosti mozeme t1ito medzeru ,posunit® technikou
paddingu: napriklad funkcia, ktord poc¢ita F' iba na prvych n’ = 2klog n bitoch
(a zvySok vstupu je balast), sa nedd vypoéitat obvodom s menej ako 2"'/2 = p*
hradlami, ale d4 sa vypoéitaf obvodom s O(n/2") = O(n?*logn) hradlami.

(o3

Dostdvame tak hierarchiu fazsich a fazsich problémov.
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Pod'me teraz jednotlivé medzivysledky zlepsit, spresnif a zmensit medzeru
medzi moZnym a nemoznym. Uk4Zeme, Ze obvody velkosti s vieme zakédovat
pomocou slogs + O(s) bitov a tym padom existuje funkcia, ktord sa nedd
vypoéitat ani obvodom velkosti 2" /n. Ukazeme tiez, 7e kazdd funkcia sa dd
vypoéitat s 5 - 2" /n hradlami — len 5-krat véi¢sim obvodom (najlepsi zndmy
vysledok je este tesnejsi). Tak dokdzeme, ze pre kazdé s(n) < 2"/n existuje
funkcia, ktord sa nedd vypocitat obvodom velkosti s(n), ale d4 sa vypocitat
obvodom velkosti 5s(n).

Veta 3.8 (Shannon (1949)). Ezistuje funkcia na n bitoch, ktord sa nedd
vypoéitat obvodom velkosti s = 2™ /n pre dostatocne velké n.

B Dokaz. Poéitaci argument: poéet obvodov velkosti s je mensi ako pocet
vietkych funkcii, takze existuje funkcia, ktord nemés obvod velkosti s.

Vsetkych funkeif je 22" — kazdi funkciu vieme zapisat tabulkou 2" vysledkov
pre kazdy vstup. Na druhej strane obvod velkosti s vieme zapisaf pomocou
m = s X (2log(n + s) + 2) < 2slog s + O(s) bitov: mdme s hradiel, pre kazdé
zapiseme ¢isla dvoch vstupov (hradlo alebo bit zo vstupu), plus dva bity pre
typ hradla. Obvodov je 2™, ¢o je menej ako 22" uz pre s = 2"/3n.

Este lepsi odhad: Pri zapisovani obvodov sme nesSpecifikovali poradie hra-
diel — kazdy obvod mézeme zapisat aspont s! sposobmi, takZe poéet obvodov je
v skuto¢nosti < 2™ /s!. Inymi slovami, pri zapise vieme usetrit log s! = slog s +
O(s) bitov (Stirlingova aproximdcia) a zakédovat obvody slogs + O(s) bitmi.
Pre s =2"/n je to 2" /n(n—logn)+ O(2" /n) = 2"[1 —logn/n+ O(1/n)] < 2".

O

Z dokazu tiez vidiet, Ze ak s zmensime o €, dizka zapisu m sa zmensi aspon
o ¢ Ze napriklad polovica funkcif potrebuje obvod velkosti 2 /n — 1 a menej ako
1%o funkcif sa d4 spoéitat obvodom velkosti 2" /n — 10. Len menej ako 1/n-tina
vietkych funkcif m4 obvod velkosti 2" /n — logn a exponencidlne mélo funkcif
mé obvod velkosti 2" /n—n. Skratka — skoro vietky funkcie sii velmi velmi fazké.

Veta 3.9 (Lupanov (1958)). Kazdd funkcia na n bitoch sa dd vypocitat ob-
vodom velkosti O(2"/n), presnejsie 5- 2" /n.

B Dokaz. V predchadzajicej kapitole sme spominali, ze kazda funkcia sa dé
vypocitat obvodom velkosti O(n2™).

Lepsie: kazd4 booleovské funkcia n premennych sa dd vypoéitat obvodom
velkosti 1.5 - 2" + n: staéi ju napisat v tvare

flar,...,zn) =[x A f(Lze, ... x|V [ETA f(0,29,. .., 2,)]

a rekurzivne vyjadrit dve funkcie n — 1 premennych (pozri obrdzok 3.4). Toto
rieSenie si mozeme predstavit ako rozhodovaci strom: ak x = false, vysledok
zdlez{ od lavej vetvy, ak x = true, ideme doprava. Na konci sa dostaneme k
zadratovanej hodnote funkcie na konkrétnom vstupe.

Ak nepocitame negécie (vSetkych negdcii je dokopy iba n), pocet hradiel
je Sp = 3 x (2" — 1) (dplny strom hibky n krat 3 hradld v kazdom rdmiku).
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1 T1

f(O:Bg---:En) f(1$255n)

(a) Rozdelime vstupy na tie, ktoré zacinaji 0 a tie, ¢o zacinaji 1. Rekurzivne po-
kracujeme funkciou, ktord mé zafixovany prvy bit.

fi=flwrzn)
JOR
AN
PONNROS
) ——
f2(0) = f(0za - --2p) f2(1) = f(lag - - xp)
(V) (V)
/’“\/H/\/“\ /’“\/H/\/“\
(AL . A) (AL . A
/ I 2 / I 2
/ \ / \
/ \ / \
f3(00) = f(00x5---x,)  f3(01) = f(Olws---wpn)  f3(10) = f(10x5---wy)  f3(11) = f(1lws---wn)

N ) ) )

(V) (V) (V) (V)
N~ N N N~
OEER®, OEER®, OEER®, IR,
| @3 T3 | | @3 3 | | @3 T3 | | @3 T3 |

f4(000) f4(001) f4(010) fa(011) f4(100) fa(101) fa(110) fa(111)

(b) Priklad pre funkciu na 3-och bitoch. V listoch st konstantné funkcie f(x) pre fixné
x, ktoré mdézeme zadratovat do obvodu. Hodnota Z3 je na obrazku 4x, v praxi, samoz-
rejme, negaciu spocitame len raz a vysledni hodnotu dovedieme dratmi ku vSetkym
hradldm, kde treba.

Obr. 3.4: Jednoduchy spdsob, ako skonstruovat obvod velkosti O(2") pre
Tubovolni funkciu.

Konstrukciu vieme este trochu vylepsit, ak rekurziu zastavime skor, napriklad
posledna troven na obr. 3.4b je zbyto¢na: funkcie jedinej premennej si len 0, 1,
x a T. T4 jedna troven nam usetri polovicu hradiel.

D4 sa to este lepsie? Ano, mézeme pokracovaf a skisif zjednodusit predpo-
slednt vrstvu: ta zaberd az 3 x 2”2 hradiel, hoci v skutoénosti tam poéitame
iba funkcie dvoch premennyrch a je 24 = 16 takych funkcii. Mohli by sme ich teda
vypoéitat vietky, raz a navzdy, namiesto toho, aby sme ich opakovane poéitali
v kazdej z 2772 vetiev.
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strom
n—Fk
3-2"~* hradiel
\
vSetky funkcie k premennych I k

(a) Pri konstrukeif ako na obrazku 3.4 dostaneme obvod velkosti zhruba 3-2"~%. Kazd4
d’algia vrstva prid4 dvakrér tolko hradiel, o predogld. Ak sa viak pozrieme na spodok
stromu (spodnych k drovni), zistime, Ze je tam zhruba 2"k vetiev, ale vietko su to
funkcie k& premennych, ktorych je 92" Pre velké n a relativne malé k sa nam budi
funkcie opakovat — obvod bude obsahovat viacero képii celych podstromov vysky k.
Tejto ,,copy-pasty® sa chceme zbavit. V najhorsom pripade sa na spodnych k tirovniach
vyskytni vietky funkcie k premennych, aviak stdle moze byt vyhodnejsie spocitat ich
vietky, ako d'alej vetvit a zdvojndsobovat pocet hradiel. Samozrejme, funkcia 92" rastie
velmi rychlo, az dvojito exponencilne, takZe existuje nejakd hranica, pokial sa tento
pristup oplati a od urcitého k by uz zacal ¢len 92" dominovat.

k
vietkych 227 funkcii k premennych

fi f .. foor—1

vietkych 227" funkeif k — 1 premenngch
(b) Ako spominame v dokaze, kazdd funkcia k premennych sa dd zapisaf v tvare
flze, .. z) = [z A f(L,ze, ..., z6)] V [ZT A f(O,22,. .., 2k)], kde f1 a fo st funkcie
| S —— | S ——

f1 f2
k — 1 premennych. Ak sme teda uz zostrojili vietkych 92" funkeif k — 1 premennych,
zostrojime vsetky ANDy ¢g; = x1 A fi a g; = @1 A f; a néasledne véetky ORy tvaru
gi V gj, dostaneme vsetky funkcie k& premennych.

Obr. 3.5: Konstrukcia vsetkych funkcii & premennych
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Este lepsie? Uréite. Postup mozeme zovieobecnit: Viimnime si spodok stromu
na obr. 3.4b. Ak obvod usekneme na k-tej trovni odspodu, hore ndm ostane
strom s priblizne 3 - 2" % hradlami a dolu nidm ostane zhruba 2"~* vetiev,
kazda vedie k nejakej funkcii k& premennych (pozri obr. 3.5a). Vsetkych funkcii
k premennych je az 22}97 ale pre malé k to moze byt stéle lepsie ako 27~*-
krat pocitat funkciu obvodom velkosti Sy, na ¢o treba O(2") hradiel. Idea je,
ze vSetky funkcie k premennych spocitame raz a navzdy a vysledok spravnej
funkcie vzdy napojime na hradld, kde treba.

Ako skonstruujeme vsetky funkcie k premennych? Podobne ako v rieseni
vyssie: Kazdu funkciu k& premennych vieme zapisat ako

f(zla"'vxk) = [Il/\f(l,l’g,...,l’k)}V[Tl/\f(O,I'Q,...,Ik)],
f f

kde fi a fo su funkcie k — 1 premennych. Najskor teda rekurzivne zostrojime
vsetky funkcie k—1 premennych a nésledne vytvorime vsetky funkcie tvaru [z1 A
[ilV[ZTA f;], vid obrézok 3.5b. Ozna¢me Ay, pocet hradiel (okrem negécif), ktoré
na to budeme potrebovat. Funkcif k— 1 premennych je 22k_1, kazdi zANDujeme
s x1 a 71 (to je 2- 92"7" ANDov) a nésledne kazdd dvojicu zORujeme (dvojic
je (221‘.71)2 = 22k). Dostdvame rekurenciu

A < (22k_1)2 +2.22 4 A
=922 13.22 7 43.22 T 4322 4y

<22 43k 22"
=22 (14 3k/22" )
Celkovo nas obvod bude mat 3-2"~* + A; +n hradiel. Pre k = log(n —logn)
dostaneme S, =3 - —2— + 2 (1 +0(1)) = (4 + o(1)) 2. O

n—logn n n

Najlepsie zndme vysledky st este ovela tesnejsie: Oznacme L(n) velkost
obvodu pre najfaz§iu funkciu na n bitoch — L(n) je najmensie také &fslo, Ze
vSetky funkcie si v SIZE(L(n)). L(n) tiez prezyvame Shannonova funkcia. Da

sa ukdzat (pozri Lozhkin (1997)), ze

L(HQW(HM)

n <1 N logn-i-loglogn—l—O(l))

<
n n
Ba ¢o viac, ak definujeme L(n,e) ako najmensie s také, ze kazd4d funkcia na
n bitoch sa d4 spocitat obvodom velkosti s na aspoii (1/2 + €)-tine vstupov,
potom (Andreev a spol., 1997)

2ng?

”md:G(mmHa%%)+@m)
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Napriklad ak ndm staéi spoéitat funkciu na 99% vstupov, najfazsie funkcie
potrebujui obvod velkosti L(n,0.49) = ©(2"/n). Zjavne kazdu funkciu vieme
spotitat na polovici vstupov (bud aspoii polovica vstupov je 1 alebo aspoi po-
lovica je 0). Ak vSak chceme spocitat funkciu na ¢o i len 1/2+1/2"/10 ystupoch,
teda len o chlp viac ako na polovic vstupov (pri¢om ten chlp je exponencidlne
maly), v najhor§om pripade potrebujeme L(n,27"/10) = ©(2%"/% /n), teda expo-
nencislne velké obvody.

Veta 3.10 (Neuniformnd hierarchia). Pre kaZdé s : N — N, s(n) < 2"/n je
SIZE(s(n)) C SIZE(5s(n)).

B Doékaz. Pre kazdé ¢ existuje funkcia f : {0,1}¢ — {0,1}, ktord sa ned4
vypocitat obvodom velkosti 2¢/¢, ale kazd4 sa d& vypocitat obvodom velkosti
5-2¢/¢. Nech g : {0,1}" — {0,1} je funkcia, ktord aplikuje f na prvych ¢
vstupov, kde 2¢/¢ = s(n), potom g € SIZE(5s(n)), ale g ¢ SIZE(s(n)). O

Pravdepodobnostna

Plati, ze ak mdme viac ¢asu, vieme riesit viac problémov aj pri pravdepodob-
nostnych algoritmoch? Intuicia vravi, ze asi dno, ale v stcasnosti to nevieme
dokézat. Teda aZ na pomerne trapne vysledky ako napriklad, Ze ked mdame
exponencidlne viac ¢asu, tak dokdzeme viac vypocitat:

Veta 3.11. BPP C BPEXP.

B Dékaz. Oznaéme EEXP a BPEEXP triedu problémov riesitenych deter-
ministicky, respektive pravdepodobnostne v dvojito-exponencidlnom case, t.j.
v case 22", Vieme, ze BPP C EXP C EEXP C BPEEXP (deterministicka
hierarchia), teda trividlne BPP C BPEEXP - este trapnejsi vysledok.

Avsak keby BPP = BPEXP, potom technikou paddingu dostaneme, ze BPEXP =
BPEEXP (ak L € BPTIME(22" ), vytvorme L/ = {2#02"" | # € L}, ten
sa d4 riesit v BPTIME(2") — vzhladom na vécsiu dizku vstupu; ale z predpo-
kladu potom L’ € BPP, takze L € BPEXP), takze keby BPP = BPEXP, potom
BPP = BPEEXP a to je spor. O

Ale d4 sa napriklad v kvadratickom ¢ase vypoéitat viac, ako v linedrnom?
To zatial nevieme dokdzat.

V ¢om je problém? Skuste sa zamyslief sami — skisim tu odprezentovat
sakoze-vetu® a jej chybny(!) ,akoze-dokaz“. Néjdite v iom chybu:

Neplatna veta 1. Nechn < t(n) = o(T(n)/logt(n)), kde T je ¢asovo konstru-
ovatelnd. Potom BPTIME(¢(n)) C BPTIME(T(n)).

B Zly dokaz. Diagonalizdciou: definujeme pravdepodobnostny Turingov stroj,
ktory pre kazdy stroj pracujici v ¢ase t(n) dd na aspon jednom slove iny
vysledok. Konkrétne stroj M obabreme na vstupe w = 1¥4(M) dizky n: si-
mulujeme M T'(n) krokov (hddzeme mincou tak, ako M) a rozhodneme opacne
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ako M. Za simulédciu k-paskového stroja dvoma paskami zaplatime logaritmus
navyse, ale pre dost velké n je ¢ - t(n)logt(n) < T(n). O

Ulohy
e Aky je problém v dokaze pravdepodobnostnej hierarchie v ,ne-vete* 17

e Uved'te priklad funkcie, ktord rastie asymptoticky rychlejsie ako polyno-
mialne, ale pomalgie ako exponencidlne. (Tzn. pre lubovolné k € Na ¢ > 0
od nejakého ng plati: n* < f(n) < c.)

e Dokéazte vetu 3.6.
e Dokézte, ze existuje jazyk L € EXPSPACE, ktory nepatri do SIZE(2"/n).

e Dokazte, Ze pre lubovolne velké fixné k € N existuje jazyk L € EXP taky,
7e L ¢ P/n*. Teda d4 sa rozhodovat v exponencidlnom case, ale ned4 sa v
polynomislnom ¢ase, ani s radou dlzky n*. (Hint: Pouzite diagonalizaciu.)
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Kapitola 4

Redukcie, fazkost, tiplnost

Priklad 1: Co je fazsie: ndsobenie z -y, alebo umociiovanie na druhi: 2?7
Priklad 2: Co je fazsie: utriedit n ¢isel alebo spocitat konvexny obal mnoziny bodov?

Priklad 3: Co je fazsie: ofarbif plandrny graf 3 farbami (pricom susedné vrcholy
musia mat réznu farbu) alebo ofarbif Tubovolny graf?

Priklad 4: Co je tazsie: zistif, ¢ st dva reguldrne vyrazy ekvivalentné, alebo ako
vyhrat Super Maria?

Priklad 5: Co je fazsie: zistif, ¢i dany TS M zastavi na dany pocet n krokov, alebo
najst vyhravajicu stratégiu v zovéeobecnenej n x n ddme?

Na prvy pohlad je umociovanie na druhd len pecidlny pripad ndsobenia a
ofarbovanie plandrnych grafov Specidlny pripad farbernia vSeobecnych grafov.
Vseobecnejsi problém by teda mal byt aj tazsi. A na prvy pohlad mozno nie je
jasné, ¢o ma spolo¢né triedenie a konvexné obaly, alebo reguldrne vyrazy a hra
Super Mario, ¢i Turingove stroje a ddma.

V skutoénosti st v kazdom priklade oba problémy zhruba rovnako tazké.
A &o je zaujimavé, vieme to povedat napriek tomu, Ze vo viacerych pripadoch
nepozname skuto¢nu zlozitost jednotlivych problémov. Tak4 je sila redukeii.

Ak chceme dokézat, Ze problém A je aspon tak fazky ako B, staci ukdzat,
7e ak by sme vedeli rychlo riesif A, tak by sme vedeli rychlo riesit aj B. D4 sa
to dokdzaf tak, Ze jeden problém prevedieme na druhy a ukdzeme, ako by sme
vyuzili rieSenie jedného, pri rieSeni druhého.

Napriklad, ak by sme vedeli rychlo umociiovat na druhd, tak vyndsobit dve
¢isla m6zeme nasledovne:

(z+y)?—(z-y)?
. .

Ty =
Rozmyslite si, ze s¢itanie/odéitanie/delenie Styrmi je jednoduché a trva linedrny
¢as. Ak by sme vedeli umociiovaf na druhi n-bitové &fsla v ¢ase s(n), po-

tom by sme vedeli ndsobit v ¢ase 2s(n + 1) + O(n). Najlepsi (a predpokladd

45
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sa, Zze optimdlny) algoritmus ndsobi n-bitové éisla v ¢ase O(nlogn) (Harvey a
van der Hoeven, 2019). Ak by sme vedeli umociiovat na druht rychlejgie ako
nlogn, tak aj nasobif by sme vedeli rychlejsie. Naopak, ak je nlogn algorit-
mus pre nasobenie optimalny, tak ani umociiovat na druhd nevieme lepsie ako
v Q(nlogn).

Konvexny obal vieme vypoéitat v O(nlogn) napriklad Grahamovym, resp.
Andrewovym algoritmom, ktory body najskor zotriedi — a triedenie je v skutocnosti
t4 najpomalsia ¢ast, zvySok bezi v linedrnom ¢ase. Naopak, predstavme si, e
chceme zotriedit postupnost éisel o1, o, . .., T,. Vytvorme z nich body (21, 2%),
(w9,3),..., (zn,22) (teda y-siradnica bude x na druhi). Tieto body lezia na
parabole a konvexny obal ich obsahuje vsetky, v utriedenom poradi. Ak by sme
teda vedeli zostrojif konvexny obal rychlejsie ako v O(nlogn), vedeli by sme aj
triedit rychlejsie ako v O(nlogn) a naopak. Ak t(n) je najlepsi ¢as triedenia n
prvkov a k(n) je najlepsi ¢as pre najdenie konvexného obalu, potom

t(n) = k(n) £ O(n).

Problém farbenia grafov (COLORING) je NP-iplny pre 3 a viac farieb. Ako
je to s plandrnymi grafmi (nakreslenymi do roviny tak, ze sa hrany nekrizia)?
Mozno ste poéuli o vete o §tyroch farbach: ak chceme ofarbit sivislé oblasti na
Iubovolnej mape tak, aby susedné oblasti mali roznu farbu, stacia ndm len styri
farby! Prelozené do reéi tedrie grafov: sivislé oblasti st vrcholy a susedné oblasti
spojime hranou; dostaneme plandrny graf a ten sa vidy d4 ofarbif 4 farbami.
TakZe pre 4 farby je rozhodovaci problém farbenia vo vSeobecnosti fazky, ale
pre plandrne grafy trividlny.

Ako je to vsak s 3 farbami? Problémy st (zhruba) rovnako tazké. Ukdzeme
si, preco: Predstavme si, ze mame super-rychly algoritmus, ktory dokaze ofar-
bovat 3 farbami v €ase f(n), ale iba plandrne grafy. Potrebujeme graf, ktory,
zial, nie je plandrny. Co sa d4 robit? Moézeme ho nakreslif do roviny aj tak. Ne-
jaké hrany sa nam budi krizit, ale to nevadi. Kazdy jeden prieseénik nahradime
plandrnym grafom W ako na obrazku 4.1. Vysledny graf bude plandrny. Pre-
svedéte sa, Ze akékolvek farbenie W musf mat protilahlé cipy rovnakej farby.
Naopak, ofarbenia na obrazku 4.1c ukazuji, ze ak pre protilahlé cipy zvolime
rovnaki farbu, zvySok grafu uz vieme vzdy dofarbit (ak chceme cipy inej farby
ako na obréazku, staci farby spermutovat). Z toho vyplyva, Ze vysledny graf je
3-ofarbitelny prave vtedy, ked bol 3-ofarbitelny povodny graf a z rieSenia pre
jeden graf vieme trividlne ziskaf rieSenie pre druhy a naopak.

Na plandrny graf, ktory sme takto zostrojili, by sme mohli pouzit n§ super-
rychly algoritmus. Aky bude vysledny ¢as? Nuz, vSimnite si, ze graf sa ndm
trochu nafiikkne — za kazdy prieseénik nam pribudne 12 vrcholov. Priese¢nikov
je v najhorsom pripade az ©(n?), takze vyslednd zlozitost bude najviac F(n) =
f(12n* + n) + O(n*). Nie je to malo, no ak trochu poodstiipime a pozrieme sa
na tu zlozitost z dialky, tak: 1. ak f je polyném, tak aj F je polyném; 2. ak f
je subexponencidlna funkcia, tak aj F' je subexponencidlna; 3. ak sa 3-farbenie
grafov neda lepsie ako v exponencidlnom case, tak sa to nedd ani pre Specidlny
pripad plandrnych grafov. (Najlepsi zndmy algoritmus pre 3-farbenie bezi v ¢ase
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(a) Graf W. ) Krizenia nahradime képiami W.

(c) Dve mozné ofarbenia grafu W.

Obr. 4.1: Redukcia 3-farbenia grafu na 3-farbanie planarneho grafu.

0(1.3289") (Beigel a Eppstein, 2005). Kedze problém je NP-tiplny, nevieme, ¢i
existuje polynomidlny algoritmus — ak by vsak existoval, P = NP.)

Super Mario aj ekvivalencia reguldrnych vyrazov si tzv. PSPACE-iplné problémy
- najtazsie problémy, ktoré sa daju riesif v polynomidlnej paméti. Nevieme ich
riesit v polynomidlnom ¢ase a keby sme to vedeli, potom P = PSPACE (vsetky
problémy riesitelné v polynomislnej pamiiti sa daju riesit aj v polynomidlnom
¢ase, ¢o je nepravdepodobné). PSPACE-tiplnost Super Maria si dokdZeme v ka-
pitole .

Problém zastavenia na n krokov! aj n x n ddma st EXP-tplné problémy —
najtaziie problémy, ktoré sa daju riesit v exponencidlnom Ease. Tieto problémy
sa dokdzatelne nedaji riesit v polynomidlnom ¢ase. O ddme si to ukdZeme v
kapitole .
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= =

(a) Osemetn4 situdcia: ,Ne- (b) Idedlny pripad: (c) Realisticky  scenér:

viem najst efektivny algo- ,Nemozem ndjst efektivny ,Neviem najst efektivny

ritmus, asi som prili§ blb4a.“ algoritmus, pretoze ziadny algoritmus, ale nedokdzu
taky dokazatelne mneexis- to ani tito sldvni vedci.“
tuje!“ Bohuzial, takychto Staéf problém redukovat
pripadov je mélo. na zndmy tazky problém.

;41& L

Obr. 4.2: Vediet dokédzat, ze problém je tazky, je uzitoéné a praktické. Zdroj:
Stefan Szeider, https://www.ac.tuwien.ac.at/people/szeider/cartoon/

4.1 Redukcie

Definicia 4.1. Hovorime, Ze problém A je polynomidlne redukovatelns na B,
piseme A <P B, ak existuje zobrazenie o vypocitatelné v polynomidlnom case
také, Ze pre kazdé x je x € A <= o(x) € B. Podobne A je logspace redukova-
telny na B, A <8 B, ak sa zobrazenie o dd vypocitat v logaritmickom priestore.
Funkciu o voldme tieZ many-to-one alebo Karpova redukcia A na B.

Definicia 4.2. Hovorime, Ze L je NP-fazky, ak A <1 L pre kazdy A € NP. L
je NP-tiplng, ak je NP-fazky a patri do NP. Vo vseobecnosti, ak < je redukcia a
C je lubovolnd trieda problémov, tak hovorime, Ze L je C-tazky (pri < redukcii),
ak A < L pre kazdé A € C a C-uplny, ak L navyse patri do C.

Veta 4.1. Zopdr jednoduchijch faktov:
o Reldcie Siﬁg, §§1 st tranzitivne: ak A < B a B<C, tak A< C.

o Triedy ako L,NL, P, NP, coNP, PSPACE, EXP,NEXP, ... si uzavreté na log-
space redukciu: Ak A <1 B a B € C, tak A € C, kde C je jedna zo
spominangch tried. S vgnimkou L a NL, teda od P ,vyssie®, su tieto triedy
uzavreté aj na polynomidlnu redukciu.

o A € P prdve vtedy, ked A <% {1}; A € L prdve vtedy, ked A <! {1}.
o Ak A Sflg B, tak A SEI B, teda Slﬁg je zjemnenim reldcie Sf;l.
o Ak C-iplny jazyk patri do C' a C' je uzavretd na dand redukciu, potom

C C C'. Napriklad ak NP-iplny jazyk patri do coNP, potom NP = coNP.
Ak EXP-tiplng jazyk patri do PSPACE, tak EXP = PSPACE, atd’.

1predpoklaui}éume7 ze Cislo n je na vstupe zapisané bindarne a teda pocet krokov je expo-
nencidlny od dlzky vstupu
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Definicia 4.3. Hovorime, Ze problém A je polynomidlne Turingovsky redukova-
telny na B, piseme A <% B, ak existuje Turingov stroj M, ktory pouziva B ako
ordkulum (¢iernu krabicku) a v polynomidlnom case riesi A. Takgto stroj md
Specidlnu pdsku, na ktori ked napise vstup x, v konstantnom case sa dozvie, ¢i
x € B. Stroj M s ordkulom B zapisujeme M5, teda A <% B, ak A= L(MPB),
pre polynomidlny stroj M .

Definicia 4.4. Nech B je jazyk a C,O su triedy jazykov. Definujeme

PP = {L(MP)|kde M je deterministicky polynomidlny Turingov stroj}
NPE = {L(MPB) | kde M je nedeterministicky polynomidlny Turingov stroj}
PO = U pPB, NPC = U NPB, vieobecne CO = U cB
BeO BeO BeO

Veta 4.2. Plati:
e Reldcia <% je tranzitivna.
o A <E B prdve vtedy, ked A € PB.
e Triedy P a PSPACE st uzavreté na <%, teda P? = P a PPSPACE — PSPACE.
o Reldcia <P je zjemnenim <%.

Predpoklada sa, ze NP nie je uzavretd na Turingovski redukciu — potom by
totiz NP = coNP.

4.2 Tazké a tplné problémy

NP-tplné problémy
Veta 4.3 (Cook (1971), Levin (1973)). Problém SAT je NP-dping.

B Do6kaz. Chceme dokdzat, ze kazdy jazyk L € NP vieme redukovat na 3SAT.
Nech M je NTS, ktory ho rozpoznava v ¢ase n*. Ukazeme, ako pre kazdy vstup
x zostrojif formulu ¢, takd, ze x € L <= ¢, je splniteln4.

Predstavme si akceptacny vypocet M na x: Cy by Co Fpp -+ B Cn
(kde N = nF). Mozeme si ho predstavit ako tabulku N krokov x (N + 2)
poli¢ok, priéom na kazdom policku je nejaky symbol a moze na fiom byt hlava
v nejakom stave. Konfiguracie zarovname na rovnaku dizku a pridédme zarazky
I C . Nepouzité policka budeme znagit ,,_.“.

Tento vypocet zakédujeme do booleovskych premennych a formula ¢, bude
kontrolovat, &i ide o korektny akceptacny vypocet. Teda

x € L <= Jakceptacény vypocet M na x
<= Jnastavenie premennych kédujice tento vypocet.

Premenné budu:
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° Qf’j — v i-tom kroku je hlava na j-tom policku v stave q a
e 57" — vi-tom kroku je na j-tom policku symbol a.
Podmienky:

e Na kazdom policku je prave jeden symbol:

pre kazdé i, j: \/ St (aspoti jeden)
acll
pre kazdé i,j aa #£beT: ?‘lj v ?bj (najviac jeden).

e Podobne hlava je v kazdom kroku na prave jednom policku v préave jednom
stave:

pre kazdé i \/ Q};  (aspon jeden)
0<.?§%+1

pre kazdé i,j # j', stavy p # ¢ Qv Qi (nagviac jeden,).

e Pociatotna konfigurcia zaéina v stave qo (podla M):

q0
1,1

a na paske je F x129 - xpoce - - - - (vstup x doplneny o prézdne policka
na dlzku N):
SToASTYASTE A AST A N\ ST AST N
n<j<N
Toto je jedind ¢ast, ktord zdvisi od vstupu z.

e Kazd4 d'alsia konfigurdcia musi vidy navizovat na predosli a menit sa
podla §-funkcie stroja M. Vo vseobecnosti, kazdé policko (i + 1,7) zavisi
najviac od troch policok v predoslej konfiguracii. Ak na policku j nie je
hlava, tak v nasledujicom kroku bude na policku rovnaky symbol.

(S AQIG A AQT)) = St

Ak tam je hlava, symbol sa zmeni podla é-funkcie stroja M. Konkrétne,
ak d(p,a) = (q,b,d), tak

b
(SZj A ing,j) - (Si+1,j A Q?+1,j+d)'
Tieto vyrazy mozeme prepisaf do CNF (podla p — g = —pV q):

pre kazdé i < N, j,a € T a ((p,a), (q,b,d)) € J:

Ta m Qa b Ta \, P
(S5, VQI; V- VQIT VST NS VAT VS )NSEVQT VR j4)-
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e Vypocet je akceptaény (moézeme predpokladat, Ze M sa vrati na prvé
policko a prejde do stavu ACCEPT):

ACCEPT
QN,l .

Vsetky tieto klauzuly spojime A-om do jednej formuly ¢, ktord ma O(N?)
premennych a dlzku O(N?) = O(n3%) = poly(n). O

Veta 4.4. Nasledujice problémy su NP-uplné:

e NTMAcCC - dané si kéd NTS M, vstup x a pocet krokov t (zapisané
undrne); chceme zistit, ¢ M (x) akceptuje na t krokov; formdine:
NTMACC = {(M)#x#1t | M je NTS, ktory akceptuje = na t krokov},

o TMSAT — dané sii kéd DTS M, dizkan a poéet krokov't (zapisané undrne);
chceme zistit, ¢i existuje vstup x dl,z’ky n, ktory M akceptuje na t krokov;
formdlne:

TMSAT = {(M)#17#1" | M je DTS A
Ir € {0,1}" : M(w) akceptuje na t krokov},

e CIRCUITSAT — dany je booleovsky obvod C'; existuje vstup, ktory akceptuje?

o SAT - je dand formula ¢ v CNF? splnitelnd? existuje pravdivostné ohod-
notenie premenngjch, pri ktorych je formula pravdivd?

B Dokaz. To, ze TMSAT je NP-uplny, je jasné z definicie NP cez certifikaty:
L € NP, ak existuje deterministicky stroj M, ktory v polynomidlnom c¢ase ove-
ruje certifikity a x € L <= 37 : M (x, 7). Pri redukcii staéi ,zadrdtovat® vstup
x do M a vypisat potrebny pocet jednotiek.

TmSaT <P CIRCUITSAT, pretoze DTS, ktoré pracuji v polynomidlnom
¢ase st ekvivalentné polynomislne velkym obvodom. Dokaz tohto tvrdenia je
podobny dokazu Cook-Levinovej vety vyssie — zostrojime obvod, ktory dokaze
pocitat nasledujicu konfigurdciu C Fj; C'. Ak vsak trochu abstrahujeme od
detailov, tak kazdé policko v d’aliej konfigurdcii z4visi len od troch policok v
predoslej konfiguracii — a teda od konstantne vela vstupov a pre kazdd funkciu
k vstupov vieme vyrobit trividlny CNF obvod velkosti O(k2%) = O(1).

Nakoniec CIRCUITSAT <P SAT, pretoze kazdy obvod C vieme prerobif na
CNF formulu, ak priddme d’alsie premenné. Pre kazdé hradlo h so vstupmi f, g
budeme maft podla typu hradla klauzuly (h <+ f A g) alebo (h <> f V g) alebo
(h <> —f), prepisané do CNF. Zatialco v CIRCUITSAT sa pytame, ¢i existuje
vstup, na ktorom dé obvod odpoved 1, v SAT instancii sa budeme pytat, ¢i exis-
tuje vstup a nastavenie pomocnych premennych pre vystupy hradiel a formula
uz len skontroluje, ze pre kazdé hradlo vstupy a vystup zodpovedaji. Podobne
ako v predoslom dokaze teda nechdvame nedeterminizmus, aby natipoval nielen
vstupy, ale cely priebeh vypocétu a potom uz len skontrolujeme, ¢i lokdlne vsetko
sedi. O

2v konjunktivnom normélnom tvare
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/ SATISFIABILITY\
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CLIQUE 0-1 INTEGER SATISFIABILITY WITH AT
PROGRAMMING MOST 3 LITERALS PER CLAUSE
NODE SET
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FEEDBACK FEEDBACK DIRECTED
NODE SET ARC SET  HAMILTON c ?O%g ggéggE
CIRCUIT OVERING
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FIGURE 1 - Complete Problems
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Obr. 4.3: 21 Karpovych problémov a redukcie medzi nimi. VSetky tieto problémy
st NP-uplné.

Veta 4.5 (Karp (1972)). Nasledujice problémy si NP-iplné:
e SAT, 3SAT - je dand formula v CNF, resp. v 3CNF splnitelnd?

e 0-1-ILP — pre celociselni maticu A a vektor b, existuje 0-1-vektor x taky,

Ze Ax = b?

o CLIQUE - obsahuje dany graf k-kliku, t.j. k navzdjom prepojengch vrcho-
lov?

e SETPACKING - dd sa z mnoZin Si,...,S, vybrat k disjunktnijch mnozin?

e NODECOVER — md graf vrcholové pokrytie velkosti najviac k, t.j. existuje
mnozina vrcholov C' takd, Ze kaZda hrana md aspor jeden koniec v C'?

e FEEDBACKNODESET — md dany orientovany graf G mnoZinu k vrcholov
F takd, Ze kazdy cyklus v G ide cez nejaky vrchol z F'?

e FEEDBACKARCSET — mnoZinu k hrdn taku, Ze kazdy cyklus v G pouZije
nejaki hranu z F?

e DIRECTEDHAMILTONIANCYCLE ¢ UNDIRECTEDHAMILTONIANCYCLE — ezis-

tuje v grafe cyklus, ktory prechddza cez vsetky vrcholy?

e CHROMATICNUMBER (k-COLORING) — dd sa graf ofarbif k farbami (su-
sedné vrcholy musia mat réznu farbu)?
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CLIQUECOVER - je dany graf zjednotenim najviac k klik?

SETCOVERING — dd sa z mnozin Si,...,S, vybrat k mnozin, ktoré ,po-
kryji“ (ich zjednotenie je) celé | J;_, S;?

EXACTCOVER - daji sa z mnoZin S1,...,S, vybral disjunktné mnoZiny,
ktoré pokryji celé \J;_, S;?

HITTINGSET - ezxistuje pre dané mnozZiny Si,...,S, mnozZina H takd, Ze
|[HNS;| =1 pre kazdé i?

STEINERTREE — dd sa mnoZina vrcholov v ohodnotenom grafe pospdjat
hranami s celkovou dlzkou najviac k?

3DMATCHING — mdme hypergraf, kde kaZdd hrana spdja 3 vrcholy (E C
VxVxV);

KNAPSACK - dané celé éisla aq,. .., a,,b; dd sa vybrat podmnoZina a-cok
so suctom b?

JOBSEQUENCING — mdme n uloh, pre kaZdid mdme ¢as trvania, deadline,
dokedy ju treba stihnit a pendle, ktoré musime zaplatit, ak to nestihneme;
dajii sa tlohy zoradit tak, Ze celkové pendle je najviac k?

PARTITION — dané celé &isla aq, ... ,an; daji sa rozdelit do dvoch skupin
s rovnakym suctom?

MaxXCuT - obsahuje dany ohodnoteny graf rez s vahou asponi k? (t.j.
chceme vrcholy rozdelit do dvoch skupin a mazimalizovat siucet vdh hrdn,
ktoré vedii z jednej skupiny do druhej: 3¢, rep uesvgs W{u,v}))

PSPACE-tiplné problémy
Veta 4.6. Nasledujice problémy si PSPACE-uplné:

o TMACCspsce = {{(M)#x#1% | M je TS, ktory akceptuje x v pamdti s},

e LBAACC - dang je linedrne ohraniceny automat M a vstup x; chceme

zistit, ¢ M akceptuje x;

e CsGQGEN - dand je kontextovd gramatika G a slovo x; chceme zistit, ¢i G

generuje x;

B Do6kaz. PSPACE-tplnost jazyka TMACCspacr je trividlna, podobne ako NP-
tplnost NTMACC. Zistovat, & linedrne ohranieny automat akceptuje, je zhruba
rovnako fazké, pretoZe pocas redukcie mozeme ,naftiknut® vstup: namiesto x
budeme mat vstup x#°~" s dostatocne vela zardzkami na konci. Hoci vysledok
zévisi iba od zx, formdalne mé takyto vstup dizku s. Ekvivalencia LBA a kon-
textovych gramatik sa dokazuje na Formalnych jazykoch a automatoch.

O
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Veta 4.7 (Stockmeyer a Meyer (1973)). Problém ekvivalencie requldrnych
vgrazov (tzn. pre dané rq,rq, je L(r1) # L(re) ?) je PSPACE-duplng.

B Dokaz. Redukciou z LBAAcC: L(ry) bude T'™* a zostrojime regex ro, ktory
matchuje vsetko okrem akceptaéného vypoctu M(x) (teda ak M akceptuje z,
L(re) # I' = L(r1) a ak M neakceptuje x, potom r matchuje vsetky slovd).
Zapisme akceptacny vypocet Co Far Ci Fabar -+ - Fur Cr ako refazec

v = #HCGHC1#Co# - - - #CF#

nad abecedou I' = Q U X U {#}; kazd4 konfigurécia C; mé dizku n + 1.
Ako vyzeraju slova, ktoré nie si akceptaénym vypoctom M (x)? Nuz bud

e zle zac¢inaju — slovo nezacina na #qoxr#; mozno je prili§ kratke, alebo ma
na niektorej pozicii zlé pismenko:

s=(I] 5)n+2 | T=#)T" | #(L—qo)T" | -+ [ (#gow1 - 2im1 (T—z)I7) | -+
e alebo neakceptuji — lubovolny refazec, ktory neobsahuje akceptaény stav,
f=0—q)"
e alebo nejaké dve konfiguricie na seba nenadviizuji — refazec je v tvare

m = U *abel™ 2de fT*,
(a,b,c,d,e,f)EZK

pre ,zli kombindciu“ pismenok a, b, ¢, d, e, f; tzn. ak v jednej konfiguracii
st 3 po sebe idice symboly a, b, c, tak v d'al§ej konfigurdcii (na rovnakej
pozicii 0 n+ 1 znakov neskor) nemdzu byt d, e, f; napriklad ak a,b,c € Q,
potom v nasledujicej konfiguracii by malo byt b = e; ak a € Q a napriklad
5(a,b) = (¢q,V',+1), potom v nasledujticej konfiguracii by malo byt def =
b qe.

Vysledny regex je ro = s | f | m.
Na druhej strane, problém patri do PSPACE — reguldrne vyrazy prevedieme
na NKA; chceme najst slovo w € L(A1),w ¢ L(A3) 0O

Veta 4.8 (Stockmeyer a Meyer (1973)). Problém QBF je PSPACE-iplny.

B Doékaz. Lahko vidiet, ze QBF € PSPACE; majme teda PSPACE stroj M pre
jazyk L. Pre kazdé x zostrojime ¢ také, ze x € L <= ¢ € QBF. Vieme, ze M
pouzije najviac n* policiek pasky a zastavi po 27" krokoch. Postupne zostrojime
formule ¢;(a,b), ktoré si pravdivé vtedy, ked' sa z konfigurdcie a vieme dostat
do b na < 2 krokov (konfigurdcie vieme zapisat pomocou O(n*) premennych).
Potom ak ¢ je pociatoénd a ¢y jedind konecna konfiguricia (uvazujme napr.
M, ktory na konci vymaze celi pasku a vréati sa na zaciatok), tak = € L <—
Dk (CO, Cf) € QBF.
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Formulu ¢g(a,b) mdme z Cook-Levinovej vety; ¢;11(a,b) by sme mohli de-
finovat podobne ako v Savitchovej vete: Jc : ¢;(a,c) A ¢;(c,b), ale bola by
exponencidlne velkd. Potrebujeme pouzit aj vieobecné kvantifikdtory; priblizne
takto: ¢;y1(a,b) = IV, y : ([z,y] = [a,c] V [z,y] = [¢,b]) = ¢i(z,y). Ostéva
doriegit technické detaily a presvedéit sa, ze ¢, vieme napisat v dobrom tvare.

O

4.3 Relativizacia

Turingov stroj s ordkulom je stroj, ku ktorému mozeme pripojit akusi ¢iernu
krabicku (ordkulum), ktord rozhoduje jazyk O. Turingov stroj sa moze orakula
spytaf otdzku: ,Patri slovo ¢ do O?“ a ordkulum mu ihned pravdivo odpovie.
Trochu formalnejsie: stroju priddme Specidlnu pasku a tri Specidlne stavy: query,
yes a no; ak na tito pasku napise slovo g a prejde do stavu query, v nasledujiicom
kroku sa ocitne v stave yes alebo no podla toho, ¢ g € O alebo g ¢ O. Podobne
definujeme nedeterministicé TS s orakulom.

Viésina dokazov, ktoré sme zatial videli tzv. ,relativizuji“ — su to nejaké
tvrdenia o TS a presne tak isto by sa dokazali aj analogické tvrdenia o TS s
ordkulom. Napriklad veta o ¢asovej/pamifovej hierarchii hovori (zhruba), Ze
ak mdme viac éasu/priestoru, potom vieme akceptovat zlozitejsie jazyky. Dia-
gonalizdciou vieme zostrojit jazyk, ktory patri do DTIME(n*7), ale nepatri do
DTIME(n%6). Uplne rovnako by sa zostrojil jazyk, ktory vieme rozpoznaf v case
n?7 s ordkulom O, ale nevieme ho rozpoznat v ¢ase n*® s ordkulom O.

Z toho, ¢o sme viak dokézali o P4 a NP4 vyplyva, ze dokaz P = NP alebo
P # NP nie je relativizujici! Nemdze byt taky, Ze by sa tiplne rovnako dokézalo
analogické tvrdenie pre lubovolné ordkulum.

Toto tvrdenie sa tiez nazyva ,relativiza¢nd bariéra“. Naozaj zatial nepozname
vela technik, ktoré nerelativizuju a této bariéra scasti vysvetluje, preco je P =
NP? taky fazky problém.

Neskor sa ukézali d'alsie ,bariéry“ (tzv. prirodzené dokazy a algebraickd
bariéra) — tvrdenia, Ze P # NP sa nedd dokdzat urcitymi dal3imi technikami.

Definicia 4.5. Pre lubovolné O definujme PC a NPC ako triedu jazykov roz-
pozndvani deterministickymi, resp. nedeterministickymi TS s ordkulom O. Ak
C je trieda jazykov, tak PC a NP¢ definujeme ako Jpec PO, resp. Uoee NPO.

Jednoduché pozorovanias:

e Trieda P? je uzavretd na komplement.

e Ak O € P, tak P9 = P.

e Ak O je tiplny pre triedu C, tak PY = PC.

PREC _ NPREC _ RECREC — REC

o PPSPACE — NPPSPACE — pSpACEPSPACE — PSPACE
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Veta 4.9 (Baker a spol. (1975)). Ezistujii jazyky A, B také, ze P4 = NP4
a PB £ NPB.

B Dokaz. Za Astaci zobraf jazyk QBF, ktory je PSPACE-tiplny; plati PQBF =
NP®P* = PSPACE.

Na druhej strane pre jazyk B definujme Up = {11l | € B}. Zrejme pre
kazdé B plati Uz € NP® (tipnem z a spytam sa B). Diagonalizdciou vieme
nijst také B, ze Up ¢ PB. O

Ijlohy

Dokézte, ze logspace redukcia je tranzitivna, teda ak A <!98 B a B <lo8 O,
tak A <log C.

Uvazujme problém zistit, ¢i je dans formula splniteln4 aspoil dvoma réznymi
ohodnoteniami. Je NP-iplny?

Néjdite jazyk, ktory dokdzatelne nie je NP-uplny.

Néjdite jazyk, ktory sa da redukovat na NP-uplny aj na coNP-tplny
problém.

(Berman a Hartmanis, 1977) Dok4zte, Ze L € P/poly prave vtedy, ked L
je polynomidlne Turingovsky redukovatelny na nejaky riedky jazyk. Teda
L € P/poly < Friedky S : L <¥ S. Hovorime, 7e jazyk je riedky, ak je
pocet slov dlzky n v jazyku iba polynomialny.

Vysvetlite, preco je nasledujici argument chybny:

SAT vieme vyrieditf v linedrnej paméifi. SAT je NP-tiplny problém
a preto NP C DSPACE(n). Podla paméifovej hierarchie je DSPACE(n) C
PSPACE a teda NP # PSPACE.

(Pripomenme, ze otdzka, ¢i P # PSPACE je stéle otvoreny problém.)
St P a NP uzavreté na homomorfizmus?
Dokazte, ze nasledujice problémy st NL-tiplné:

1. Rozhodniit, & dany nedeterministicky automat A akceptuje dané
slovo w.

2. Rozhodnit, & je dany orientovany graf silne stvisly.

3. Rozhodnit, & dany orientovany graf obsahuje cyklus.
Uvazujme obmenu problému vrcholového pokrytia s tym, Ze na vstupe
je graf G, &islo k a dostaneme prislub, ze bud ma G vrcholové pokrytie
najviac k vrcholmi alebo mé kazdé pokrytie minimélne 3%k vrcholov. Je
tento problém NP-tplny alebo v P?



Literatira 57

Literattra

Baker, Theodore, John Gill, a Robert Solovay. 1975. “Relativizations of the
PLNP question.” SIAM Journal on computing 4(4), s. 431-442.

Beigel, Richard a David Eppstein. 2005. “3-coloring in time O(1.3289™).” Jour-
nal of Algorithms 54(2), s. 168-204.

Berman, Leonard a Juris Hartmanis. 1977. “On isomorphisms and density of
NP and other complete sets.” SIAM Journal on Computing 6(2), s. 305-322.

Cook, Stephen A. 1971. “The complexity of theorem-proving procedures.” In
Proceedings of the third annual ACM symposium on Theory of computing.
ACM, s. 151-158.

Harvey, David a Joris van der Hoeven. 2019. “Integer multiplication in time
O(nlogn).” .

Karp, Richard M. 1972. “Reducibility among combinatorial problems.” In
Complezity of computer computations. Springer, s. 85-103.

Levin, Leonid Anatolevich. 1973. “Universal sequential search problems.” Prob-
lemy peredachi informatsii 9(3), s. 115-116.

Stockmeyer, Larry J a Albert R Meyer. 1973. “Word problems requiring expo-
nential time (preliminary report).” In Proceedings of the fifth annual ACM
symposium on Theory of computing. ACM, s. 1-9.



58

Kapitola 4. Redukcie, tazkost, iplnost



Cast II

Alternacia
(Svet medzi P a PSPACE)






Uvod

V dvode sme si vraveli, Ze cielom tedrie zloZitosti je (v idedlnom pripade) zistit,
aké fazké st rdzne problémy. Avsak ked'Ze ndm dokazovanie dolnych odhadov
zatial vemi nejde, snazime sa asponl roztriedif problémy do réznych tried ekvi-
valencie.

Pod'me si to skisit. Uvazujme nasledovné problémy:

e MIN-DNF — dand je DNF formula ¢ a &islo k; existuje ekvivalentnd DNF
formula velkosti < k?

e 1LTA-GRAMMAR-INEQUIVALENCE — dané su bezkontextové gramatiky Gy
a Gy nad 1-pismenovou abecedou; je L(G1) # L(G2)?

e 3-COLORING-EXTENSION — dany je graph G; dé sa kazdé 3-ofarbenie listov
rozsirit na 3-ofarbenie celého grafu?

e VC-DIMENSION® — dand je kolekcia C = {51, 5o, ...} podmnozin konecnej
mnoziny U (S; st reprezentované usporne booleovskymi obvodmi); je
VC(C) > k? T.j. existuje X CU, | X| >k, VSCX:3i:5=5NX?

AK4 je zlozitost tychto problémov?

Na jednej strane lahko vidno, Ze vietky tieto problémy sa daju riesit v expo-
nencidlnom ¢ase, dokonca v polynomidlnom priestore, teda patria do PSPACE.
Na druhej strane, vietky vyzeraji asponn NP-fazké. No dobre. Ale st teda NP-
uplné alebo PSPACE-iplné? Alebo Ze by ,nie¢o medzi“?

Vezmime si prvy problém, MIN-DNF. Ak by sme ho chceli riegif pomocou
NTS, mohli by sme si tipntt formulu 1, ale ako overime, & je ekvivalentnd
s ¢? Na to by sme potrebovali zistit, & ¢ = v je tautolégia — ¢o je coNP-tiplny
problém.

3Vapnik-Cervonenkisova dimenzia sa pouziva v tedrii ucenia i vypoctovej geometrii. Meria
svyrazovu silu®, ,flexibilitu® stiboru funkcii. Dosledné pochopenie tohto pojmu nie je nutné
pre d'alsiu diskusiu (ide len o priklad prakticky motivovaného problému), avsak ak by to
niekoho zaujimalo, tu je definicia este raz a trochu Iudskejsie: Majme mnozinu X a ofarbime
jej body dvomi farbami (na &erveno alebo na modro). Budeme hovorit, ze S; vie rozlisit modré
body od ¢ervenych, ak S; N X je presne mnozina modrych bodov. Hovorime, ze kolekcia C
rozbije mnozinu X, ak pre lubovolné zafarbenie X existuje S; € C, ktord odligi modré body
od &ervenych. VC-dimenzia je velkost najvii¢sej mnoziny, ktortd dokéze C rozbit.
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Co 3-COLORING-EXTENSION? Uz len zistif, & sa jedno konkrétne 3-farbenie
d4 rozsirit na 3-farbenie celého grafu je NP-tiplny problém. My vSak potre-
bujeme overit vsetky ofarbenia listov. Intuiticia vravi, Ze toto NTS v poly-
nomidlnom c¢ase nezvladne.

Vyzera to, Ze uvedené problémy su tazsie ako NP. St viak PSPACE-tiplné?
Pravdupovediac, ani to nevyzerd byt pravda. Mézeme ich totiz vyjadrit takto:

e MIN-DNF:
3 formula

V ohodnotenie z : ¢(x) = ¥(x)
e 1LTA-GRAMMAR-INEQUIVALENCE:

d slovo w a odvodenie v G alebo Go
¥V odvodenie v tej druhej gramatike nedostaneme w

e 3-COLORING-EXTENSION:

V ofarbenie listov
3 ofarbenie grafu

e VC-DIMENSION:
JdX VS 3i také, ze daco plati

D4 sa dokdzaf, Ze prvé dva problémy st ekvivalentné (cez polynomidlnu
redukciu) tzv. problému IVSAT: pre dani booleovski formulu ¢(z,y) zistit,
¢i existuje ohodnotenie x1,...,x, také, ze pre vSetky ohodnotenia y,...,ym
je formula ¢(x,y) splnend. Inymi slovami, ¢ je pravda, ze JaVy : o(x,y).
3-COLORING-EXTENSION je ekvivalentny problému VISAT, t.j. zistit, ¢i je dand
formula Vz3y : ¢(z,y) pravdiva. VC-DIMENSION je zase ekvivalentny problému
IVISAT.

Naproti tomu NP-uplny SAT ¢i coNP-uplna tautolégia maju iba jeden exis-
tencny Ci univerzalny kvantifikator. A opacny extrém: v PSPACE-uplnom QBF
sa moze striedat Tubovolne vela kvantifikdtorov.

Pripomefime, ze v stc¢asnosti nevieme dokéazat ani ¢i P # PSPACE. Teore-
ticky je teda stdle mozné, Ze vSetky spominané problémy st rovnako tazké.
Avsak tak ako prevazuje domnienka, ze P # NP a NP # PSPACE, verime, Ze
JVSAT ani dVISAT nepatria do NP. Tieto problémy su uplné pre triedy, ktoré
voldme Y5 a Y%, pricom NP UcoNP C ¥5 C ¥F C PSPACE a verime, 7e vietky
inkluzie su ostré.

V tejto casti budeme studovat, ako vyzerd svet medzi P a PSPACE. Dolezity
koncept, ktory ndm pomoéze pri stiidiu takychto otdzok je alterndcia. Ide o velmi
prirodzené zovseobecnenie nedenterminizmu. Triedu NP sme definovali cez NTS,
ktoré si ,tipnti“ spréavnu odpoved a v polynomialnom ¢ase ju overia. Mohli by
sme si to predstavit tiez tak, Ze pri nedeterministickom rozhodovani sa program
rozvetvi a paralelne vyskisa vSetky moznosti. Akceptuje, ak asporni jedna vetva
akceptuje.
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Problémy z coNP sme definovali jednoducho ako komplementy jazykov z NP.
Bolo by viak ovela krajsie (a uZitoénejsie), keby sme mali nejaky vypoctovy mo-
del, ktory coNP charakterizuje. Akysi ,ko-nedeterministicky“ Turingov stroj.
A cosi také vskutku existuje. Mohli by sme si predstavit nieco ako NTS —
ked m4 program viac moznosti pokracovania, rozvetvi sa a paralelne vyskisa
vietky moZnosti — s tym rozdielom, Ze akceptujeme prave vtedy, ked wvsetky
vetvy akceptujti. Napriklad coNP-tiplny problém tautolégie vieme vyriesit po-
mocou takéhoto ,ko-NTS“ v polynomidlnom ¢ase: sta¢i paralelne vyskisat
vietky ohodnotenia a skontrolovat, Ze pri kazdom je formula splneni.

Odtialto sme uz len krocik k definovaniu alternujiceho Turingovho stroja
(ATS). Ten dokaze striedat medzi tzv. existenénymi a univerzalnymi stavmi,
pricom v existencnych stavoch paralelne skuisa vsetky moznosti a akceptuje, ak
niektord (aspon jedna) vetva akceptuje, v univerzdlnych stavoch paralelne skiisa
vSetky moznosti a akceptuje, ak vSetky vetvy akceptuju. Presna definicia bude
v nasledujicej kapitole. Tu len poznamenajme, ze NTS su ATS, ktoré si pocas
celého vypoctu iba v existenénych stavoch. Naopak ,ko-NTS“ su ATS, ktoré su
cely ¢as v univerzalnych stavoch. Problém ako IVSAT vieme vyriesit ATS, ktory
v existenénych stavoch natipuje ohodnotenie x, potom sa prepne (alternuje) do
univerzalneho stavu a paralelne vyskusa vsetky ohodnotenia y. QBF zase vieme
riesit v polynomialnom ¢ase, ak mozeme neobmedzene alternovat.

Na zéver uvedme este jednu oblast, kde je takéto rozmyslanie velmi priro-
dzené, a to st hry (ku ktorym sa dostaneme v Stvrtej casti). Konkrétne hry,
kde hraji dvaja hraci proti sebe. Vezmime si napr. taky Sach. Predstavme si, ze
dostaneme poziciu v sachu a otazku, ¢ vie dat biely mat na tri £ahy. V preklade
to znamena, ¢i

existuje taky tah bieleho, Ze pre kazdd odpoved &ierneho,
existuje taky tah bieleho, Ze nech spravi éierny ¢okolvek,
existuje tah bieleho, ktory matuje.

Skrétene, ¢i § §
Jfah B Vfah C Ifah B Vfah C 3tah B : mat.

Alebo dostaneme poziciu a otdzku, ¢i ma biely vyhravajicu stratégiu — ¢i si
dokéze vynutif vyhru — na lubovolne vela tahov.

Jedna moZnost ako rozmyslat o takychto problémoch je cez rozne prehladdvania
grafu pozicii; druhd moznost je rozmyslat v ,re¢i“ alternujicich TS: existencné
stavy zodpovedaji fahom bieleho, univerzalne stavy fahom é&ierneho.
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Kapitola 5

Alternujice Turingove
stroje

Alternujice Turingove stroje definujeme rovnako ako tie nedeterministické s tym,
ze stavy rozdelime na existencéné (3) a univerzalne (V); formdlne priddme oznacenie
stavov

typ : @ — {3,V}.

Podobne ako nedeterministické stroje, aj tie alternujtice moézu mat vela réoznych
vypoctov na jednom vstupe.

To, ¢i stroj akceptuje, zistime tak, ze sa pozrieme na cely strom vsetkych
vypoétov a zacneme konfiguracie postupne od konca od listov ofarbovat — &i si
akceptaéné alebo odmietavé. Konfiguracie, ked stroj zastane, st jasné — skonéi
bud’ v akceptacnom alebo odmietavom stave (pozri obrazok 5.1). Ostatné kon-
figurdcie oznaCime postupne tak, ze

e existencnd konfiguricia je akceptacna, ak existuje aspon jedna nasledujica
konfiguracia, ktoru sme uz oznacili ako akceptaéni,

e univerzalna konfiguricia je akceptacnd, ak vSetky mozné kroky vedui do
akceptacnej konfiguracie.

Stroj akceptuje, ak je jeho po¢iatoénd konfigurdcia akceptaéna.!

L[Iba pre skalnjch formalistov.] Ak by sme chceli byt velmi formélni, moézeme definovat
mnozinu konfigurdcii C stroja M a ich ofarbenia ¢ : C — {L1,0,1}, kde 0/1 znamend odmie-
tavd/akcepta¢nd konfigurdcia a | znamend ,zatial neviem“. Definujeme usporiadanie L C 0
al T 1lalC /¢, aksafa/ naofarbenych konfigurdciach zhodujd, ale £ ma mozno ofarbené
esSte nie¢o navyse: Va € C : £(a) C ¢/(«). Definujme zobrazenie na ofarbeniach 7:

7(0)(a) = {/\a'-Mﬂ 0B) ak J:e V—konﬁgure?c%a
\/a'-M,B £(B) ak a je I-konfigurdcia
No a potom uz iba vezmeme pevny bod zobrazenia 7. Dostaneme ofarbenie £*, ktoré moézeme
ziskat tak, Ze zaéneme z prazdneho oznacenia £y (L pre vietky konfigurdcie) a opakovane
aplikujeme 7:
0 © (f0) T 7(r(t0)) E m(r(r(£€0))) C -+
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Obr. 5.1: Vypoctovy strom alternujiceho TS. Vypocet zacina v koreni, moézeme
si predstavit, ze vidy, ked m4 stroj na vyber viacero moznych pokracovani,
spusti nové podprocesy, ktoré pokrac¢uju paralelne a pocka kym skoncia. Kazdy
vrchol je jeden proces, ktory ¢aka, kym skonéi vypocet pod nim. Listy tohto
stromu st koncové konfiguricie: akceptacné (v') a odmietajice (x). Kazdy pro-
ces, ktory skonéi, odovzda materskému procesu informaéciu, ¢i akceptuje alebo
odmieta. Ked skonéia vSetky deti nejakého vrcholu, rozhodne sa na zaklade od-
povedi (a podla toho, & je existenény, alebo univerzalny) aj ich matersky proces
a skonci. Vysledok vypoctu sa dozvieme z korena.

Jeden sposob, ako sa pozeraf na alternujtice stroje, je ako na paralelny mo-
del: v kazdom stave s viacerymi moznostami sa program ,fork-ne“ a vytvori
nové podprocesy, ktoré paralelne skontroluji vsetky moznosti; ked tieto podpro-
cesy skonéia, ich rodi¢ jednoducho vyhodnoti, ¢i akceptuje (podla typu stavu).
Po k krokoch mézeme mat az exponencialne vela paralelne beziacich procesov.
Ukazeme, ze alternujice Turingove stroje skuto¢ne si ,rozumny* paralelny mo-
del v zmysle tézy o paralelnych vypoctoch.

5.1 Alternujtuci cas a priestor

Definicia 5.1 (ATIME, ASPACE). Nech f : N = N je funkcia. Hovorime,
Ze alternugici stroj pracuje v ¢ase/pamiti f(n), ak kaZdy vgpocet na kaZdom
slove x zaberie ¢as/pamit f(|x]). Definujeme ATIME(f(n)) a ASPACE(f(n))

ako triedy jazykov rozhodnute!’ny’ch na alternujicom Turingovom stroji v case,
respekive priestore O(f(n)). Specidlne

e AL = ASPACE(logn) - alternujici logaritmicky priestor,
o AP = J, ATIME(n*) - alternujici polynomidiny cas,
e APSPACE = |J, ASPACE(n*) — alternujici polynomidlny priestor,

o AEXP =/, ATIME(2"k) — alternugici exponencidlny éas.

Potom £* je suprémum (najmensie horné ohranicenie) tejto retaze.
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Automaticks prvé otdzka pri takomto novom modeli: aké je jeho sila? Co
dokaze alternujici Turingov stroj v polynomidlnom ¢ase? Zrejme aspoii tolko,
¢o nedeterministicky (¢o je §pecidlny pripad), ale zd4 sa, ze ovela viac. Zatialto
nedeterministicky stroj dokéze v polynomidlnom ¢ase zistit, ¢i

Jxy3xe -+ Ty P(21, ..., Tk),
alternujuci stroj dokaze zistit, &
Vg -z s W(xq, ... xp),

teda riesit problém QBF v polynomidlnom éase!

Algoritmus je jednoduchy: Pre (3z;) si vyberieme sprdvnu hodnotu v exis-
tenénom stave (nedeterministicky); teda stroj bude mat dve mozné pokracovania,
x; = 0 a x; = 1, a akceptujeme, ak aspoii jedna volba x; vyhovuje. Naopak pre
(Vx;) sa preklopime do univerzélneho stavu a vyskisame obe moznosti z; = 0
a x; = 1 naraz; teda stroj bude mat dve mozné pokracovania a akceptujeme,
ak obe volby z; vyhovuji. Nakoniec len v polynomidlnom &ase vyhodnotime
formulu ¢ pri danom ohodnoteni premennych a akceptujeme, ak je pravdivé.
Kazdy jeden vypocet je teda len polynomidlne dlhy, ale vSetky rdzne vypocty
zodpovedaju vSetkym moznym ohodnoteniam.

Vidime teda, ze QBF € AP a ked'Ze tento problém je PSPACE-tplny, tak
PSPACE C AP. Na druhej strane, v polynomidlnom priestore zjavne vieme prejst
vsetky polynomidlne dlhé vypoéty a prehladdvanim do hibky ofarbif vsetky
konfigurdcie ako akceptaéné/odmietavé (pamit je timernd dizke cesty od korena
k listu, skiiste si rozmysliet detaily.) Takze AP = PSPACE.

Iny pohlad na to isté je, Ze ak vieme vypoéty popisat booleovskymi for-
mulami ako v Cook-Levinovej vete, potom (intuitivne) striedanie existenénych
a univerzalnych kvantifikdtorov moézeme vyuzif na zachytenie striedania exis-
tenénych a univerzdlnych stavov. (Skuste si rozmysliet detaily.)

Toto tvrdenie sa d4 zovieobecnit a sivis medzi alternujicim asom a deter-
ministickym priestorom spresnit. Dokdzeme ho priamo simuldciou.

Veta 5.1 (Chandra a spol. (1981)). Pre t(n) > n a s(n) > logn plati:
1. ATIME(t(n)) € DSPACE(t(n)) a
2. DSPACE(s(n)) C ATIME(s(n)?).

Z toho vyplyva, Ze alternujici ¢as je zhruba rovnaky ako deterministicky priestor
(aZ na polynomidlne faktory):

ATIME(t(n)°®™M) = DSPACE(t(n)°M).

Specidlne AP = PSPACE a AEXP = EXPSPACE.

B Dokaz. 1. Dokaz je zovseobecnenim dokazu tvrdenia NTIME(¢(n)) € DSPACE(t(n)).
Budeme sekvenéne prechddzatf vietky vypoéty alternujiceho stroja. Na péske si
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sta¢i pamiitat volby, ktoré sme uz v existenénych a univerzalnych stavoch uro-
bili a oznacenie, ¢ je konfigurdcia akceptaénd/odmietavd/zatial nevieme. Ak si
predstavime cely strom vypoé&tov alternujiceho stroja, my si budeme prechadzat
cesty od koretia postupne ku vietkym listom a pamiit navyse bude dmerna dizke
cesty, teda O(t(n)).

2. Dokaz je rovnaky ako v Savitchovej vete, akurat pouzijeme paraleliz-
mus. Chceme vediet, ¢i sa d4 dostat z poéiatoénej do akceptacénej konfigurdcie,
vseobecne, ¢ Cy l—’fw C5. Pomocou existenénych stavov natipujeme prostredni
konfiguraciu C' a pomocou univerzalnych stavov paralelne skontrolujeme, ¢i
¢y FY2Y 6 a gdroven € FIYPT 0.

Skitste si rozmysliet, Ze toto je rovnaky trik, aky sme pouzili pri dokaze, Ze
problém QBF je PSPACE-uplny. O

Pripometime si, Ze podla tézy o paralelnych vypoctoch st éas na ,,rozumnom*
paralelnom modeli a priestor na ,rozumnom* sekvenénom modeli zhruba ekvi-
valentné. V tomto zmysle su alternujice stroje ,rozumny“ model paralelnych
vypoctov.

Veta 5.2 (Chandra a spol. (1981)). Pre t(n) > n a s(n) > logn plati:
1. ASPACE(s(n)) € DTIME(20((m)),
2. DTIME(t(n)) € ASPACE(logt(n)).

Teda alternujici priestor je zhruba rovnaky ako exponencidlny deterministicky
cas:

ASPACE(s(n)°M) = DTIME(20((™)),
Specidlne AL = P a APSPACE = EXP.

B Dokaz. 1. Stroj s pamitou s(n) moze dosiahnut najviac C' = 20¢(") konfi-
guracii. Vietky si ich vygenerujeme a ndsledne budeme ofarbovat tie akceptaéné:
zaCneme s konfigurdciami, kde stroj zastane a akceptuje a postupne ofarbujeme
dalsie a d'alsie podla definicie ATS. Skonéime, ked ofarbime zagiatoni konfi-
gurdciu (vtedy vieme, Ze vypocet bol akcepta¢ny), alebo ked’ uz nevieme ofarbit
ziadnu novti konfigurdciu (vtedy sme uz ofarbili vietky akceptacné konfiguracie?
a teda vieme, Ze vypocet nebol akceptacny). Cas bude polynomislny od C, ¢o
je stale 20(s(m)

2. Predstavme si t krokov vypo¢tu ako tabulku ¢ x t, kde i-ty riadok je
konfiguracia v case i. Ako sme si ukdzali v kapitole 4.2, tento vypocet sa d&
popisat obvodom alebo booleovskou formulou, pricom obsah ,,policka“ j v ¢ase
i zévisi len od obsahu konstantne vela policok okolo j v ¢ase i — 1 a dany
obvod bol velmi uniformny. Ekvivalentny ATS bude tento obvod vyhodnoco-
vat, pricom pdjde od posledného riadku, poslednej konfiguracie k pociatocnej
a pre kazdé policko bude kontrolovat jeho spravnost ,paralelne“. Uvedomme
si, Ze s logaritmickou pamiitou mame dost miesta na krok vypoétu a index

2dosiahli sme pevny bod ¢* zobrazenia 7, vid pozndmku pod &iarou na strane 1
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policka, ale nemdme dost miesta, aby sme si mohli vypisat jednu celd konfi-
guraciu, alebo celd histériu jedného policka. Vyuzijeme preto existencné stavy,
v ktorych budeme tipovat obsah jednotlivych poli¢ok, vidy skontrolujeme, &i
lokalne vypocet sedi a pomocou univerzalnych stavov rekurzivne skontrolujeme,
ze vSetky policka v predoslom kroku vypoctu sme natipovali spravne.

O

Zhrnutie

Zatial sa ndm podarilo dok4zat, ze zékladné alternujice triedy (AL, AP, APSPACE,
AEXP) sa zhoduju s tymi klasickymi — len trochu posunuto:

L € P C PSPACE C EXP C EXPSPACE C---
| Il Il |
AL C AP C APSPACE C AEXP c...

To je dobra sprava: dostali sme nové charakterizicie, novy pohlad na ,staré“
triedy. Ddva ndm to novy sposob, ako rozmyslat o tychto triedach, ¢o mozeme
vyuzit v d'alsich dokazoch.

V hornom riadku mdme deterministické vypocty (bez alterndcie), v dolnom
riadku mame neobmedzent alterndciu. V nasledujucej kapitole sa pozrieme na
to, ¢o sa stane, ak alternaciu sice povolime, ale len v obmedzenej miere.

ﬁlohy

e Dokazte, ze pre Iubovolné k trieda PSPACE obsahuje problémy, ktoré sa
nedajii riesit (neuniformnymi) obvodmi velkosti n*. Inymi slovami, pre
kazdé k je rozdiel PSPACE —SIZE(n*) neprazdny. Pripometime, 7e SIZE(n)
obsahuje aj nerozhodnutelné jazyky, avéak PSPACE ¢ SIZE(n*) pre ziadne
fixné k. (Otdzka, ¢i PSPACE C P/poly je otvorend, kedZe nedokdZeme
vyliéit ani, ze P = PSPACE),

e Dokdzte, ze alternujice Turingove stroje, ktoré robia A(n) alternécii a
pouzivaji S(n) pamiite (paskovo konstruovatelné funkcie, S(n) > logn) sa
dajui simulovat deterministicky v paméiti O(A(n)S(n) + S(n)?). Vsimnite

)

si, ze pre A(n) = 1 dostaneme Savitchovu vetu NSPACE(S(n)) € DSPACE(S(n)?).

Napriklad pre polynomialny priestor sme sa uéili, ze PSPACE = NPSPACE.
Podla tejto vety aj keby sme pridali polynomidlne vela alterndcie, stdle
ostavame v PSPACE.

e Dokézte, ze pre kazdy alternujici Turingov stroj pracujici v ¢ase t(n) a
pamiti s(n) existuje ekvivalentny stroj, ktory sa pocas kazdého vypoctu
maximalne raz, na konci pozrie na jeden znak vstupu a pracuje v Case
O(t(n)) a paméiti O(s(n)). (Mozeme si predstavit model, kde ¢itacia hlava
nevidi vstup a naéita pismeno, az ked stroj prejde do Specidlneho stavu.)



70 Kapitola 5. Alternujice Turingove stroje

Literatura

Chandra, Ashok K, Dexter C Kozen, a Larry J Stockmeyer. 1981. “Alternation.”
Journal of the ACM (JACM) 28(1), s. 114-133.



Kapitola 6

Polynomialna hierarchia

V tejto a nasledujticej kapitole budeme studovat tzv. polynomidlnu hierarchiu
— velmi prirodzentd a uZitoénu hierarchiu vécsich a vaésich tried medzi P a
PSPACE.

To, ze tieto triedy su naozaj prirodzené, uvidime z mnozstva ekvivalentnych
definicii, ktoré ich vystihuji. Na ,prirodzené® objekty v matematike a informa-
tike mozeme ¢asto nahliadat viacerymi sposobmi. Napriklad na kombinaéné éisla
sa mozeme pozerat cez Pascalov trojuholnik, cez binomickt vetu, & cez kombi-
natoriku (pocet kombinécif). Na ststavu linedrnych rovnic sa moézeme pozerat
cez matice, cez riadky, cez stfpce, cez linearne zobrazenia, cez determinanty,. . ..
Na reguldrne jazyky sa mozeme pozerat cez DKA, NKA, reguldrne gramatiky,
¢i regularne vyrazy. Rekurzivne funkcie moZeme zadefinovat cez milién moznych
ekvivalentnych modelov. No a podobne je na tom aj polynomidlna hierarchia,
ukdzeme si sedem roéznych sposobov, ako sa na fu pozerat. V tomto zmysle je
tato hierarchia prirodzena.

Polynomialna hierarchia je navyse vznikla priamociarou analégiou z tzv.
aritmetickej hierarchie, ktora sa studuje v tedrii vypoéitatelnosti. Jediny roz-
diel je, Ze namiesto , vypo&itatelné v koneénom &ase“ sa budeme venovat poly-
nomialnemu casu.

6.1 Alternacia

Definicia 6.1 (Polynomidilna hierarchia 1.). Hovorime, Ze alternujici Tu-
ringov stroj je Xy-stroj (resp. Ug-stroj), ak zadne v existencnom (resp. uni-
verzdlnom) stave a pocas kazdého vipoétu najviac (k — 1)-krdt prejde z exis-
tenéného stavu do univerzdlneho alebo naopak. Teda kazdyj vijpocet sa dd rozdelit
na k dsekov, v ktorych je stroj striedavo v 3- a V-stavoch; hovorime, Ze k-krdt
alternuge (pozri obrdzok 6.1).

ZE a I_IE potom méZeme definovat ako triedy jazykov akceptované ¥y -, resp.
1) -strojom v polynomidlnom case. Trieda PH (polynomidlna hierarchia) obsa-
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E N4
N 3
3 i N4 k
N 3
3 N4
N4 3
(a) Xg-stroj zac¢ina v I-stave.. (b) Ii-stroj za¢ina v V-stave.

Obr. 6.1: Stroje s obmedzenym alternovanim. Y- a IIj-stroj su také alternujice
TS, 7e kazdy ich vypocet sa dd rozdelit na najviac k 3/V usekov, kde sa typ
stavu nemeni. Hovorime, ze iba k-krat alternuju.

NP =
Ry PR3 PR
P= ):5’ = ﬂg PH PSPACE
ny ny ng
= coNP

Obr. 6.2: Polynomidlna hierarchia

huje vsetky jazyky, ktoré si z £} pre nejaké i, t.j.

PH = DZE.
k=0

Specidlne ¥;-stroje si cely ¢as v existenénom stave — si to teda nedetermi-
nistické stroje a ¥ = NP. Zrejme ¢fm viac alternécif povolime, tym dostaneme
potencialne vac¢siu triedu. Rozmyslite si, ze ZE aj I'ILD st podmnozinou aj ZE_H

s AP .
aj) I_|k+1-
P P P P

Preto nezdlez{ na tom, ¢i PH definujeme cez £f alebo MF:

PH:GZP:GI‘IE.
k=0 k=0

Tieto vztahy s zobrazené na obrdzku 6.2 (triedy AE definujeme neskor).
Na spodku mame P, zjednotenie celej hierarchie je PH a nad tym je PSPACE.

Poznamenajme, Ze L € PH, ak existuje k (lubovolne velké, ale fixné) také,
ze problém L sa d4 riesif v polynomidlnom ¢ase s k alterndciami. Naproti tomu
v PSPACE je pocet alterndcii neobmedzeny a moze rast s velkosfou vstupu
(napriklad pri QBF je pocet alternécii rovny poctu kvantifikdtorov).
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6.2 Certifikaty

Druhd moznost, ako definovat polynomidlnu hierarchiu je cez certifikdty. Trieda
NP sa d4 zadefinovat takto: L € NP prave vtedy, ked existuje polynomidlne
dlhy ,,d6kaz“, ktory vieme overit v polynomidlnom &ase; inymi slovami, existuje
polynomidlna relacia R takd, ze ¢ € L <= Jy : (x,y) € R. (Tento dokaz mdze
obsahovat nedeterministické rozhodnutia Turingovho stroja; na druhej strane
nedeterministicky Turingov stroj vie tento dokaz uhadnut a overit.)

Ked'7e coNP obsahuje doplnky jazykov z NP a =3z : ¢(x) je ekvivalentné
Va : —¢(x), trieda coNP obsahuje jazyky L, pre ktoré existuje polynomidlna
relacia R takd, ze v € L <= Yy : (z,y) € R. Je potom prirodzené triedy NP a
coNP zovseobecnit:

Definicia 6.2 (Polynomialna hierarchia I1.). Hovorime, Ze R je polynomidlna
reldcia, ak je polynomidlne ohranicend, t.j. existuje polynom p taky Ze pre kaZdé
(@, Y1,y yn) € R je lyr] + - + |yn| < p(|z]) a navyse je prislusnost do R
rozhodnutelnd v case polynomidlnom od |z|.
Triedy ¥ a N definujeme nasledovne:
. ZE je trieda jazykov, pre ktoré existuje polynomidlna relicia R takd, Ze
r € L < InVye3 - Qui(w,y1,...,yx) € R
° I_IE je trieda jazykov, pre ktoré existuje polynomidlna reldcia R takd, Ze
x €L << Vy1 IyoV- - Qui(z,y1,.-.,yx) €ER

Specidlne definujeme L = ny =p.
Z tejto definicie je zjavné, ze L € £f <= L € MNF, teda
P = colf a NP = coxf.

Namiesto (k + 1)-drnej reldcie R mézeme tiez pouZif indukciu. Mézeme pri-
tom pouzit operdtory 3 a V definované sekcii 2.2:

Definicia 6.3 (Polynomidlna hierarchia III.). Definujme
oY) =N =P,
o ¥p , =3-T a ng,, =co-Xf,, =V-3F.

Ak reldciu R v definicii II. zapiSeme pomocou booleovskej formuly (ako
v dékaze Cook-Levinovej vety), dostaneme, ze IVSAT je L5-tplny, VISAT je
NE-tplny, IVISAT je E-tplny, atd. Vo vseobecnosti definujeme Y5 SAT ako
problém zistit, ¢i je dand formula

Elflva . ka : (b(:)_fl, e ,fk)

s k striedajucimi kvantifikatormi pravdiva a podobne definujeme II;SAT s tym,
7ze formula zaéina univerzalnym kvantifikdtorom. Problém X, SAT je Lf-tiplny
a IIxSAT je I'If—ﬁplny.

Polynomislnu hierarchiu vieme ekvivalentne definovat cez jej tiplné problémy:



74 Kapitola 6. Polynomidlna hierarchia

Definicia 6.4 (Polynomidlna hierarchia IV.). Plati:
o ¥' ={L| L <F %,Sat},
o MNP ={L|L <t I,Sar}.

Viac problémov uplnych pre jednotlivé tirovne polynomialnej hierarchie néjde
citatel v kompendiu Schaefer a Umans (2002a) a Schaefer a Umans (2002b).
Medzi inymi, problémy, ktoré sme si predstavili v tvode, su tplné pre svoje
prirodzené triedy:

e MIN-DNF je ¥5-tiplny,
e 1LTA-GRAMMAR-INEQUIVALENCE je ¥5-tiplny,
e 3-COLORING-EXTENSION je M5-iplny a

e VC-DIMENSION je ¥5-iplny.

6.3 Orakula

Piata ekvivalentna definicia je cez ordkuld. Vezmime si napriklad IVSAT. Pre
dani formulu

Elmla--'7$mvyla"'ayn:¢(x7y)

je ¢« (y) tautolégia?

chceme zistit, ¢i je pravdivé. To je ekvivalentné otdzke, ¢i existuju xi,...,Tm
také, ze formula ¢, (y), kde dosadime hodnoty x1, ..., Tm, ale y1,. .., y, ostdvaji
volné premenné, je tautolégia. Mozeme teda pisat

JxVy : ¢(x,y) € IVSAT <= existuje x také, ze ¢, (y) € TAUT.

Ak by sme teda mali nedeterministicky Turingov stroj a pridali mu ordkulum,
ktoré dokdze riesif TAUT, tak takyto stroj dokaZe riesit IYSAT v polynomidlnom
case: nedeterministicky si tipne x a ordkula sa spyta na ¢,. Z toho vyplyva, ze
Z2P C NPTAUT-

Plati to aj naopak? Vieme kazdy vypocet N simulovat Yp-strojom v
polynomidlnom ¢ase? Na prvy pohlad méme problém: nemoézeme len tak od-
simulovat prvi odpoved ordkula v V-stavoch a nasledne sa vratif do I-stavov,
simulovat nedeterministicky stroj, druhi odpoved zase simulovat v V-stavoch,
atd. K dispozicii mdme iba dve alterndcie!

Finta je, ze vypocet NPTV budeme cely simulovat v F-stavoch, pricom
vietky odpovede ordkula si natipujeme. Ak tipujeme, Ze odpoved ordkula na
i-tu otdzku ¢; € TAUT je NIE, hned aj natipujeme ohodnotenie, pri ktorom
formula nie je splnend a overime ho. Otdzky, kde tipujeme odpoved ANO, teda
formule ¢;, ktoré tipujeme, ze su tautoldgie, si zapiSeme a odlozime na neskor.
Vsetky ich otestujeme naraz az na konci v V-stavoch. Akceptujeme prave vtedy,
ak simulovany stroj akceptuje a zaroven vsetky tipnuté odpovede boli spravne.

P TAUT
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Teda NP™" = ¥B. Zdroven sme ako bonus dokazali, ze trieda NP™" ostane

rovnakd, aj ked povolime len jedint otdzku na ordkulum TAUT — vietky formule
sa totiz daju (po premenovani premennych) skombinovat (zANDovat) do jednej
otazky.

Pri ordkulach je jedno, ¢i mame ordkulum pre jazyk alebo jeho komplement
(nie je ni¢ jednoduchsie ako spytaf sa ordkula a nisledne odpoved znegovat).
Preto

ZZP _ NPTAUT — NPSAT — NPNP — NPCONP.

Podobne
M5 = coNP5AT = coNPNP = coNP=NP = co(NPNP).

Definicia 6.5 (Polynomidlna hierarchia V.). Triedy £f a N} definujeme
induktivne:

e Y0 =1f =P,

¢ SP  =NP™ 4 TP, =co%P,, = coNP™ = coNP™,

Okrem toho mézeme definoval AE_H =P% = PHE, pricom A = AY = P.
Teda

NP
P C NP C NPV c NPWY o nNpMT
I I I I I
sP yP >P 5P >P

(NP”P))
pricom zéatvorkovanie je vzdy myslené doprava: NP( .

Zjavne Af, | = P = P obsahuje aj ¥ aj MP a zjavne naopak PT C
NP™ M coNP™ (pozri obrdzok 6.2). AP, st problémy, ktoré sa dajd poly-
nomidlne Turingovsky redukovat na X, SAT:

ARy, ={L| L <} %,Sat} = {L | L < II;Sat}.

6.4 Paralelizmus

Nakoniec moézeme polynomislnu hierarchiu definovat pomocou d'alsich para-

lelnych modelov ako su booleovské obvody alebo paralelné RAMy. Polynomialna

hierarchia je ekvivalentns triede problémov, ktoré sa daju riesit v konstantnom

¢ase, ak mame exponencidlne velké vypoctové zdroje, t.j. exponencidlne vela

hradiel alebo exponencidlne vela procesorov, ktoré poéitaji paralelne.
Presnejsie:

Definicia 6.6 (Polynomidlna hierarchia VI1.). Hovorime, Ze trieda boole-
ovskych obvodov je DC-uniformnd, ak existuje polynomidlny algoritmus, ktory
pre dané n vypocita pocet hradiel obvodu pre vstupy dl/z'ky n, pre danid dvoj-
icu (n,1) zisti typ i-teho hradla (N alebo V) a pre dané (n,i,j) zisti, ¢i je i-te
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hradlo vstup j-teho hradla. Potom PH je trieda problémov, pre ktoré existuje
DC-uniformnd trieda monoténnych obvodov (len A\ a V hradld; ale bez — hra-
diel; na vstupe dostane T1,—T1,T2, T2, ..., Ty, Ty ) exponencidlnej velkosti,
konstantnej hl/bky s neobmedzengm stupriom.

Definicia 6.7 (Polynomidlna hierarchia VII.). UvaZujeme model PRAM v
CRCW mdde. Polynomidlna hierarchia obsahuje prdave problémy, ktoré sa daju
riesit paralelne v konstantnom éase, ak mdme k dispozicii exponencidlne vela
Procesorov.

Ekvivalencia tychto dvoch definicii vyplyva zo vzdjomnej simulovatelnosti
obvodov a PRAMu, ktoré sme spominali v kapitole o Vypoc¢tovych modeloch.
Ekvivalenciu s predchddzajticimi definiciami nechdvame ako cvicenie pre Gitatela.

Veta 6.1 (Stockmeyer (1976), Wrathall (1976), Chandra a spol. (1981),
Vinay a spol. (1990)). Vsetky uvedené definicie polynomidlnej hierarchie I.—
VII. si ekvivalentné.

Ulohy
e Dokézte, ze ak £f C NF, potom XF =M.
e Dokézte, 7ze ak Lf = ZE_H, potom Xf = MF.

e Dokézte, ze VI. definicia PH cez DC-uniformné obvody je ekvivalentna
predoslym.

e Dokazte, ze EXP je trieda jazykov s DC-uniformnymi obvodmi expo-
nencidlnej velkosti.
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Kapitola 7

Vztahy s ostatnymi
triedami

S polynomidlnou hierarchiou sme do rik dostali ovela presnejsie ,pravitko*,
ktorym moézeme meraf problémy medzi P a PSPACE. Doteraz sme na stupnici
mali iba P, NP a PSPACE, ale pridali sme d'alsich nekoneéne vela medzistupiiov.
V tejto kapitole tymto pravitkom primeriame k inym triedam — k neuniformnym
obvodom a pravdepodobnostnym algoritmom.

7.1 Kolaps polynomialnej hierarchie

Predpokladdme, Ze polynomialna hierarchia je striktnd, tzn. P € NP C ¥5 C
P C .- apodobne P C coNP C 5 C I_Ig C ---, pricom kazd4 d'alsia trieda je
ostro vicsia a obsahuje fazsie a tazsie problémy.

Aké st iné moznosti? Mohlo by sa napriklad stat, ze P = NP, ale d'alej
je uz hierarchia striktnd? Moze sa stat, ze ¥ C ¥f =35 c ¥f =3¥F c ...
(=P # ZEPH pre parneia ¥ = ZIPH pre neparne )77 A je mozné, ze NP C coNP,

lebo univerzalny kvantifikator je v nejakom zmysle ,silnejsi“ ako existenény?
NiIE, ukazeme si, ze si len dve pripustné moznosti:

1) polynomidlna hierarchia je nekoneénd a striktnd; kazd4 d'alsia tdrovei
dokéaze ostro viac, Zip - ):i':_l, a triedy Zip a I'II!D si neporovnatelné pre
vSetky i, alebo

2) existuje k také, ze po k-tu trovei je hierarchia striktnd, P = £§ c £} C
P c..-C ZE, ale na k-tej urovni ZE = I'ILD a vsetky zvysné tdrovne
skolabuji: ¥P = I"IE = ):E+1 = ZE+2 =...=PH.

Skuste si najskor sami dokézat tieto jednoduché tvrdenia:
e Ak ¥F C NP, potom If =NF.

o Ak ZE = ZE_H, potom ¥F = I'IE.

79
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Veta 7.1 (Kolaps PH). Ak P = NP, tak celd celd polynomidlna hierarchia
skolabuje na PH = P. Ak NP = coNP, tak PH = NP.

Vo wvseobecnosti ak ¥f = MF, tak PH = ¥ a hovorime, Ze polynomidina
hierarchia skolabuje na i-tu urover.

B Dokaz. Indukciou dokazeme, ze P = ZiP = ﬂiP pre vsetky i. Baza indukcie

i = 1 je predpoklad nasej vety (NP = £7). Vsimnime si, ze trieda P je uzavretd

na komplement a preto ak P = ZF, tak automaticky P = ):iP = I'IIP.
Predpokladajme, ze P = ZiP = I'IiP a ukézme, ze potom P = ZiP_H = I'IF_H.

Nech L € ZiP-s-r To znamend, Ze existuje polynomialny stroj M taky, ze

x €L < JugVuy - Qu; : M(x,ug,...,u;) =1

(z,up)eL’
(kde ug, . .., u; st polynomidlne dlhé). Definujme jazyk
L' = {(z,u0) | Yur -~ Qui : M(z,up,...,u;) = 1}.

Ten m4 o jeden kvantifikdtor menej a teda zjavne L' € I'IiP. Avsak z indukéného
predpokladu NP = P a teda L' € P.

Ak vsak L' € P, tak existuje deterministicky Turingov stroj M’, ktory ho
akceptuje v polynomidlnom case a potom zjavne L € NP, pretoze

rx€L <+ Ju:M(z,u)=1.

No ale my sme predpokladali, ze P = NP a preto L € P. Takto sme ukazali,
ze ak P =¥P =P, tak aj Tubovolny jazyk z ¥ | patri do P a teda P = %P, =
NP ,, ¢im sme dokdzali indukény krok.

Skratka, ak P = 3- P = V- P, znamen4 to, Zze operatory 3 a V s triedou P
,ni¢ nerobia“. Potom napriklad ¥§ =3 (V- (3-P)=3-(V-P)=3-P=P.

Druh4 ¢ast vety sa ukdZe podobne (prenechdvame &itatelovi). O

7Z toho vyplyva, Ze napriklad dokdzat, ze NP # coNP je faZsie (alebo aspoii
tak fazké) ako dokédzat, ze P # NP. Ak by sa nam podarilo dokdzat, ze ¥ # MN%,
automaticky plati P ¢ NP C 5 ¢ Z3P.

V predchddzajiicej kapitole sme si ukézali rozne - a MP-iplné problémy.
M3 aj celd PH nejaky PH-tiplny problém? Skiste si rozmysliet, Ze ak by taky
existoval, tak PH skolabuje na ¥ pre nejaké k.

7.2 Obvody a polynomialna hierarchia

Jeden z moznych utokov na problém ¢ P = NP je pomocou booleovskych ob-
vodov. P je trieda jazykov akceptovanych uniformnymi obvodmi polynomidalnej
velkosti, avSak viésina dolnych odhadov na velkost obvodov uniformitu vébec
nevyuziva a tieto dolné odhady platia aj v neuniformnom modeli.
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Nika sa ndm teda otdzka: aky je vzfah medzi NP a P/poly? Vedeli by sme
dokézat, Ze na riesenie SATu potrebujeme exponencidlne velky obvod? (Alebo
aspoi superpolynomidlne velky?)

Vieme, ze P C P/poly, takze

ak P = NP = NP C P/poly.

Inymi slovami, ak NP & P/poly, ak sa SAT ned4 riesif obvodmi polynomidlnej
velkosti, potom P # NP. Takze skusat dokézaf, ze P # NP pomocou dolnych
odhadov na velkost obvodov je rozumnd moznost. Nanestastie, zatial najsilnejsi
odhad, ktory vieme dokazat, je Ze na riesenie SATu treba aspoii 5n+o(n) hradiel.
Zaujimava je vSak aj otdzka, ¢i plati aj opaéna implikacia. Je pravda, ze

ak NP C P/poly = P = NP?

Inymi slovami, st tvrdenia P # NP a NP € P/poly ekvivalentné? Odpoved je, Ze
zatial nevieme. Avsak vieme dokézat o ¢osi slabgie tvrdenie. P = NP znamen4,
7e celd polynomidlna hierarchia skolabuje na P (na nultt drovei) — to dokazat
nevieme. AvSak vieme, ze ak by NP C P/poly, tak polynomidlna hierarchia
skolabuje na druhi droven.

Veta 7.2 (Karp (1982)). Ak NP C P/poly, tak PH = ¥5.

B Doékaz. Nech NP C P/poly, ukdzeme, ze M5-tiplny problém VY3ISAT ob-
sahujtici pravdivé formuly tvaru Yu3ve(u,v) patri do ¥5. Podla predpokladu
existuje trieda obvodov {C}, }en polynomidlnej velkosti takd, Ze C, ku kazdému
¢ a u ndjde vhodné v, aby ¢(u,v) bola pravda.

Obvod C,, sa d4 zapisat pomocou polynomialneho poétu bitov, takze formula

YVu Ju : (b(u,\zi_/)

nechdme vypoéitat obvodom C,,

sa da prepisat do tvaru

3<Cn> VU/ : ¢(U, C’n(¢’ ’U/))7
——
spliujice v
z ¢oho zjavne vyplyva VISAT € 5. To, ¢ pre kazdé u existuje ,vhodné“ v

rozhodneme tak, ze zistime, ¢i existuje obvod, ktory ku kazdému v ,,vhodné“ v
vypocita. O

Podobné tvrdenia (ze ak C C P/poly, tak celé C skolabuje na ¥5) sa daji
dokézat pre viacero tried C. Napriklad ak by sa vietky problémy riesitelné v
exponencidlnom ¢ase dali riesif polynomialnymi obvodmi, potom EXP = £5:

Veta 7.3 (Meyer). Ak EXP C P/poly, tak EXP = ¥5.
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B Dokaz. Nech L = L(M) € EXP a definujme jazyk
Ly = {(z,4,7) | v i-tej konfigurdcii vypoctu na vstupe z je na j-tej pozicii 1}.

Zrejme ak cely vypocet trva exponencidlne dlho, tak v exponencidlnom case
viem aj vypoéet odsimulovat, stopnit v i-tom kroku a pozriet sa na j-tu poziciu
konfiguracie, teda zjavne Lj; € EXP.

Keby EXP C P/poly, potom aj Ly; € P/poly, ¢o znamend, ze cely expo-
nencialne dlhy vypoéet stroja M vieme zakédovat do polynomidlne velkého
obvodu. Jazyk L potom vieme rozhodovat takto:

r € L <= dexponencidlne dlhy akcepta¢ny vypocet stroja M
<= dpolynomidlny (C) Vi, j : VERIFY)N (C, 2,4, ),

kde VERIFY); je algoritmus, ktory skontroluje, ze obvod C kdduje akceptaény
vypocet stroja M. Konkrétne pre j-tu poziciu v i-tej konfiguracii zisti, ¢i zod-
poveda j-tej pozicii v predoslej konfiguracii, ¢i je v pociato¢nej konfiguracii na
vstupe z a ¢i je v poslednej konfigurdcii povedzme hlava tiplne vlavo (normélny
tvar) a v akceptacnom stave. Aj napriek tomu, Ze konfigurécie si exponencidlne
dlhé, kazdé jedno policko zavisi len od konstantne vela predoslych, indexy i, j
majui polynomialnu dizku a o sa nachddza na pozicii (i,7) vieme vd'aka obvodu
C vypocitaf v polynomidlnom éase. A tak sme ukazali, Ze keby EXP C P/poly,
Tubovolny jazyk L € EXP vieme zapisat v tvare ,3V“ a teda patri do 5.
ukdzeme, ze L € ¥5. O

Skepticky ¢itatel mozno zaéne pochybovat, ¢i dokazy takychto viet maji
vobec zmysel. Niektori informatici takéto vety nazyvaji ironicky ,vety typu
keby prasaté vedeli pisakat, tak kone by vedeli lietat“. No ale my verime, ze
prasatd nevedia piskat. A tiez, Ze kone nevedia lietat. Tak naco to je dobré?

V skuto¢nosti mame v tedrii zloZitosti vela tvrdeni a hypotéz, ktoré nevieme
dokédzaf. Na zatiatok je teda moZno uZitoéné ozrejmit si, ¢i si niektord hy-
potézy ekvivalentné, alebo je niektord silnejsia, & jedna vyplyva z druhej, atd’.
Konkrétne, ak verime, ze polynomialna hierarchia je striktnd, aké dosledky z
toho vyplyvaju?

Druhy dévod je mézno akési viera, e zhromazdovanim d'alsich a d'alsich
dosledkov sa tieto tvrdenia budd dat pospédjat do nietoho uzitoénejsicho. A to
sa naozaj deje. Existuje viacero prikladov, ktoré dokazuju uzitoénost podobnych
viet (pozri napriklad kapitoly Zlozitost poéitania a Derandomizicia a dolné
odhady).

My si zatial ukdzeme len jeden absoltitne neuzitoény, zato filozoficky velmi
zaujimavy az podivny dosledok predchadzajicej vety. Vidite, ¢o je na nom
c¢udné?

Dosledok 7.1. Ak P = NP, tak EXP & P/poly.

B Dékaz. Ak P = NP, tak P = ¥5. Keby EXP C P/poly, tak EXP = ¥5 = P.
To je ale spor s ¢asovou hierarchiou. O
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Zvlastnost tohto tvrdenia spoéiva v tom, Ze zatialéo doteraz sme mali vysledky
typu ,ak vieme riesit takéto problémy, tak vieme riesif aj takéto“, ,ak je toto
lahké, potom aj toto je Tahké“, podla tejto vety ak je SAT lahky, potom EXP
obsahuje fazké problémy (ktoré sa nedaju riesit polynomialnymi obvodmi).

Na zéaver tejto sekcie si eSte ukdzme Ze uz na druhej tirovni polynomidlnej
hierarchie vieme néjst problémy, ktoré nedokizu riesit polynomislne obvody
velkosti n* (pre fixné k). V tlohe z kapitoly 5 bolo treba ukizat existenciu
problémov v PSPACE — SIZE(n*). To bola rozevicka. Teraz tento vysledok dra-
maticky zlepsime az na Y5 namiesto PSPACE.

Samozrejme, radi by sme nasli nejaky problém z NP, ktory je fazky aj pre
obvody, ale toto hladanie je zatial beznidejné. Nevieme dokézat ani len super-
linearny dolny odhad.

Veta 7.4 (Kannan (1982)). Pre kaZdé k existuje jazyk z £5 NN, ktory nie
je v SIZE(n*).

Pozor, tato veta nehovor, ze existuje problém v £5 N M5 — P /poly. Dobre si
rozmyslite, aky je v tom rozdiel.
B Doékaz. Uvazujme jazyk L € SIZE(n**!) — SIZE(n*), ktory je poéitany
lexikograficky najmensim obvodom — takyto jazyk existuje vdaka neuniformnej
hierarchii. Potom L € ¥f. Vetu ,z € L, kde L je jazyk z SIZE(n**1) — SIZE(n*)
s lexikograficky najmensim obvodom*® vieme totiz zapisat pomocou 4 vnorenych
striedavych kvantifikdtorov. Potrebujeme overit, Ze

k+1

1. existuje obvod C velkosti n**1 taky, ze

2. neexistuje ekvivalentny obvod velkosti n* — ¢ize kazdy maly obvod c sa na
nejakom slove 1isi od C

3. a zarovenn C' je najmensi taky — tzn. pre kazdy lexikograficky mensi obvod
existuje obvod velkosti n*, ktory akceptuje rovnaky jazyk (resp. rovnaké
slova dlzky n)

4. takyto obvod C' akceptuje x.

x € L < Jobvod C taky, ze
([Vobvod ¢ velkosti n* Jslovo y : C(y) # c(y)]
A [Vlexikograﬁcky mensi obvod D
Jobvod d velkosti n*, ¥z : D(z) = d(z)]
AC(@) =1)
(V tejto formuldcii mame este pomiesané logické spojky a kvantifikdtory, dolezité

viak je, ze v najhlbsej vetve sa striedaji 4 kvantifikdtory: ICV.D3IdVz. Podla
pravidiel predikdtovej logiky vieme tiito vetu prepisat do tzv. prenexného tvaru
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[ ] 00000
[ ] [ ] [ ] [ ] [ N ]
[ ] [ ] [ X J [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ X ] o0 00
[ N ] o000 [ ] [ X J
ee ooooe
[ ] [ ] [ ] [ I N ]
° e o000 oo
[ ] [ ] [ X ] o000
a) ak x ¢ L(M), b) ak z € L(M),
S, je mald S, je velka

Obr. 7.1: Stvorec znézoriiuje priestor {0,1}™ vsetkych m-bitovych refazcov
(ndhodné bity, ktoré pouziva BPP-algoritmus M). S, je mnozina ndhodnych
refazcov r € {0,1}™, na ktorych M (x,r) akceptuje. Ako rozliime pripady a)
S, je mala, vs. b) S, je velk4?

3C :Ve,D : 3y,d : ¥z : ¢. Alebo L§-stroj akceptujici L moze po natipovani C
prepniit do univerzalneho stavu a paralelne overit vietky tri A-vetvy v zatvorke.)
No dobre, takto sme dokézali, ze L € L — SIZE(n¥), ale veta slubovola ¥F,
nie?
Zvy$ok dokazu je srandovny: d'alej budeme postupovat podla toho, ¢i sa SAT
dé riesit obvodmi velkosti n*. Odpoved sice nepozname, ale v oboch pripadoch
nasa veta plati:

o Ak SAT ¢ SIZE(n*), tak SAT je jazyk, ktory hladali (SaT € £& N 1)

e Naopak, ak SAT € SIZE(n*), tak PH podla Karp-Liptona skolabuje a tym
padom sa jazyk L, ktory je na stvrtej drovni, prepadne na druhi. L € PH,
ale ak SAT € P/poly, tak PH = 5 n 5. O

Pekny od'ob, nie? Intuicionisti by protestovali.

7.3 Nahodnost a polynomidlna hierarchia

Nakoniec sa pozrime este na vzfah medzi polynomidlnou hierarchiou a BPP.
Hoci verime, Ze ndhodnost pri rieseni problémov az tak nepomsha a BPP = P,
nevieme dokdzat ani len BPP C NP. Vieme vsak aspoil dokdzat, ze BPP patri
pod druhu uroven:

Veta 7.5 (Sipser, Gacs, Lautemann (1983)). BPP C Y5 nn¥%.

B Do6kaz. Nech M je BPP stroj pre jazyk L, ktory na m-bitovom vstupe z
pouzije m ndhodnych bitov a myli sa len s exponencidlne malou pravdepodob-
nostou. Oznaéme S, mnozinu ndhodnych refazcov, na ktorych M akceptuje.
Vieme, Ze ak x € L, tak S, je ,velkd“ (> (1 —27")2™) a ak © ¢ L, tak S, je
ymald“ (< 2™~") pozri obr. 7.1. Ako tieto dva pripady odligit?
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[ ] [ ] o000 0000 O0OOCOFOOS
[ N ) [ N ) [ ] o0000OGOOGFOOOS
[ ] o0 0000 0000 OGCOOOOOS
00000 o o000 O0OGCOSONOOOS
[ [ ] [ ] LN J o0 000 OCGCOOEOOO
LN ) o0 000 o0 000 OGOOOCOOOS
o000 ooo eec0e00000e0
o000 [ N ) o000 O0OGOOGEOOOS
° o o oo XEEERXXXK
[ X J 0000 000000000
a) ak « ¢ L(M), b) ak z € L(M),
S nezaberd cely priestor S zaberd cely priestor

Obr. 7.2: Nech S = Ule S, @ t; je mnozina S, posunutd o nahodné vektory.
V pripade a) S nezabera cely priestor, v pripade b) je S = {0,1}™ s velkou
pravdepodobnostou.

Pod posunutim S o t budeme myslief mnozinu S @&t = {r@®t | r € S}.

Dokéazeme, ze ak x € L, tak existuju tq, ..., t; také, ze posunutia S, o t; dokopy
pokryjut vietky m-bitové refazce, teda S = Ule Sy®t; ={0,1}" aprez ¢ Lsa
to nedd, pozri obr. 7.2. Potom x € L <= Jtq,...,t;Vr M akceptuje na jednom

z t; ®r, teda L € ¥5; 7z uzavretosti na komplement vyplyva L € 5.

Nech k = 2m/n. Ak S, je mala, tak S = |J; S; @ t; bude zaberat najviac
k-ndsobne viac a |S| < kx|S,| = 2m/nx2™ /2™ « 2™ takze S urcite nepokryje
vietky retazce pre ziadnu volbu posunuti.

Naopak, ak S, je velkd, ukdZeme, ze nadhodné posunutia pokryju {0,1}™
s nenulovou pravdepodobnostou a teda nejaké existujii. Toto je princip tzv.
pravdepodobnostnej metédy: ak Pr,[-FE(x)] < 1, potom 3z : E(z).

Vezmime si nejaky konkrétny bod r € {0,1}™. Ndhodné posunutia ho ne-
pokryji prave vtedy, ked

r¢|JS.otie=Viirat ¢S,

Pravdepodobnost tejto udalosti je najviac (27")*, pretoze r@&t; si ndhodné body
z {0,1}™. Pravdepodobnost, Ze existuje bod, ktory nie je pokryty je najviac
2™ x tolko (véetkych bodov je 2; union bound), o je najviac 2"k = 27" <
1, teda nie vzdy. TakZe s nenulovou pravdepodobnostou bude pokryty kazdy
bod a preto existuje konkrétna sada posunuti, ktora to dosiahne. O

Ijlohy

e V sticasnosti nevieme, ¢ BPP C NP. Napriek tomu dokdzatelne plati, ze
ak P = NP, tak P = BPP. Preco?

e Predpokladajme, ze PH je striktna. Vyplyva z toho, ze PH C PSPACE?
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e Nech C = (C4,...,C,) je n-tica obvodov, kde C; pracuje na vstupoch
diiky i. Hovorime, ze C riesi SAT, ak pre kazdu formulu ¢ dfiky 1< nje
Ci(¢) = 1 < ¢ € SAT. Dokdzte, ze problém SATCIRCUIT VERIFICATION,
pre dané C povedat, & C riesi SAT, je v coNP.
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Cast III

Logické obvody
(Daja sa problémy
paralelizovat ?)






Uvod

V tejto ¢asti sa poktsime trochu si priblizit, ako vyzera svet ,,pod P“ — budeme
sa zaoberat tlohami, ktoré su rieSitelné v polynomiilnom éase. Je to velmi
bohaty svet, ktory obsahuje v8akovaké problémy, po¢nic jednoduchou aritme-
tikou (séftanie, nasobenie, delenie, najviicsi spoloény delitel), cez triedenie a
vyhladédvanie, grafové algoritmy (prehladdvanie, hladanie najkratsej cesty, ma-
ximdlneho toku), optimalizaéné tlohy, kde zafunguje dynamické programovanie
(napriklad vypocet editacnej vzdialenosti, ¢i parsovanie) az po ndsobenie matic
a linedrne programovanie.

e linedrne programovanie e parsovanie

e maximalny tok o editacnd vzdialenost

e perfektné parovanie e nasobenie matic

e hladanie najkratsej cesty v grafe

e je graf acyklicky? e 2SAT e triedenie

e je graf bipartitny? e nisobenie

e sCitanie

Tieto problémy by sme mohli skusit d'alej roztriedit podla ich ¢asovej zloZitosti.
Nés vak v tejto casti budd zaujimat d’alsie aspekty zlozitosti: paralelizmus a
mald pamét.

Konkrétnejsie:

1. Daju sa tieto problémy riesit richlo paralelne?

2. Daju sa pocitat s (extrémne) malou pamdtou?

3. A aky je vobec vztah medzi paralelnym ¢asom a pamitou?

89
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Paralelizmus

Majme ulohu, ktord sekvencéne trvé cas T'. Ak si na nu vezmeme pocitaé s p
procesormi, v najlepsom pripade sa bude dat préca rozlozif rovnomerne medzi
vSetky vypoctové jednotky a paralelne ju vyriesime v ¢ase T'/p. Inymi slovami,
to najlepsie, v o mozeme difat, je p-nasobné zrychlenie. Naopak, ak kazdy pro-
cesor pocita t krokov, celkova , prdca® bude pxt a zhruba v tomto ¢ase (+mozno
nejakd rézia navyse v zavislosti od modelu) vieme cely vypocet odsimulovat aj
sekvencne.

Za ,praktické“ povazujeme iba modely, ktorych hardware (napriklad pocet
procesorov) je len polynomidlne velky — a teda moézeme difat v nanajvys poly-
nomidlne zrychlenie. Z toho napriklad vyplyva, Ze exponencialne fazké problémy
budi stale potrebovat exponencidlny éas. Na druhej strane, aj polynomidlne
dlhé paralelné vypocty sa budi este stale dat odsimulovat aj sekvenéne v poly-
nomialnom case.

Ktoré paralelné algoritmy teda budeme povazovat za rijchle?

Ukazuje sa, 7e vela zaujimavych problémov sa d4 riesit paralelne v case
O(log n) alebo O(log? n), navyse ,rozumné paralelné modely sa vedia navzalom
simulovat tak, ze k Gasovej zloZitosti mozno pribudne déky ten logaritmus
navyse. Preto je velmi prirodzené definovat ako ,efektivne paralelizovatelné“
problémy tie, ktoré sa daju riesit v polylogaritmickom ¢ase (v ¢ase polynomiglnom
od logn, t.j. O(log®n), kde k je konstanta) s polynomislne vela procesormi.
Pre tiito triedu sa ujal ndzov NC (Nick’s class) na poéest Nicholasa Pippen-
gera. Je to robustné trieda, je jedno, ¢i ju definujeme cez CRCW alebo EREW
PRAM, alebo budeme pouzivaf tak, ako v nasledujicich kapitolach, obvody
polynomidlnej velkosti a polylogaritmickej hfbky — ¢i uz s obmedzenym, alebo
neobmedzenym stuprniom.

V nasledujiicej kapitole sa budeme zaoberat otdzkou, ktoré problémy z P
patria do NC. Otéazka, ¢i NC Zp je stale otvorena; podobne ako pri P Z NP
viak vieme vytypovat tie ,najfaziie“ a ,najsekvencénejSie“ problémy v P — ak
by sa tie dali paralelizovat, potom sa d4 vsetko.

Mala pamét

Druhd téma, ktorou sa budeme v tejto ¢asti zapodievat je: Ktoré problémy sa
daju riesit s malou — konkrétne logaritmickou — paméitou? To su triedy L a NL,
s ktorymi sme sa uz stretli. Zjavne ak vypoéet pouziva len logaritmickd pamét,
existuje len polynomidlne vela moznych konfiguracii, do ktorych sa vypocet
moze dostat. Mozeme teda vytvorif graf vSetkych konfiguricii a zistit, ¢i sa z
pociatocnej d4 dostat do akceptaénej. Celé to zvlddneme v polynomidlnom case,

takze zjavne L C NL C P. Otdzky, ¢i L = NL, alebo ¢i NL = P st stale otvorené.
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Paralelizmus vs. pamit

Ak st ale dobre paralelizovatelné problémy (trieda NC) aj problémy riesitelné
s malou pamitou (L ¢ NL) zjavne pod P, d'alsia prirodzens otézka znie: Aky
je vzfah medzi tymito triedami? Aky je vztah medzi paralelizmom a malou
paméitou?

Podla Tézy o paralelnych vypoétoch st ¢as na ,,rozumnom® paralelnom mo-
deli a priestor na ,rozumnom* sekvenénom modeli zhruba ekvivalentné (az na
polynomidlny faktor). V predchddzajiicej casti sme si zase ukdzali, ze AP =
PSPACE - problémy rieSitelné paralelne v polynomidlnom ¢ase st prave tie
problémy, ktoré sa daju riesit v polynomidlnej pamiiti. Dalsie, presnejsie stvislosti
medzi paralelizmom, pamitou a alternovanim si ukdzeme v nasledujicej kapi-
tole.
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Kapitola 8

Paralelizmus

V tejto kapitole nds bude zaujimat, ktoré tlohy sa daju riesit rychlo paralelne.
Priklad 1: Chceme zistit, ¢i je pocet jednotiek na vstupe parny.
Priklad 2: Sdéet dvoch prirodzenych cisiel.
Priklad 3: Sidéin dvoch prirodzenych cisiel.
Priklad 4: Existuje cesta medzi dvoma vrcholmi v danom grafe?

Priklad 5: Dajui sa reguldrne jazyky rozpoznavat paralelne? A ¢o bezkontextové?

Dajti sa tieto problémy riesif v logaritmickom ¢ase? Alebo aspoii polyloga-
ritmickom Case (t.j. O(logk n) pre fixné k)? A naopak, vedeli by sme o nejakych
problémoch dokézat, Ze sa nedaji rychlo paralelizovat?

8.1 Triedy NC a AC

Definicia 8.1. NC je trieda jazykov akceptovanych (log-space) uniformnymi bo-
olovskymi obvodmi polynomidlnej velkosti a polylogaritmickej hl/bky

Specidlne NCF je trieda jazykov akceptovanych ,dostatocne® uniformngmi'

boolovskiimi obvodmi polynomidlne; velkosti, hl/bky O(logk n). Hradld N a
V tu maju vidy 2 vstupy. NC je potom zjednotenie tychto tried pre vsetky k:
NC = |J, NC".

Podobne definujeme ACF s tym rozdielom, Ze povolime hradld A a \V s neob-
medzengm poctom vstupov. AC = |, ACF.

INa tomto mieste musime upozornit, ze pre k > 2 je logspace uniformita v poriadku,
avsak pre velmi malé triedy ako ACC & NC!, ktoré st pod L si treba ddvat pozor na detaily.
Ak by sme tieto triedy definovali cez logspace uniformitu, uz len samotny log-space stroj,
ktory mé obvod vygenerovat, by dokézal vypoéitat viac ako samotné obvody. Rozne definicie
uniformity a ich pripadné ekvivalencie nebudeme rozoberat a zdujemcov odkazeme na ¢lanky
Ruzzo (1981) a Barrington a spol. (1990).
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Ako ukézali Stockmeyer a Vishkin (1984), ACF je prave trieda problémov
riesitelna na CRCW PRAM v ¢ase O(log® n) s polynomidlne vela procesormi.

Trividlne plati, ze NC¥ € NCF*1, AC* C ACF a taktiez NC* C ACF. Navyse
kazdé hradlo s polynomidlne vela vstupmi sa d4 simulovat bindrnym stromom
logaritmickej hibky (pozri obrdzok 8.1) a teda ACF € NC*!. Teda

AC’ C NC' CAC' CNC?2C ... CNC

NC = | JNC* = [ JACk = AC.
k k

Nevieme, ¢i je tato hierarchia striktna a ¢i AC* C NC* - ACFH pre vsetky

k, avsak keby NC¥ = NC**!, tak celd NC hierarchia skolabuje na k-tu drovei:

NC = NC*.

A

Ty To I3 T4 T5 Te xTr xrg T To xs3 Ty Zs Tg &7 g
(a) AC obvody mozu pouzivat hradld s (b) Tie daji simulovat NC obvodom lo-
neobmedzenym poc¢tom vstupov. garitmickej hlbky.

Obr. 8.1

8.2 Rychle paralelné algoritmy

Veta 8.1. Scitanie prirodzenyjch cisiel je v AC, teda vieme ho spocital paralelne
v konstantom c¢ase pomocou hradiel s neobmedzenym stupriom: App € ACY.

B Dokaz. Oznacme bindrny zépis Cisel na vstupe a, ---ajag, by -+ b1bg. Je-
diny problém je, ako paralelne vypocitat prenos do vysSieho rddu (oznaéme
Cn -+ C10p). Skiisme si uvedomit, ako sa prenos do vyssieho rddu &fri na konkrétnom
priklade:

100101110101

100011001100

T T

Ako vieme, Ze na mieste lavej §ipky bude prenos +1 z nizsieho rddu? Plati, Ze
¢; = 1 préve vtedy, ked pre nejaké j < i je a; = b; = 1 (tu sa prenosy zacnd,
pozri pravu sipku v priklade) a zaroven odvtedy pre vsetky j < k < i je aspon
jedno z ay, by jednotka (¢o zabezpeci, ze prenos pokracuje), teda

C,‘Z\/CLj/\bj/\ /\ ag V by

Jj<i j<k<i
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Sucet je potom s; = a; B b; B ¢;. O

Co nésobenie?

Skolacky algoritmus: prvé ¢islo vyndsobime kazdou cifrou druhého ¢isla (toto
vieme trividlne paralelne v konstantnom case) a posunuté vysledky séitame.
Otézka znie, ako s¢itame n n-bitovych éisel? Mohli by sme ich séitavat po dvoch
podla stromu logaritmickej hfbky. Takto viak dostaneme iba algoritmus v NC?,
respektive v ACL. D4 sa to lepsie?

Veta 8.2 (Avizienis (1961), Wallace (1964)). Ndsobenie prirodzengch cisel
dokdzeme paralelne v logaritmickom case od poctu cifier: MULT € NC'.

B Dokaz.

Finta je, 7e 3 s¢itania vieme (paralelne) v konstantom ¢ase zredukovat na
2 stitania. Stcet n cisel teda vieme v O(1) zredukovat na sicet 2n cisel. Po
logg /o n iterdciach ndm ostant uz len posledné dve cisla, ktoré scitame algorit-
mom uvedenym vyssie.

Redukciu 3 s¢itani na 2 si ukazme na priklade:

0:1.0:0:1:1

+:0:1.1,0. 01
+1.0:1.0 01
0.0 011 sucty mod 2
+°0°1-1°0°0"1 prenosy do vyssieho rddu

Jednoducho ne¢akame, ¢i nastane prenos z nizsich radov. Namiesto toho s¢itame
len cifry v kazdom stipci zv14st a z prenosov do vyssieho radu vyskladdme nové
¢fslo: Napriklad v poslednom stlpci méame 14+1+1 =3 = (11)9, teda sticet 1 + 1
prenos do vysSieho radu — ten zapiSeme o riadok nizsie vlavo. V predposlednom
stfpci necakame na prenos, iba s¢itame 1+0+0 = 1, teda sticet 1 a prenos 0 do
vys§sieho radu. Takto dostaneme dve ¢isla — stic¢ty mod 2 a prenosy do vysSich
radov. Stucet hornych troch ¢isel sme zredukovali na stucet dvoch.

Dolezité je, Ze ked sEitame 3 bindrne cifry, sticet bude [0..3], ¢iZe sa d4 zapisat
ako dvojciferné ¢islo v dvojkovej sistave. Podobne by sme mohli zredukovat
sGitanie 7 ¢isel na siicet 3-och, alebo stcet 31 ¢isel na sucet 5-tich.

Iny sposob je pouzitim tzv. redundantngch ¢iselnych sistav (pozri napriklad
Parhami (2010)). Klasicky reprezentujeme ¢isla v sustave so zékladom z s ciframi
d; €{0,1,...,z2—1} ako

n—1
(dn—l s dzdldo)z = Z dl X Zi.
=0

Mbézeme viak uvazovat cifry s viiésieho rozsahu — dokonca moézeme uvazovat
zdporné cifry. Nevyhoda takejto reprezentdcie je, ze nie je jednoznacna (ak
chceme napriklad zistif, & sa dve éfsla rovnajii, musime ich previest do nejakého
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normdlneho tvaru). Na druhej strane, vicésia volnost ndm umoziiuje séitat dve
¢isla bez prenosov do vyssieho radu.

Ukézme si to na priklade v desiatkovej ststave s ciframi v rozsahu [0..18].
Napriklad é&fslo (11,9,17,5,12,18)19 = 11-10° +9-10* +17-103 +5- 100+ 12
10+ 18 = (1207638)1¢ (zépis je nejednoznacny). Dve takéto &isla mozeme séitat
nasledovne:

11,9 17, 5 12:18, redundantny zdpis: 10-tkovd siustava
+ 6 12 9 10 8 18 s ciframi [0..18]

17.21.26:15:20.36.  medzivysledok md cifry [0..36]
7. 1.6 5016  rozlozime ich na 10x [0..2]+[0..16]

22122 (tu st prenosy do vy$sieho rddu) a sc¢itame
9 3 7 7 216  cifry visledku buddi opdt [0..18]

Ak cifry séitame paralelne po stipcoch, dostaneme medzisticet s ciframi [0..36].
KedZe 36 = 20 + 16, tieto cifry sa dajui zapisat ako dvojciferné éisla, kde prva
cifra je [0..2] a druh4 cifra [0..16]. Medzivysledok teda rozdelime na dve ¢isla s cif-
rami v menSom rozsahu. Ich sé¢itanim paralelne po stipcoch dostaneme vysledok
opit s ciframi v rozsahu [0..18]. Takyto algoritmus sa d4 implementovat dokonca
v NC?, teda NC-obvodom konstantnej hfbky. Sc¢itanie n ¢isiel potom vieme v lo-
garitmickej hibke. Na zdver este musime previest &islo z redundantného zépisu
do klasického — a vykonat ,,odlozené“ prenosy. Toto vieme v AC?, respektive v
NC! ako pri séitani dvoch éisel.

Skuste porozmyslat, v ktorych éiselnych stistavich (pri ktorych zdkladoch a
rozsahoch cifier) vieme implementovat s¢itanie v NC bez prenosu do vyssieho
radu. g

OK, d4 sa to este lepsie? D4 sa nésobenie spocitat v AC’?
Odpovieme v nasledujucej kapitole.

Veta 8.3. Zistit, ¢i existuje cesta medzi dvoma vrcholmi v (orientovanom) grafe

sa dd v ACt.

B Doékaz. Pomocou boolovského ndsobenia matic.? Majme maticu susednosti
A, tzn. A;j = 1, ak je v grafe hrana medzi i—j, inak 4;; = 0. Potom A? m4
jednotku na pozicii ij prave vtedy, ked sa z i do j vieme dostat na dva kroky.
Vseobecnejsie, majme matice susednosti A a B nad tou istou mnozinou vrcholov.
Predstavme si, ze jednotky v A su Cervené hrany a jednotky v B modré hrany.
Potom sucin A - B je matica C, kde C;; = \/,, Ait A Byj. Teda C;; = 1, ak sa

2S1vis medzi ndsobenfm matic a réznymi tlohami o sledoch grafov je technika, ktort sa
oplati poznat. Vo vieobecnosti mézeme definovat matice nad nejakym okruhom (K, ®,®) a
ich sicin Cj; = @y (Aik ® Bi;). Rozne problémy sa daju riesit ndsobenim/umocnovanim
matic nad vhodnym okruhom. Napriklad pri boolovskom néasobeni je (Ak)ij =1, ak existuje
sled diiky k medzi ¢ a j. Pri ,klasickom* ndsobeni nad celymi ¢islami je (Ak)ij pocet sledov
dfiky k medzi i a j. No a v praxi je velmi zaujimavy okruh (RU{oco}, min, +) a tzv. min-plus
nédsobenie: C;; = ming (A, + By;). Potom (Ak)ij je dizka najkratsieho sledu medzi i a j.
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d4 dostat z i do j na dva kroky (cez nejaky vrchol k), najskor po Eervenej a
nasledne po modrej hrane.

AF = A. A-.. A je matica, kde A;j =1, ak sa dd z i do j dostat na presne
k krokov. Ak matici priddme jednotky na diagondlu (matica I V A), je to ako
keby sme pridali ku kazdému vrcholu slué¢ku — kazdy sled ma potom moznost
pouzitim slucky ostat vo vrchole a (I V A)¥ =1V Av A%V ...V A* je matica,
kde na pozicif ij je jednotka, ak sa dd z i do j dostaf na najviac k krokov.

Boolovsky siéin matic vieme zjavne vypocitat v ACY. Opakovanym umoc-
fovanim na druhd vieme v logn krokoch vypoéitat tzv. reflexivno-tranzitivny
uzdver matice A* = (I V A)", kde Ay =1,aksaddzi dostat do j. O

8.3 Vztah medzi malym priestorom
a paralelizmom

Problém hladania cesty v grafe je vyznamny aj pre triedy s logaritmickym pries-
torom. Tento problém zrejme patri do NL: ak existuje cesta medzi danymi dvoma
vrcholmi, staéi postupne natipovat postupnost vrcholov a skontrolovat, Ze me-
dzi kazdymi dvoma po sebe idicimi vrcholmi je hrana. Ak ma graf n vrcholov,
kazdy vrchol je oznaceny logn bitmi a pri kontrole si sta¢i naraz pamitat iba
dva vrcholy (netreba celd cestu), na ¢o stac¢i O(logn) paméte.

Co je viak dolezitejsie:

Veta 8.4. Problém zstit, &i existuje cesta medzi dvoma vrcholmi v danom orien-
tovanom grafe je NL-uplng pri logspace redukcii.

B Dokaz. Nech L € NL je jazyk akceptovany NTS M v logaritmickom pries-
tore a pre dany vstup x si predstavme graf, kde vrcholy su vSetky mozné kon-
figurdcie stroja M a hrany C' — C’ vedd medzi konfigurdciami, ak C tp; C'.
Bez djmy na vseobecnosti modzeme predpokladat, Ze existuje jedineéns konfi-
gurdcia, v ktorej M akceptuje (tesne pred akceptovanim vymaze obsah pédsok
a vrati hlavy na zaciatotné policka). Otdzku, ¢i M akceptuje x, mdzeme redu-
kovat na hladanie cesty v grafe konfiguracii medzi pociatoénou a akceptaénou
konfiguraciou.

Osté4va rozmysliet si, Ze tuto redukciu vieme vypoéitat v logaritmickom pries-
tore. Jedna konfigurdcia (pozicie hldv, stav a obsahy pasok) sa d4 zapisaf ako
refazec diiky O(logn), takze jednoducho prejdeme cez vietky retazce logarit-
mickej diiky a tie, ktoré kéduju konfigurdcie, vypiSeme ako vrcholy; nésledne
prejdeme cez vietky dvojice konfigurdcii (generujeme vsetky refazce a kontro-
lujeme, ¢i kéduji konfigurdcie) a skontrolujeme, ¢ sa M dostane z prvej do
druhej na jeden krok (&i sedia obsahy pasok, ¢i sa hlavy hybu podla §-funkcie)
— tieto dvojice vypiseme ako hrany. Nakoniec trividlne dopiSseme pociatocni a
akceptacéni konfiguréciu. O

Nevieme, ¢i L # NL. Ak by sa hladanie cesty dalo riesit deterministicky v
logaritmickom priestore, potom by L = NL.
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Tu mi nedd nespomentit, hoci je to mald odboé¢ka, velmi pribuzny problém
a sice hladanie cesty v neorientovanom grafe. Pre tento problém existuje velmi
jednoduchy randomizovany algoritmus: zacni v zaciatotnom vrchole a pohybuj
sa nahodne, v kazdom vrchole si hod’ kockou a vydaj sa pozdiz nahodnej hrany;
ak si po vela vela krokoch stéle nedosiel do ciela, skis za¢atf znovu zo zaéiatku
a tento pokus velakrit zopakuj; ak sa ani po vela pokusoch nepodarilo dostat
do ciela, prehlas, Ze cesta neexistuje. D4 sa dokdzat, Ze tento algoritmus na-
ozaj funguje v zmysle, Ze ak cesta existuje, pravdepodobnost, Ze ju nendjdeme
mozeme stlacit pod Iubovolne (exponencidlne) mali hranicu. A teda hladanie
cesty v neorientovanom grafe je v RL.

Co je este fascinujiicejsie, tento algoritmus sa podarilo derandomizovat a
cesta sa d4 néjst deterministicky v logaritmickom priestore, teda v L. Dajui sa
vietky problémy v RL derandomizovat? Plati L = RL? Nevieme. Vie aj pri
hladan{ cesty v orientovanom grafe pomdct nahoda? Je RL = NL? Nevieme.
Kazdopéddne rovnaky algoritmus, ze skisam nahodnu prechadzku pre oriento-
vané grafy vo vseobecnosti nefunguje. Na rozdiel od neorientovanych grafov sa
daju zostrojit vstupy, kde by sme sa takto dostali do ciela iba s exponencidlne
malou pravdepodobnostou.

Avgak vratme sa spif k otdzke NL vs. NC. Z toho, Ze hladanie cesty je
NL-tiplny problém riesitelny v NC vyplyva, Ze celé NL C NC. Presnejsie, plati:

Veta 8.5. NC! C L C NL C AC! C NC2.

B Dé6kaz. Vysledok obvodu vieme vyhodnotit rekurzivnym algoritmom, pricom
si pamétdme iba ¢islo hradla, ktoré pradve vyhodnocujeme a O(1) informdcie
pre kazdé hradlo ,nad nim*“, teda ak si obvod predstavime ako binarny strom,
pamit je timernd ceste od nejakého vrcholu ku koretiu (pre OR-hradl4 st bud
yzatial vietky vstupy 0%, alebo narazime na jednotku a vysledok tohto hradla
je 1; podobne pre ANDy). Obvody logaritmickej hfbky teda vieme vyhodnotit
v logaritmickom priestore (NC1 cL).
NL-tiplny problém hladania cesty v orientovanom grafe vieme vyriesit v AC*
pocitanim tranzitivneho uzdveru matice opakovanym umocnovanim na druhi.
O

8.4 Charakterizacia cez alternaciu
Uz sme si dokazali, ze NC je niekde medzi NL a P:
NL C NC C P.

Ak si v8ak spomenieme na predchddzajicu éast o alternacii, P = AL, teda
polynomidlny ¢as vieme charakterizovat cez logaritmicky priestor + alternéciu.

Ziadna alternicia je L, 1 alterndcia je NL, vela alternicie je zase P. A NC je
niekde medzi. Z ¢oho prirodzene vyplyva otdzka: Vedeli by sme NC charakteri-
zovat presnejsie cez logaritmicky priestor a alternaciu?
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Odpoved je: Ano. NC je v skuto¢nosti to isté ako logaritmicky priestor +
polylogaritmicky vela alternécie.

Definicia 8.2. Definujme triedu STA(s(n),t(n), Xa(n)) jazykov akceptovangch
TS, ktoré poéitaji v priestore O(s(n)) a zdroven v case O(t(n)) a a(n)-krdt
alternuji, pricom alterndcie zacinaji v stave X € {X,11} (ak na tom nezdleZi,
X wvynechdme; ak je niektory zdroj neobmedzeny, oznacime ho ).

Napriklad

L = STA(log,*,0)
P = STA(x,poly,0) = STA(log, %, *) = AL
NP = STA(x,poly, ¥1)
Ng = STA(x,poly, II;)
PSPACE = STA(poly,*,0) = STA(*, poly, *) = AP

Veta 8.6 (Ruzzo (1981)). NC = STA(log, *, polylog). Presnejsie, pre k > 1
plati: AC* = STA(log, *, log").?

B Dokaz. C: Upravime na monoténny obvod so vstupmi z,T a simulujeme:
V existenénymi a A univerzalnymi stavmi. Pocet alterndcii je najviac hibka
obvodu, t.j. polylog n. Obvod neméme cely, ale generujeme si ho za behu.

D: Pomocou nésobenia matic; logspace stroj ma polynomislne vela moznych
konfigurdcii. Nech typ(«) je typ stavu — 3 alebo V; na vstupe x uvazujme matice
Sz, Ty, M, také, ze

o Si(a,f) <= at B Atyp(a) =typ(B) a

o T (a,B) <= aF B Atyp(a) # typ(B);

nech M, = SiT,. Potom M,(«,) = 1, ak a F* v F B, pricom pocas celého
vypoctu o F* v sme v stave rovnakého typu (3/V), az v poslednom kroku v - 3
alternujeme. Rozsekajme strom vypoctu ATS na jednotlivé 3/V drovne, vramci
ktorych je stroj v stave rovnakého typu (urovni je polylog n). Konfigurdcia «
na drovni ¢ + 1 je akceptacénd, ak existuje, resp. pre vSetky S na tdrovni i je
M,(a,8) =1 a 3 je akceptacnd konfigurdcia. Definujme vektor b;: b;(a) = 1
ak « je akceptaéna konfiguracia na i-tej urovni. Ak pouzijeme konvenciu, ze
V-konfiguracie bez nasledujiceho kroku akceptuju a 3-konfiguracie odmietaju,

mozeme polozit by = 0. Dalej pre 3-tirovne vypocitame by = Myb; a pre
V-trovne bj11 = —(My(—b;)). Akceptujeme, ak bigge (o) = 1 pre Startovaciu
konfiguraciu o. O

3Pozor, veta asi neplati pre k = 0, ak AC® # NL: Totiz logspace hierarchia STA(log, ¥, O(1))
nie je ni¢ iné ako trieda NL (pre¢o?). Na druhej strane, d4 sa dokdzat, ze ACY = LH, tzv.
logtime hierarchia — problémy v LH sa daji vyriesit v logaritmickom ¢ase s konstantnym
poctom alterndcif. (Pri definicii logtime predpokladdme, Ze stroj mé Specidlnu indexovaciu
pasku, kde napiSe ¢islo ¢ a hlava sa presunie na i-ty symbol vstupu.)
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Doésledok 8.1.

NL =  STA(log, *,%)
N N

AC' = STA(log, *, log)
N N

NC = STA(log, *, polylog)
IN IN
P = STA(log, *, %)

8.5 Paralelizmus a parsovanie*
Veta 8.7. Reguldrne jazyky sa daji akceptovat v NC'.
B Dé6kaz. Prenechdvame &itatelovi. O

Veta 8.8 (Ruzzo (1980), Ruzzo (1981), Rytter (1986)). Bezkontextové
jazyky vieme akceptovat v AC!.

B Naznak dokazu. Uvazujme gramatiku v Chomského normdalnom tvare.
Ozna¢me w vstupné slovo a w;_; podrefazec w;w; 1 -+ - Wj—1.

Vyuzijeme charakterizaciu z vety 8.6, ze AC' st prave problémy riesitelné
alternujicim TS v logaritmickej pamiti s logaritmickym poctom alternacii. Al-
goritmus budeme prezentovat ako hru Alice a Boba, kde Alica (to si existenéné
stavy) sa snazi dokdzat, ze o =¢, w a Bob (univerzalne stavy) sa snazi prichytit
Alicu pri klamstve.

Alica na fahu si vyberie trojicu («,1,7), &fm tvrdi, Ze

0 =5 Wi0W; g, a a =G Wi

Bob si vyberie, ktorému z tychto dvoch tvrdeni neveri a ktoré mu ma Alica
dokdzat. Hra sa konéi, ked sa dostane do stavu, Ze vysledok mozno overit podla
pravidiel gramatiky a vstupného slova — napriklad o =, 87 alebo oo =¢ w; —
ak prislusné pravidlo patri do gramatiky, Alica vyhra, v opa¢nom pripade vyhra
Bob.

Zjavne, ak w € L(G), Alica vie pravdivo odpovedaf na kazdd vyzvu a vyhra
a naopak, ak sa slovo v gramatike ned4 odvodit, v kazdom tahu je aspoii jedno
z Alicinych tvrdeni nepravdivé a Bob ju vie nachytat. Ostédva ndm dokézat, ze
existuje stratégia, pri ktorej Alica vyhrd v logaritmickom ¢ase a pozicie hry sa
budi dat reprezentovat v logaritmickej paméti.

Skuste si rozmysliet, Ze Iubovolny bindrny strom vieme zmazanim hrany
rozdelit na dve Casti tak, Ze obe ¢asti maji % az % vSetkych vrcholov. Ak bude
Alica vyberat takéto vrcholy, hra skonéi po zhruba logs s2m tahoch.

Ostéva vyriesif problém logaritmickej pamite: ak by si Alica vyberala vidy
nové podstromy a Bob by si vyberal vidy horni ¢ast, vo vSeobecnosti by sa hra
dostala do stavu, ze

*
0 =G Wiy ,ip X1 Wiz, Q2 Wig g6 O3 Ok Wiy iop o



8.5. Paralelizmus a parsovanie* 101

Woq  Was

(a) V prvom tahu Alica zvolila trojicu (a, 10, 23) a Bob si vybral hornti éast; Alica teda
potrebuje dokézat, Zze o =¢ w1, 100w23,30. Kedze pod ¢ je 21 vrcholov, ¢o je niekde

medzi é a % vietkych vrcholov, Alica zvoli trojicu (¢,7,30). Bob si moze vybrat, ¢

chee vidiet, ako o =& w1 7€, alebo & =& w7 100w23,30.
21

Wag W29

W24  Wa2s

(b) Bob si vybral druhti moznost. Ked'ze pod 8 je 13 vrcholov, ¢o je niekde medzi %

a % zostavajicich vrcholov, Alica zvoli trojicu (83,10, 30). Bob si méze vybrat, & chce
vidiet’, ako f :>z; w7,1004ﬁ, alebo ,6 :>Z; w23,30.

9

(c) Bob si vybral prvii  (d) Bob si vybral (e) Bob si vybral dolni ¢ast. Po
moznost. Alica: (v,7,10). hornd ¢ast stromu. overeni, ze § — af je pravidlo
Alica: (6,10, 30). gramatiky Alica vyhrava.

Obr. 8.2: Hra Alice a Boba na parsovacom strome pre slovo w. Tu je jeden
mozny priebeh hry.
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Kazdy index iy,...,72x12 zabera logaritmickid pamiit; ak hra trva len logarit-
micky pocet fahov, budeme mat k¥ = O(logn) medzier a teda len O(logn)
indexov, ¢o je vsak stale az O(log? n) pamiite.

Sktste si viak rozmysliet, Ze ak méme bindrny strom a tri vrcholy «, S,
v, pricom ziadny z nich nie je spoloé¢nym predkom ostatnych dvoch, potom
vieme zvolit vrchol v, ktory je predok prave dvoch vrcholov z {a, 3,7}. Inymi
slovami, nech si Bob vyberie ktortikolvek ¢ast, ostanti ndm len 2 medzery (dva
netermindly).

Alica méze hrat tak, ze vzdy, ked sa dostane do stavu s troma netermindlmi,
zvoli vrchol, aby ich pocet zredukovala na dva a v stave s dvoma a menej neter-
mindlmi (to je v najhorSom pripade kazdy druhy fah) voli vrchol, ktory zmensi
pocet vrcholov najviac na 2/3. Takto hra po O(logn) fahoch skonéf a zéroven v
kazdej pozicii si treba pamitat najviac 3 netermindly a 8 indexov, ¢o dokaZeme
v O(logn) pamiéti. O

Trieda bezkontextovych jazykov CFL sa len fazko d4 porovnavat s ostatnymi
triedami v NC, ked'ze nie je uzavretd na logspace redukcie. V tedrii zloZitosti
sa preto uvazuje trieda LOGCFL problémov, ktoré sa daji redukovat na nejaky
bezkontextovy jazyk:

LOGCFL={A|3L € CFL: A <l¢ L}.

Zrejme L C LOGCFL a podla predchédzajicej vety LOGCFL C AC'. Vsimnite
si, Ze zatialéo Alica mala na vyber vela moznosti, Bob mal zakazdym najviac
dve. Z toho sa d4 odvodit, ze jazyky z LOGCFL sa daji pocitat tzv. semi-
unbounded obvodmi, kde ANDy maji stupeii 2, ale ORy mozu mat neobme-
dzeny stupen. Trieda takychto obvodov logaritmickej hfbky je SAC!. Venkate-
swaran (1991) dokazal, ze LOGCFL je presne SAC'.

8.6 Neparalelizovatelné?

Ktoré problémy nevieme efektivne paralelizovat? Ktoré problémy nepatria do
NC?

V sticasnosti nevieme dokézat, ze NC # P a teda je mozné, Ze kazdy problém
z P sa da pocitat v polylogaritmickom &ase polynomidlne velkymi obvodmi.
Avsak podobne ako sme si pri otazke P Z NP vytypovali tie najtazsie problémy
v NP (NP-iplné problémy), vieme si vytypovaf tie najtazsie problémy v P,
tzv. P-tiplné problémy. (Samozrejme, potrebujeme jemnejsiu ako polynomidlnu
redukciu — napr. NC alebo logspace redukciu.)

Problém je P-fazky, ak sa nail d4 redukovat kazdy problém v P. Ak tento
problém navyse patri do P, hovorime, Ze je P-tiplny. Ak by Iubovolny P-tplny
problém patril do NC, tak celé P = NC.

Veta 8.9. Vyhodnotenie daného boolovského obvodu na danom vstupe (tzv. CVP
— circuit value problem) je P-iplny problém, dokonca pri AC° -redukcii.
Dalsie P-uplné problémy st
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e HORNSAT — problém splnitelnosti pre Hornove formule (v CNF, kaZdd
klauzula md najviac jeden pozitivny literdl)

e Drs - dany je graf a dva vrcholy u,v; ak na grafe spustime prehladdvanie
do hibky (pricom zoznam susedov prehladdvame vo fixnom poradi danom
na vstupe), ktory vrchol z dvojice u,v navstivime ako prvy?

o MAXFLOW — dany je ohodnoteny graf, vrcholy s, t a ¢islo f; existuje s-t-
tok velkosti aspori f?

e LP — linedrne programovanie: existuje pre danid maticu A a vektor b
rieSenie nerovnic Ax < b, x > 0 v raciondlnych c¢islach?

e CFGMEM - w € L(QG)? pre dant bezkontextovi gramatiku G a slovo w
(pozor, toto je tplne iny problém, ako rozhodovat jazyk L(G) pre fizni
bezkontextovd gramatiku)

e ITERATEDMOD - dané a,by,...,b, € Z; je ((- - - ((a mod by) mod bs) - - - ) mod
b,) =07?

Obsiahly zoznam d'alsich zndmych P-tiplnych problémov ¢itatel ndjde v Gre-
enlaw a spol. (1991) alebo v knizke Greenlaw a spol. (1995).

Ijlohy

e Uvazujme redundantnu ¢iselnu stustavu so zakladom z a s ciframi v roz-
sahu [—a..f] (kde o+ 8+ 1 > z) ako vo vete 8.2. Pre ktoré z, o, 8 viete
navrhnit algoritmus séitania bez prenosov do vyssieho radu (ktory sa d4
implementovat v NC%)?

e TC obvody (threshold circuits) mdzu okrem — a neobmedzenych A a V
pouzivat navyse hradlo MAJ (s neobmedzenym po¢tom vstupov), ktoré
vrati 1, ak sa vdésina vstupov rovnd 1. Analogicky definujeme triedy TC*
polynomiélnej velkosti a hibky O(log"® n). Dokazte, ze ACCY € TC® € NC.
Vseobecne, ACCF C TCF - NCFHT,

e Zostrojte triedu AC obvodov konstantnej hibky a logaritmicke;j velkosti,
ktora akceptuje vietky bindrne refazce, ktoré maji aspoii 2 jednotkové
bity, t.j. obvody, ktoré akceptuji jazyk L = {x | #1(x) > 2} = {z | Ji #
j Xy =T = 1}

e Dokazte, Ze reguldrne jazyky sa daji rozoznavat paralelne v logaritmickom
¢ase: REG C NC!.

e Dokézte, ze NC! je presne trieda problémov riesitelnd boolovskymi for-
mulami polynomiélnej velkosti. (Formula sa d4 definovat ako obvod, kde
vystupny stupen kazdého hradla je najviac 1.)
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e Majme alternujici Turingov stroj, ktory pracuje v logaritmickom pries-
tore. Jeho vypocet moéze byt az polynomidlne dlhy a preto cely strom
vypoétov moze byt az exponencidlne velky. Dokdzte, Ze ak mame ATS
pracujici v logaritmickom priestore (a mozno aZz polynomidlnom case),
ale jeho strom vypoétov je len polynomidlne velky, d4 sa simulovat na
ATS v logaritmickom priestore a O(log2 n) case. To znamend, ze vypocty
s malou pamétou a malym stromom vypoctov (ak si vypocty dlhé, nie je
ich vela) sa dajt dobre paralelizovat. Vieobecne plati, Ze ak mdme ATS,
ktory pracuje v priestore s(n) > logn a jeho strom vypoctov mé velkost
z(n), tak existuje ekvivalentny ATS, ktory pracuje v priestore O(s(n)) a
case O(s(n)log z(n)). Rychly paralelny algoritmus pre CFL z vety 8.8 je
Specialny pripad tohto tvrdenia.
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Kapitola 9

Parita a obvody
konstantnej hlbky

V predchddzajicej kapitole sme zaviedli AC/NC-hierarchiu obvodov:
AC® C NC' CAC' CNC* C AC*C --- C NC.

V tejto kapitole sa budeme venovat tej najmensej, hoci o ni¢ menej zaujimavej
triede ACY — obvodmi konstantnej hibky a polynomidlnej velkosti.

Budt nés zaujimaf otdzky ako:
Dokézu ACY obvody

Priklad 1: spoéitaf paritu n bitov?

Priklad 2: séitant dve prirodzené &isla?

Priklad 3: vynésobif dve prirodzené &isla?

Priklad 4: vyndsobit dve boolovské matice?

Priklad 5: spoéitat majoritu n bitov (ktory bit sa vyskytuje c¢astejsie)?

Ako sme videli v predchadzajicej kapitole, odpoved na otdzky 2 a 4 je
kladna. Tu si naopak dokdZeme, ze odpoved na 1, 3 a 5 je zadporna. Nasobenie
prirodzenych &sel ani majorita n bitov sa v AC? implementovat neds. Kameri
tirazu spoé¢iva v tom, ze, ako si ukdzeme ochvilu, v AC” sa ned4 ani len zistit, &
je na vstupe parny alebo neparny pocet jednotiek, t.j. pre dany bindrny retazec
x nevieme spocitat Y z; (mod 2) = @ z;.

Samozrejme, parita sa dé jednoducho spoéitaf v NC' — v logaritmickej hfbke,
sta¢i implementovat a®b = (a A—b)V (-aAb) a z takychto & hradiel vyskladat
bindrny strom nad x.

Parita je teda priklad problému, ktory vieme riesif v NC', dokonca v kons-
tantnej paméti (je to reguldrny jazyk), ale nevieme ho riesit v AC®. Teda hoci

105
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nevieme, ¢i je celd AC/NC hierarchia striktnd, vieme to dokdzat aspoin pre ti
najspodnejsiu troven:
AC® £ NC'.

Ak chceme paritu spoéitat v konstantnej hibke, povedzme d, polynomidlny
obvod nestaéi. Aky velky obvod potrebujeme? Prvy vysledok, Ze PARITY ¢ AC?
dokézali Furst a spol. (1984). Vysledky sa postupne zlepsovali a vd'aka Hastad
(1986) dnes pozndme velmi presné horné aj dolné odhady:

Veta 9.1 (Hastad (1986), Hastad (1987)). Logicky obvod hibky d, ktory
poéita paritu, musi mat velkost aspori 220 V™) presnejsie viac ako 2V n/10?
pre dostatoéne velké n Tento odhad je takmer optimdiny, kedZe parita sa dd
vypocitat v hibke d obvodom velkosti n2 V™. Dokonca obvody hibky d a velkosti
2¥n pocitaji paritu najviac na 1/2 +1/24 M) wstupoch (pre d > 2). Ak by sme
teda vstup zvolili ndhodne, viypocet takéhoto obvodu je asi tak dobry ako hodif si
mincou. Eristuji obvody hl’bky d a velkosti n2 %, ktoré pocitaju paritu sprdvne
na 1/2 +1/2V" vstupoch, takze odhad je takmer tesnij.

Dalsi smer, ktorym sa dé vysledok rozsirit, je pozrief sa na obvody s MoD
hradlami. Tvrdenie, ze PARITY ¢ ACY vlastne hovori, ze ak by sme obvodom
pridali @, teda MoOD, hradl4, tieto obvody dokézu vypoéitat viac ako samotné
AC®. Prirodzend d'alsia otdzka potom je, ¢o dokazu obvody povedzme s MODg3
hradlami? Alebo MoDs hradlami? Vo vSeobecnosti mozeme uvazovat MoD,
hradlo, ktoré vrati 0, ak je siucet vSetkych vstupov 0 (mod ¢), inak vrati 1. De-
finujeme triedu ACCO(ml, ...,my) ako triedu jazykov akceptovanych obvodmi
s konstantnou hibkou, polynomidlnou velkostou, s hradlami -, V, A, MOD,,,,
..., MoD,,, s neobmedzenym poctom vstupov.

V tejto kapitole si ukdzeme dokaz silnejsieho tvrdenia, a sice, ze paritu ne-
vieme vypoéitat, ani ked priddme MoDs hradlo. A naopak, MOD3 nedokaZeme
spoéitat v AC® ani ked priddme Mop, hradlo:

Veta 9.2 (Razborov (1987), Smolensky (1987)). PArITY ¢ ACC’(3). Vo
vSeobecnosti MOD,, ¢ ACCY(q) pre lubovolné dve prvoéisla p # q.

Dokaz tejto vety nam zaberie cely zvySok kapitoly, ale rozdelili sme ho do
zvladnutelnych sekcii.

9.1 Aritmetizacia

Na rozdiel od Turingovych strojov, ktorym sa hlava mot4 kade-tade a pamit sa
im divoko prepisuje, obvody maji pomerne jednoducht struktiru (DAG), ktord
priam nabdda vyskusat nasledujicu stratégiu: Funkcie by sme cheeli rozdelit
zhruba na ,jednoduché* a  tazké“, pricom by sme dokdzali (indukciou), Ze
AND, OR, NOT jednoduchych funkcii je stéle este ,jednoduchd“ funkcia, ale
parita uz je zlozita.
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Ostéva len vymysliet, ako zvolif takdto mieru zloZitosti. Tu ndm pomoze
technika zvand aritmetizdcia (technika je finta, ktori vieme pouzit viac ako len
raz): z obvodu na vstupe vyrobime polyném. Pokisime sa dokézat zhruba toto:

maly
obvod
\A jednoduchy
D % polyném
parita

1. Pre kazdy maly AC® obvod existuje ,jednoduchy® polyném, zatialco

2. pre paritu neexistuje ,,jednoduchy“ polyném.

Z toho vyplyva, ze parita nemd maly AC? obvod.

Pojem ,jednoduchy“ musime, samozrejme, este upresnit, ale zatial si ukdzme,
¢o majui vobec polynémy spolocné s obvodmi.

Vezmime si napriklad obdvod, ktory pocita MoD3(—z, yAz, w)Vw. Tvrdime,
7e k nemu vieme vyrobit ekvivalentny polyném p(x,y, z, w) nad Zs, pricom nam
staci, ak sa vysledky budi zhodovat na vstupoch z,y, z,w € {0,1}. Ako na to?

e vstupnej hodnote x zodpoveda premennd x
e hradlu -z zodpovedd vyraz 1 — x
e z Ay A z zodpoveda vyraz zyz

e zVyVz vieme ,implementovat“ pomocou deMorganovho zdkona: 1 — (1 —
z)(1—y)(1 - 2)

e MoDs(z,y, z) skoro zodpovedd = + y + z, az na drobny detail — MoOD3
vracia 0/1, zatialco polyném z +y+ 2z moze vratit 2; ¢o s tym? uvedomme
si, ze 2 = —1 (mod 3), takze staé{ umocnit na druht: (z +y + 2)?

K obvodu MoD3(—z,y A z,w) V w teda vieme zostrojit ekvivalentny polyném
1—[1—(1-2)+yz+w)?(l—w) piateho stupiia.

Prirodzend miera zlozitosti polynémov je ich stupen, mohli by sme sa teda
pokusit dokdzat, ze

1. Pre kazdy maly AC? obvod existuje polyném malého stupiia, zatial¢o
2. pre paritu neexistuje polyném malého stupna.

Zatial sme vSak videli len to, ako z obvodu vytvorit zlozity polyném velkého
stupiia. A vyzerd to, Ze ovela lepsie sa to ani neda. Kazdy AND/OR n vstupov
zodpovedal stéinu n premennych, teda polynému stupiia n, ¢o je prilis vela.
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9.2 Aproximacia polynémom malého stupna
Potrebujeme teda d'alsiu fintu — a tou je aproximécia. DokdZeme, Ze

1. Pre kazdy ACY obvod existuje polyném malého stupiia, ktory ho aproxi-
muje s exponencialne malou chybou zatial¢o

2. pre paritu neexistuje taky polyném; presnejsie: lubovolny polyném malého
stupiia aproximuje paritu s konstantne velkou chybou.

Uké4zeme si, Ze zatial¢o na presny vypoéet AND a OR sme potrebovali polyném
n-tého stupiia, na priblizny vypocet staéi polyném stupiial \/n.

Ako aproximovat OR(z1,22,...,7,)? OR je nulovy prave vtedy, ked s
vSetky vstupy nula, t.j., ked je stcet (v celych éislach) Y, z; = 0. Dobra spréva
je, ze ), x; je polyném dokonca stupiia 1 — aviak my pracujeme s polynémami
nad Zs, takze dostaneme iba stucet modulo 3. Tu ndm pomoézu pravdepodob-
nostné algoritmy: vyberme si ndhodnii podmnozinu vstupov a spoc¢itajme ich
sticet (modulo 3) — ak je vstup nulovy, sti¢et bude vzdy nula, ale ak je nenulovy,
s malou pravdepodobnostou bude rézny od nuly. Takto vieme odligif nulovy a
nenulovy vstup pomocou polynému malého stupna.

Este lepsie ako ndhodni podmnozinu mézeme uvazovat vazeny sicet y ., a;a;,
kde a; €r {0,1,2} si ndhodné koeficienty (ndhodnd podmnozina je vlastne
stcet, kde koeficienty si len 0 alebo 1). Mimochodom, ), a;z; je skaldrny sicin
vektorov & a @. Skaldrny suéin dvoch vektorov je nulovy, ked st na seba kolmé,
alebo je aspon jeden z nich nulovy. Geometricky si teda tento test mozeme pred-
stavit nasledovne: Ak chceme zistit, & je vektor Z nulovy, zvolime si ndhodny
vektor @ a zistime, ¢ si na seba kolmé. A aké je pravdepodobnost, ze ak Z # 0,
tak ndhodny vektor bude na Z kolmy? To, samozrejme, zalezi na tom, s akym
priestorom pracujeme. Ak by sme napriklad uvazovali v 3D Euklidovskom pries-
tore R3, tak vektory kolmé na Z tvoria rovinu (teda 2D podpriestor). Vsetky
ostatné vektory nie st kolmé, tzn. ak by sme v 3D zvolili ndhodny vektor @,
tak Prae,gs[Z L d] =0 pre & # 0. Toto je dobré vizudlna predstava, avsak my
robime s priestorom Z%. Tvrdime, ze v fiom je Prae,pz2[¥ L @ = 1/3. Jeden
sposob, ako to nahliadnut je, Ze mnozina vektorov kolmych na Z tvorf (tak ako
v 3D) podpriestor #+ dimenzie n — 1 — podpriestor izomorfny so Zg_l. Teda
371 vektorov z 3" je kolmych na # # 0. Jednoduchy priamy dékaz je, ze nech
x; # 0; pre kazdy vektor @ kolmy na & je a-Z = 0, ale ak zmenime sturadnicu z;,
stcet sa zmeni o 1, resp. 2, t.j. pre kazdy kolmy vektor méme presne 2 d’alsie,
ktoré nie st kolmé.

Pravdepodobnost 1/3, 7Ze sa pomylime, je velks, ale ak tento test zoparkrat
zopakujeme (-krit, pravdepodobnost klesne exponencidlne na 1/3¢. Podla prie-
merovacieho principu, ak pre kazdé z je pravdepodobnost nédhodne vybratych
a@-cok rovna 1/3°, tak existuje aj konkrétna volba d-cok takd, ze pre ndhodné &

lSamozrejme, ¢im presnejsie chceme hradld aproximovat, tym zlozitejsie polynémy potre-
bujeme; robime trade-off medzi presnostou a stupiiom polynému a 1/ je vhodny kompromis.
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poly(n) vstupov

Obr. 9.1: Obvod s neobmedzenymi OR-mi aproximujeme tak, ze spocitame
nahodné sicty modulo 3. Plati totiz, ze ak je >, a;x; mod 3 # 0, potom
V,;z; = 1. Takto spocitame ¢ nahodnych stictov a ak je aspon jeden rozny
od nuly, OR je 1. Pravdepodobnost chyby je len 1/3° a neobmedzeny OR sme
nahradili OR~om s ¢ vstupmi.

je pravdepodobnost < 1/3%:

Vi: Pr [Vi:& La]=1/3"

at;...,a¢

= Pr [Vi:&la;)<1/3"

T,a1,...,a¢

= 3Jai,...,dp: Pr[Vi: & L aj] < 1/3°

Inymi slovami, vietky testy zlyhaji len na 1/3°-tine vstupov.

Tychto £ skaldrnych stic¢inov Z-@; umocnime na druhi (aby sme +1 zobrazili
na 1) a vysledky spojime naivnym OR-om. Vysledny polyném bude mat stupen
2¢. AND riesime pomocou deMorganovho zékona cez OR a NOT.

Indukciou méZzeme dokézat, ze pre hradlo na trovni h vieme zostrojit po-
lyném stupiia (2¢)", ktory ho dobre aproximuje: Pre vstupné hradld a NOT
tvrdenie plati, inak st vstupy hradla aspon o uroven nizsie, teda z indukéného
predpokladu im prislicha polyném stupiia < (2¢)"~!. Konstrukcia pre MobD3
zvysi stupei na dvojndsobok, konstrukcia pre AND/OR stupen zvysi 2¢-krét.

Tym sme dokazali, ze

pre kazdy obvod velkosti S hibky d existuje polyném stupiia (2¢)?,
ktory ho aproximuje s chybou < S/3¢.

Ak zvolime hodnotu 2¢ = n'/?¢, dostaneme polyném stupia +/n, ktory aproxi-
muje s chybou < S/?)”l/m/2 < 8/3"°, zatialco

Tubovolny polyném stupiia \/n aproximuje paritu s chybou aspoii
1/50 (ostdva dokazat).

Cize ak by existoval obvod konstantnej hibky pre paritu, potom by existoval aj
aproximacény polyném s chybou S/ 37", Avsak parita sa d4 aproximovaf iba s
chybou asponi 1/50. Z toho vyplyva, ze S/3" > 1/50 a teda S > 3" /50.
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9.3 Parita sa ned4 aproximovat polynémom ma-
lIého stupna

Pod'me teraz dokdzat druhu ¢ast tvrdenia: polyném f stupiia v/n aproximuje
paritu s chybou aspon 1/50. Oznaéme G’ C {0,1}" mnozinu vstupov, kde sa
(%) a @(F) zhoduji — chceme dokézat, ze G’ je mala.

Tradi¢ne ako vstupy obvodu uvazujeme bity 0/1; pri analyze booleovskych
obvodov (pozri napriklad O’Donnell (2014)) je vSak z matematického hladiska
¢asto vyhodnejsie pracovat s ,bitmi“ 4+1/—1. Dosiahneme to substitticiou y; =
1+ z; (mod 3). T4 zobrazi

f(@ — g7 stale stupia /n (!)
0 —= 41,
1 - -1,
be{0,1} — (-1’ e{-1,+1}

a®b — (1) = (1) (-1)°

Parita poctu jednotiek v & sa zmeni na paritu poc¢tu minus-jednotiek v ¢/, ¢o je
vlastne to isté ako sucin:

parita @L —  sucin Hyv
G' C{0,1}" — GC{-1,+1}"

(ak je pocet —1 péarny, vysledok je 1, ak je neparny, vysledok je —1). Mnozina
G’ C {0,1}" sa zobrazi na mnozinu G C {—1,+1}" vstupov, kde sa g(¢) a ][, v
zhoduju.

Tu si véimnime jednu zvlastu vec: stupen polynému [[, y; je az n a my ho
chceme aproximovat polynémom g(%) stupiia iba y/n? UkaZeme, Ze sa to velmi
dobre ned4 (mnozina |G|, kde sa zhoduji, musi byt mald).

Uvazujme funkcie s : G — {—1,0,+1}. Takychto funkecii je zjavne 3161,
Uké4zeme, Ze tieto funkcie sa daji zapisat ako polynémy malého stupiia a tych
je len < 3(49/59)2" "7 toho bude vyplyvat, ze |G| < 22.2" a teda polyném f sa
myli na aspon 1/50 vstupov.

Kazd4 funkcia Z§ — Zs sa da zapisat ako polyném (rozmyslite si, Ze naozaj).
Avsak, kedZe pracujeme v Zs, kazd4 funkcia sa d4 zapisat ako polyném stupiia
< 2n. Prec¢o? V Zs plati, ze a® = a (Mald Fermatova veta), takze mocniny
vyssie ako 2 nepotrebujeme. Ked'ze nés vSak zaujimaju iba funkcie, kde vstupy
sta € {—1,+1}, a® = 1, takZe nepotrebujeme ani druhé mocniny. Kazd4 funkcia
{—=1,+1}" — Z3 sa teda da zapisat ako polyném stupiia n. Nés vSak zaujimaju
funkcie iba z G — Z3 a pre vstupy y € G plati, ze [[, i = g(y). Ak [[,c;vi je
nejaky ¢len ndsho polynému, kde |I| > n/2, mozeme ho nahradif

——
=1 =9(9) deg<vn  <n/2
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e lg Zs

Obr. 9.2: Kazda funkcia Z§ — Zs sa d4 reprezentovat polynémom stupna 2n
(tretie mocniny netreba, kedze a® = a (mod 3)). Funkcie {—1,+1}" — Z3 sa
daji vyjadrit polynémom stupiia n (druhé mocniny netreba, pretoze a? = 1).
Ukazeme, Ze funkcie G — Zs3 sa daji zapisat ako polyném stupna n/2 + /n
(pri tom vyuzijeme, Ze G je oblast, na ktorej plati [], y; = g(y)). Ukdzeme, ze
takychto polynémov nie je vela a preto G je najviac 98% z mnoziny {—1,+1}".
Inymi slovami, polyném g sa myli aspon na 1/50 vstupov.

¢lenom, ktory je stupiia n/2++/n. TakZe kazd4 funkcia z G — Zs sa d4 vyjadrit
ako polyném stupiia n/2 + /n, kde kazdd premennd je umocnend na 0 alebo 1.
Kolko je takychto polynémov? Kazdy ¢len m4 tvar

a gty

kde 3; € {0,1}, pricom stupen je >, 8; < n/2 + /n. Vietkych moznosti, ako
zvolit bety je
s ()ue
‘ i) =50
i<n/24+/n

(pre dostatoéne velké n, pozri obrazok 9.3). Pre kazdy takyto monomial mozeme
zvolit a € {—1,0, 41}, teda celkovo mame 3(49/50)2" moznosti.

Zhrnutie: Funkcif z G — Z3 je malo, preto samotnd G musi byt malé a
preto polyném stupna 1/n, s ktorym sme zacali sa nezhoduje s paritou na aspon
1/50-tine vstupov. O

ﬁlohy

e Dokézte, ze ACY obvody nedokdzu spoéitat siéin dvoch n-bitovych éfsel.
(Hint: Ukézte, ze keby dno, potom by sa dala AC? obvodmi spocital aj
parita.)

e Dokazte, ze problém MAJORITY — zistit, &i je na vstupe viac jednotiek ako
ntl — nepatri do AC°.

e D4 sa tranzitivny uzdver grafu vypocitat v AC’?

o D4 sa n ¢fsiel zotriedit v ACY?
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Obr. 9.3: Sucet kombina¢nych éisel Zign/2+ﬁ (n) je 2" X Prxpm,/2)[X <

n/2 + y/n]. Ak binomidlnu distribiiciu aproximujeme normdlnou distribtiiciou
N(u,0?), kde p =n/2 a 0 = \/n/2, plocha po 20 zabera menej ako 98%.
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Kapitola 10

Vetviace programy

Vetviaci program (branching program) na vstupe 1 . . . Z, je jednoduchy vypoc-
tovy model reprezentovany orientovanym acyklickym grafom.

Jeden vrchol je zaciatoény, dva Specidlne vrcholy si koncové (akceptuj /
odmietni). S vynimkou koncovych vrcholov st vrcholy vzdy oznacené ¢islom 1
az n a vychadzaju z nich 2 hrany oznacené 0 a 1. Vypocet je cesta v grafe, ktord
zadina v zaéiatoénom vrchole a ked vojde do vrcholu oznadeného i, pokracuje
hranou oznaéenou z;, teda podla i-teho bitu vstupu sa rozhodne, ktorou hranou
pojde d'alej. My budeme d'alej predpokladat, Ze vietky vrcholy sa daji rozdelit
do vrstiev tak, ze vSetky hrany z jednej vrstvy smeruji do tej nasledovnej; prva
vrstva obsahuje iba zaciato¢ny vrchol a poslednéd dva koncové vrcholy.

Definovali sme jednoduchu verziu deterministického vetviaceho programu
nad bindrnou abecedou. Ak by sme cheeli, mohli by sme uvazovat hrany ozna¢ené
pismenami vicsej abecedy, alebo nedeterministicky model, kde z jedného vrcholu
méze vychddzat viacero hran oznaéenych tym istym znakom.

Vetviaci program funguje len pre konkrétnu dizku vstupu n. Ak chceme
vedief riesif problémy s lubovolnou dlzkou vstupu, uvazujeme, podobne ako pri
obvodoch, ze mame celu triedu vetviacich programov — pre kazdu dizku vstupu
jeden. A podobne ako pri obvodoch méZzeme uvazovat Iubovolni triedu alebo
uniformni, kde n-ty vetviaci program vieme efektivne zostrojit (resp. moézeme
uvazovat rozne stupne uniformnosti).

Tak ako pri TS meriame ich ¢as a pamif, pri obvodoch velkost a hibku,
vhodné miery zlozitosti pre vetviace programy su

1. wvelkost — pocet vrcholov

2. dizka — pocet vrstiev

3. Sirka — pocet vrcholov v jednej vrstve

Ak silu maja vetviace programy? Zalezi, ¢i mame na mysli uniformnu alebo

neuniformnt verziu. Neuniformné vetviace programy polynomislnej velkosti sa
dajt simulovat polynomidlnymi obvodmi, teda PBP C P/poly. Nie je viak jasné,

115
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¢i plati aj opacénd inklizia. Ak si vezmeme definiciu P/poly cez TS s radou,
mozeme si viimnit, Ze vetviace programy sa daji simulovat s malou (logarit-
mickou) pamiitou (a polynomialnou radou): PBP C L/poly. D4 sa dokdzat, ze v
tomto pripade plat{ rovnost: PBP = L/poly (Pudlék a Zdk, 1983). Pre logspace-
uniformné programy plati unif-PBP = L.

N4s vsak bude v tejto kapitole zaujimat, akid silu maji vetviace programy
konecnej sirky. Skuste si rozmysliet, ze:

1. Vsetky reguldrne jazyky sa daji vypocitat programmi konstantnej sirky.

2. Programmi konstantnej sirky vsak vieme spoc¢itat aj jazyk palindrémov ¢i
{a™b"c™ | n € N}.

3. AND, OR, XOR (parita) sa d4 spocitat programom sirky 2 dizky O(n).

4. Kazda funkcia sa da vypocitat vetviacim programom exponencislnej dfiky
sirky 3.

5. Aky najkratsi program konstantnej sirky dokaze spoéitat majoritu?

Veta 10.1 (Barrington (1989)). Pre kazdij obvod hibky d existuje ekviva-
lentny vetviaci program Sirky 5 dl/z'ky ¢ = 4% To znamend pre d = O(logn) je
¢ = poly(n) a teda NC* = 5-PBP = k-PBP. V oboch pripadoch mdme na mysli
neuniformné triedy, hoci podobnd veta plati aj pre uniformné triedy.

Preco prave 57 Co je na pitke také specidlne?? Odpoved prichddza z neca-
kaného smeru: z tedrie grup. Stuvisi totiz s tym, ze S5 — grupa permutdcii nie je
riesitelna.

Dokaz, ze vetviace programy konstantnej sirky vieme poéitat v NC!, nechdvame
ako tlohu pre ¢itatela. V nasledujicej sekcii sa pozrieme na opaénd inkliziu.

10.1 Permutaéné programy

Ak st v kazdej vrstve vrcholy ozna¢ené rovnako (rozhoduji sa podla toho istého
bitu), potom vetviaci program moézeme zapisat ako trojicu

(f, f95- -5 12),
(fiofe o 1)
(k17k27"'7k€)7

kde zobrazenie ff urcuje pre kazdy vrchol i-tej vrstvy, kam sa pohneme, ak
je k;-ty bit vstupu rovny j. Vypocet prebieha tak, Ze zatneme v pociatotnom
vrchole, v i-tom kroku sa pozrieme na k;-ty bit; ak je zx, = 0, hybeme sa podla
zobrazenia f?, ak je to 1 ideme podla f}.

Vetu 10.1 dokonca dokazeme pre vetviace programy velmi §pecidlneho tvaru:
v kazdej vrstve budeme mat rovnaky pocet vrcholov a zobrazenia f; budi per-
mutdcte.

Permutacny program dIZky { je dany trojicou
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@xgx

(a) Vetviaci program poéitajici paritu.
/ A/ \étg
w g
/ / v / N,
xl/ NN / "y / 1
/ / W /
x / / / 4 /
RV /*
S

(b) Zvysok modulo m vieme vypoé&itat (c) Program pocitajici majoritu, teda ¢&i

programom Sirky m — kazdy riadok re-
prezentuje jednu zvyskovi triedu, ak je
d’alsf bit 0, ostdvame v rovnakom riadku,
ak je to 1, ideme o riadok mod m vyssie.
Vedeli by sme zvysok mod m vypoéitat
aj programom $irky < m (polynomiélnej

je na vstupe viac nul alebo jednotiek.
Pozicia (i, j) zodpovedd situdcii, ze sme
videli > ¢ nil a > j jednotiek na vstupe.
Takyto program m4 sirku zhruba n/2.
Vedeli by sme majoritu spoéitat aj prog-
ramom s ovela mensou sirkou?

velkosti)?

Obr. 10.1: Priklady vetviacich programov. Zhodou okolnosti testujeme v kazdom
stlpci len jednu premennt. Na obrazkoch dolu ideme plnou ¢iarou, ak je pre-
menna = 1 a prerusovanou, ak je premennd = 0.

(7('?’77'8,. ’7‘—2)7
(74,73, m),
(kl,kQ, e ey ke),

kde 7! € S, st permutdcie na m vrcholoch a k; € [n].

Ked budeme vytvérat permutaéné programy, budeme spéjat kratsie prog-
ramy do dlhsich a pri tomto spijani budeme chcief posunif €o najviac in-
formécie z jedného podprogramu do d'alsieho — neoplati sa ndm preto zaéinat v
jedine¢nom vrchole a konéit v jednom z dvoch. Prvé aj poslednd vrstva budeme
mat m vrcholov.

Namiesto sledovania cesty z jedného vrcholu sa zase oplat{ sledovat cestu z
kazdého mozného zaciatku. Pozornost budeme stustredif nie na jednotlivé vr-
choly, ale na spoje medzi nimi. V kazdom kroku sa pohneme podla jednej per-
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mutdcie a ak chceme vediet, kam sa dostaneme na viac krokov, sta¢i vhodné
permutécie zlozit.

Vypocet bude prebichat tak, ze zaéneme s identitou, v i-tom kroku sa po-
zrieme na k;-ty bit; ak je to nula, pripo¢itame 72, inak pripoé¢itame 7}. Skratene
sa teda d4 povedat, Ze v i-tom kroku pripoé¢itame permutaciu Wf " Vysledkom
bude zloZenie vietkych tychto permutécii od 1 po £. Ostéva rozhodnit sa, ktoré
permutécie budi zodpovedat vysledku ANo a ktoré vysledku NIE.

My budeme v skutoénosti navrhovat také permutacné programy, kde na
konci bud’ vyjde identita, vtedy je odpoved NIE, alebo na konci vyjde nejaké
permutdcia o # id a vtedy je odpoved ANO. Budeme hovorit, ze program a-
pocita funkciu f : {0,1}* — {0,1}, ak pre kazdé = plati:

¢
flz)=0 = wak =lg
i=1

¢
flz)=1 = waki:a
i=1

Alebo skratene
H?Tfk =aol@,

Takéto permutaéné programy vieme jednoducho implementovaf ako vetviace
programy sirky m: Nech z je prvok, pre ktory a(x) # x. Namiesto prvej vrstvy
nechdme iba prvok x a v poslednej vrstve bude a(x) akceptujici a « odmietaci
vrchol.

Lema 10.1. Nech o, 8 su 5-cykly. Potom f je a-vypoéz’tatel’nd programom dl,iky
¢ prdave vtedy, ked je B-vypocitatelnd programom dizky £.

B Dokaz. Pre lubovolné dva cykly a = (aq,...,a,) a3 = (by,...,b,) existuje
permutécia p takd, ze o = po o p~! a naopak 3 = p~! oaop (hovorime, 7e
a a f3 st navzajom konjugované). Hladand permutécia je p(ax) = by, ¢o Tahko
overime vypoctom: = (B(p(ax))) = p= (B(bx)) = p~ (bes1) = axs1 = alax)).

Sta¢i potom zobraf povodny program a prendsobit prvé prvky p~! zlava a
posledné p sprava, t.j. namiesto 7 sa pouzije p~!m{ a namiesto 7 sa pouzije

77? p. Ak povodny program pocital hodnotu 7, novy program mé& rovnaku diiku,
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ale vysledok bude p~! o7 op, teda a namiesto 3 a v pripade identity sa hodnota

nezmeni: p~toidop=p~top=id ]
Lema 10.2. Ak f je a-vypoéitatelnd programom dl,z’ky L, tak aj —f je.

B Dokaz. Podla predchidzajicej lemy je f a~'-vypoéitatelns. Staci posledné
prvky v tomto programe vyndsobit a.. Ak bol pévodny vysledok a~!, teraz bude
id a naopak, ak bol predtym id, teraz bude . Program teda a-pocita —f.

O

Lema 10.3. Ak f je a-vypocitatelnd a g je B-vypoéitatelnd programom dl/z'ky l,
tak f A g je (aBa™1B~1)-vypocitatelnd programom dizky 4¢.

B Do6kaz. Program pre fAg najskor a-vypodita f, potom S-vypocita g, potom
a~l-vypoéita f a nakoniec S~ !-vypoéita g. Ak f(x) = g(x) = 1, vysledok bude
aoBoa"topB L Ak je viak aspoin jedna hodnota 0, prislusné éleny zmiznu
a zvySné sa vykréatia: napr. ak f(z) = 0, potom vypocet f(x) vrati identitu a
vysledok bude ido Soid ' o7 =07 =id. O

Dokaz vety je zalozeny na tom, ze existuji cykly a a 3, pre ktoré je ao o
a1l o B~ tiez cyklus (a teda nie je identita). Na to potrebujeme permutécie
aspon piatich prvkov.

Konkrétne, nech napriklad

a=1—-2—-3—-4—-5—>1
b=1—-3=>5—-4—2=>1
afa”lpl=1-3-2255-24-1

B Doékaz Barringtonovej vety. Indukciou od hibky s vyuzitim predcha-
dzajucich liem: Pri f A g programy pre vstupy vzdy upravime tak, aby a =
(1,2,3,4,5)-pocitali f a 8 = (1,3,5,4,2)-pocitali g, vysledny program bude
apfa~tpt = (1,4,3,5,2)-pocitat f A g. Hradlo f V g pocitame pomocou de-
Morganovho pravidla fV g = =(=f A =g). Pre hradlo vo vyske d majui vstupy
vysku aspon o 1 mensiu a teda z indukéného predpokladu majd programy pre
vstupy dlzku < 49=1: podla liem bude program pre A alebo V 4-krat dlhsi.
Takto ziskame permutacny program dfzky 4%, ktory trividlne implementu-
jeme vetviacim programom S§irky 5. (]

Mal4 odboéka do tedrie griip: Permutaéné programy mozeme zovseobecnit na
grupové programy, ¢i dokonca programy na monoidoch. Dokaz Barringtonovej
vety vyuziva stiéin [a, b] = aba=1b~1, ktory sa v tedrii griip vold komutdtor. Plat{
totiz, ze [a,b] = 1 prave vtedy, ked je ndsobenie a a b komutativne (ab = ba).
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Preco veta plati pre programy sirky 5 a nie menej? Dokaz vyuziva struktiru
grip, takzvani neriesitelnost.! Definujme komutédtorovi podgrupa grupy G ako
podgrupu G’ generovani vSetkymi komutdtormi v G, t.j. G’ = ({[a,b] | a,b €
GY) a oznacme G0 = G a GF+H) = (G Postupnost G DG’ DG D --- D
G®) volame komutdtorovy rad grupy G. Hovorime, ze grupa je rieditelns, ak jej
komutatorovy rad konéi trividlnou grupou 1.

Napriklad Sy, grupa permutécii 4-och prvkov je riesitelnd — m4 rad

Sy >As>Vy>1

kde A4 je alternujica grupa (parne permutécie) a Vj je tzv. Kleinova 4-grupa
{id, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}. S takouto grupou by nés dékaz nefungo-
val, pretoze komutator lTubovolnych dvoch permutécii spadne do A4 a komutétor
Iubovolnych parnych permutécii spadne do V; a V4 uz je komutativna. Naproti
tomu S5 > As, ale AL = As. As je najmensSia grupa, ktord nie je riesiteln.

Barrington a Therien (1988) dokézali, ze 4-PBP C ACCY, takze Sirku aspon
5 treba. Presnejsie, vypocty grupovych programov polynomislnej velkosti na
riesitelnych grupach zodpovedaju presne triede ACC’. Trieda AC® sa zase d4
charakterizovat polynomialne velkymi programami na aperiodickych monoidoch
(takych, ze pre kazdy prvok m existuje k také, ze mkF = mhF+1).

10.2 Dosledky

Désledok 10.1. Ezistuje requldrny jazyk, ktory je NC*-dplng pri anco -redukcii,
tzn. kazdy problém v NC' sa dd ACY obvodom redukovaf na reguldrny jazyk.

B Dokaz. Pre lubovolnt koneéni grupu G a prvok g € G je jazyk Lg,, =
{wy -+ wy | [[, wi = g} reguldrny. Tvrdime, ze Lg, o je NC!-tplny.

Nech L € NC!. Barringtonova veta ukazuje, ako pre NC'-obvod vyrobif
ekvivalentny permutacény program; AC’-obvod na vstupe z - - - ,, zostroji slovo

w=m w?”, teda pre kazdé i podla vstupu zvoli 79 alebo 7}. Slovo x patri
do jazyka L préve vtedy, ked w € Lg, . To znamend L S/;CU Lg, o g

Predstavme si pocitac, ktory mé okrem operacnej paméte este jedno pocitadlo,
malé bezpecné tlozisko (hard-disk) a jeden maly hacik: vypocet prebieha vo
fazach, pricom kazdy deil poéitaé zaéina s prazdnou pamitou; spravi poly-
nomislne vela krokov a tie najdoleZitejsie informécie si nahrd na tloZisko. Na

ITento pojem pochadza z Galoisovej tedrie a bol motivovany snahou pochopit riesitenost
rovnic piateho stuptia. Tak ako sa daji riesit kvadratické rovnice vzoréekom z = (—b %

V'D)/(2a), kde D = b?—4ac, daji sa riesit aj kubické rovnice: z = V—q/Q + V@24 + p3/27+
i/fq/2 —V/q%/4+p3/27 — b/3a, kde p = (3ac — b?)/3a?, ¢ = (2b% — 9abe + 27a?d)/27a® a

kvartické rovnice (pozri https://en.wikipedia.org/wiki/Quartic_function, vzorcek sa ne-
zmest{ na okraj tejto knihy). Pre kvintické rovnice (rovnice piateho stupia tvaru az® + bx* +
cx® 4+ dx? 4 ex + f = 0) neexistuje takyto vzoréek zlozeny z koeficientov, konstant, +, —, X,
/ a odmnocnin {/-. Tento vysledok je zndmy ako Abelova-Ruffiniho veta.
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vecer sa pocita¢ vypina a vsetky data v RAMke sa vymazi (ostand len ddta na
hard-disku). Na druhy defi sa pocitadlo zvysi o 1 a vypocet moze pokracovat.
Program nemoze prepisovat ani vstup ani poéitadlo a tak jedind informaécia,
ktor1 si moze preniest z jedného diia na druhy, je to, ¢o si zapiSe na bezpetné
tilozisko. Vypocet konéi, ked poécitadlo pretecie (ak méme t-bitové poéitadlo,
tak po 2¢ krokoch) a vysledok zédlezi od hodnoty na tlozisku.

Tak napriklad klasické Turingove stroje s polynomislnou pamétou st ekvi-
valentné poéitadom s polynomislne velkym tloziskom a polynomidlne velkym
poéitadlom (tym paddom si mézu celi konfiguraciu zapisat na tilozisko a vipocet
moze byt exponencidlne dlhy).

Uvazujme viak ovela okliestenejsi model:

e kazda féza je v logaritmickej paméti
e bezpecné 1lozisko mé 3 bity (slovom: tri bity!)
e pocitadlo ma polynomidlny pocet bitov.

Problémy, ktoré sa daju riesit v takomto modeli voldme logspace serializova-
telné. Otazka: aké problémy su logspace serializovatelné?

Pripomeiime, Ze podla vety o pamifovej hierarchii vieme, ze L C PSPACE,
takze napriklad QBF dokdzatelne potrebuje viac ako len logaritmicky priestor.
Navyse ulozit si 3 bity je zjavne takmer nani¢. Napriek tomu, prekvapujico:

Veta 10.2 (Cai a Furst (1991)). Vsetky problémy v PSPACE si logspace
serializovatelné.

B Ndaznak dékazu. PSPACE problémy si rieSitelné exponencidlne velkymi
obvodmi polynomidlnej hibky a z Barringtonovej vety vyplyva, 7e st riesitelné
vetviacimi/permutaénymi programmi exponencidlne; dfzky a sirky 5. D4 sa
navySe ukdzat, Ze i-ty bit a i-tu permutdciu dokdzeme vypoéitat v logarit-
mickom priestore. Vypocet bude prebiehat nasledovne: simulujeme permutaény
program, pricom v tlozisku si pamétdme hodnotu vrcholu {1,2,...,5}, v kto-
rom sme. Za¢iname v 1. V i-tej fdze (podla pocitadla) zistime, na ktory bit sa
pozriet a jeho hodnotu, nésledne podla toho skonstruujeme i-tu permutdciu a
zistime hodnotu nového vrcholu, ktort zapiSeme na tlozisko. Na konci sme bud
v 1 (vysledok bola identita, odpoved je NIE), alebo inde (odpoved je ANO).

O

Algebraické obvody st zovSeobecnenie boolovskych obvodov pre Tubovolny
okruh (K, +, x,0,1). Namiesto AND, OR a NOT hradiel mdme hradld +, x a
na vstupe su premenné x; alebo Specidlne konstantné hradla ¢ € K.

Veta 10.3 (Ben-Or a Cleve (1992)). Majme funkciu dani algebraickgm ob-
vodom hl/bky d. Td istd funkcia sa dd vypocitat sucinom 4% matic 3 x 3. Funkcie
vypocitatelné algebraickymi NC' obvodmi si presne tie, ktoré sa daji spocitat
sucinom polynomidlneho poctu matic 3 X 3.
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B Doékaz. Rekurzivna konstrukcia: predpokladajme, ze pre obvody f = f(z1,...,z,)

ag=g(z,...,T,) skonstruujeme matice tvaru
1 00 100
F=1f 10 a G=1g 1 0
0 0 1 0 0 1
Potom
1 0 0
f+g 1 0] =F -G
0 0 1
1 0 0 1 00 1 00 100 10 0
fxg 1. 0)=(0 0 1]-{0 1 0 f 10 00 1
0 0 1 10/ \o g1 00 1 01 —g

Sucet f + g dostaneme ako suc¢in dvoch matic a sac¢in f x g ako suéin Styroch
matic podobného tvaru (konjugovanych s F a G). Napriklad

1 0 O 0 01 0 0 -1
00 1|]=|-100)-G-10 1 0
01 —g 0 1 0 10 O

Tieto pomocné matice iba spermutujui, pripadne zneguji niektoré prvky.
O

Mimochodom pre okruh K = (Zs,+,-,0,1) = (Z2,®,A,0,1) dostdvame
Barringtonovu vetu (pomocou grupy matic 3 x 3 namiesto Ss).

Uvazujme (algebraické) programy s r registrami Ry, ..., R, s instrukciami
o R += C, R, —= C, (tJ R, <+ R; :l:C)

o R +=umyp, Ry —= xy,

R; +:C'Rj, R; —:C'Rj,
o R, +=x;, 'Rj7 R, —= xy, - Rj,
kde ¢ je nejakd konsStanta a x1,...,x, su vstupy.

Veta 10.4 (Cleve (1991), Ben-Or a Cleve (1992)). Kazdd funkcia f s al-
gebraickym obvodom hibky d sa dd spocitat algebraickym programom dizky O(4%)
s iba tromi registrami.

W Dékaz. Indukciou budeme vytvérat programy, ktoré pocitaju R; £= R; -
g(x1,...,2y,) pre rozne ¢ # j € {1,2,3}, pricom ostatné registre sa nezmenia.
Cielom je vytvorit program, ktory poéita Ry += Ra - f(21,...,25).
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Pre jednotlivé premenné x;, je program trivialny. Ak uz mame programy pre
R, += R;-g a R, += R; - h, potom program pre R; += R; - (f + g) je

R¢+:Rj'g
R;+=R;-h

a program pre R; += R; - (f - g) je

Ri—=Ry g /| Ri=ri=7k-g

Ri+=R; f /| Re =rp+1j- f

Ri+= Ry g [/ Ri=ri—rp-g+(rr+ri-f)g
Rk—:Rj'f //Rk:rk

(v komentdroch r;, 7,7, oznacuji pévodni hodnotu registrov R;, R;, R). Po-
dobne vytvorime programy s minusom. O
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Zhrnutie

P = AL = STA(log, *, poly)

= CVP - vyhodnotenie
logického obvodu

= linedrne programovanie

= je v DFS-prechode grafu

» Horn-SAT vrchol u pred v?

NC = AC = STA(log, *, polylog)

acl

= tranzitivny uzaver

NL = STA(log, *, 1)
= hladanie cesty v orientovanom grafe

= ma graf

= nasobenie

= majorita

= a"b", palindrom

= nasobenie
matic

= séitanie,

= porovnanie




Cast IV

Tazké hry






Uvod

T4to ¢ast bude hrava — budeme sa zaoberaft zlozitostou hier, teda otdzkami ako
napriklad:

o Aké fazké je vyriesit rézne puzzle ako bludisko, Sudoku, & Sokoban?

e Su behacky a skdkacky ako napriklad Super Mario, alebo strielacky ako
napr. Doom & Quake v nejakom zmysle tazké?

e A aké fazké st hry, kde proti sebe hraji dvaja hraci ako napriklad ddma,
Sach, piskvorky, Go, ¢i Reversi?

Nebudt néds zaujimat konetné hry ako napriklad piskvorky 3 x 3, & dama
na Sachovnici 8 x 8 — tie st z hladiska tedrie zloZitosti trividlne, kedZze maji len
koneény pocet stavov a stratégii. Zlozitost je O(1).

Budti nés zaujimat vhodné zovieobecnenia tychto hier — napriklad piskvorky
na ploche n x n.
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Kapitola 11

NP-tazké hry

11.1 Tetris

Tetris sa tradiéne hréval na displayoch 20 x 40, my budeme uvazovat zovieobec-
nent verziu, plochu M x N. Na tetrise je navyse tazké, Ze nevieme dopredu, aké
kocky budi nasledovat. My v8ak budeme uvazovat hru, kde je zndma postupnost
vietkych kociek, v poradi, v akom budu postupne prichddzat. Budeme uvazovat
scenar, kde sa kamarat chvilu hrd a potom nam rozohratt hru pod4, Ze ,dohraj
to“. Na hracej ploche teda uz nejaké kocky si a otazka znie: dokazeme v takejto
pozicii prezit? Alebo: daji sa vymazaf vietky riadky?

Ukézeme, 7e takyto problém je NP-fazky. Dokaz bude prebiehat redukciou z
problému 3-PARTITION: Dané st celé &isla ay, . . . , azs. Daji sa tieto éisla rozdelit
do s trojic tak, aby kazd4 trojica mala rovnaky sicet T = > a;/s?

Napriklad

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,10,11

vieme rozdelit do trojic:
(1,7,11) (2,8,9) (3,6,10) (4,5,10)

Kazda trojica dava sacet 19.
Iny priklad:
0,1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,20

V tomto pripade by mala mat kazda trojica suéet 30, ale &slo 5 nevieme doplnit
do ziadnej takej trojice, takze odpoved je NIE.

Problém 3-PARTITION je silne NP-iplny, to znamena, NP-tuplny aj v pripade,
7e &isla na vstupe st zakédované unirne. Dokonca mézeme predpokladat, ze
vsetky éisla a; sd medzi T/4 a T/2. Ukézeme, Ze instancia 3-PARTITION sa
d4 ,zakédovat“ v hre TETRIS tak, Ze hra sa d4 vyhrat prave vtedy, ked sa
¢isla daju rozdelif do trojic. To znamend, ak by existoval rychly (polynomialny)
algoritmus, ktory zisti, éi sa dand pozicia TETRISu d4 vyhrat, tak by existoval
aj rychly algoritmus pre 3-PARTITION a P = NP.

129
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Este kratka poznamka: V tetrisovej hantirke sa jednotlivé tetromina znacia
pismenami, na ktoré sa podobaji. Kocky I, T, L su asi zrejmé, 0 je Stvorcové
tetromino, J je opatné L (tetromind N a Z nebudeme pouzivat).

Veta 11.1 (Breukelaar a spol. (2004)). Hra TETRIS je NP-iplnd. Pres-
nejsie: Je dany pociatocny stav hracej plochy, kde uz nejaké kocky st a je zndma
postupnost vietkych kociek, v poradi, v akom budi postupne prichddzat. Otdzky
ako ,,Dd sa v tejto pozicii preZit? Daji sa vymazat vietky riadky?“ si NP-ipiné.

B Do6kaz. Poziciu zostrojime ako na obr. 11.1. Vyhrat sa da prave vtedy, ked
vieme jednotlivé ,jamy“ presne zaplnit, potom ,odomkntt zdmok* vpravo hore
a vyplnif volnd plochu vpravo, éim zmazeme vietky riadky. Postupnost kociek
bude takato:

1. V prvej faze najskér pre kazdé a; pride postupnost kociek L (zaciatok),
nésledne a;-krat trojica 0, J, 0, a na koniec 0, I. Na obr. 11.2a vidno, ako
sa dé takouto postupnosfou zacat vypliiat jama. Vsimnite si, ako kocky
0, I na konci uvedd jamu do ,,pdévodného stavu“, ktory treba opit zadat
L-kom.

2. V druhej faze pride sxL, ktoré uzatvori vSetky presne vyplnené jamy ako
na obr. 11.2b.

3. Nakoniec pride vykupenie v podobe T, ktorym odopkneme zamok, vymazeme
vrchné dva riadky, odkryjeme volni plochu vpravo a 57416 I-éok, ktorymi
ju vyplnime a zmazeme vsetky riadky.

Tymto sme ukézali, Ze ak sa daju &sla rozdelit do trojic, pozicia TETRISu sa
d4 vyhrat. Ostdva ukdzat, ze ak sa ¢isla nedaji rozdelit, pozicia sa ned4 vyhrat.

Jamy a postupnost kociek st navrhnuté tak, ze hra¢ nemoze jednotlivé kocky
(prislichajiice jednému ¢lenu a;) rozdelovat do roznych jam — kocky 0, J a I
jednoducho nemaju ten spravny tvar, takze jamu, ktori nena¢neme L-kom, by
sme zablokovali — tiplny dokaz zahffia nudny vypocet vietkych moznosti: vid
obr. 11.3, ktory dokazuje, ze ,,odpor je zbytoény“ a akykolvek pokus odchylit
sa od nami popisaného postupu — t.j. pre kazdé a; si zvolim jednu jamu a do
nej haddzem vietky kocky — vedie k tomu, Ze v jame ostant volné zablokované
policka (oznaéené ‘x’), ku ktorym sa uz ned4 dostaf a tieto riadky sa uz nikdy
nezmazu. O

D4 sa ukézat, ze TETRIS je NP-tiplny aj pre hracie plochy fixnej sirky aspont
8 (Asif a spol., 2019). Hoogeboom a Kosters (2004) dokézali, ze Iubovolnd
(rozumna) konfiguracia sa da zostrojit pomocou vhodnej postupnosti tetromin
zaCinajuc s prazdnou plochou. Zjavne kazda kocka ma 4 Stvorce, takze ak je
sirka delitelnd 4, kazda dosiahnutelnd konfigurdcia bude mat pocet Stvorcov
delitelny 4. A ak je sirka parna, pocet Stvorcov bude vidy parny. Samozrejme,
7iadna konfigurdcia nemoéze mat obsadeny cely riadok, ked'ze také riadky mizni.
Na druhej strane kazda konfiguracia, ktora Spiﬁa tieto jednoduché podmienky,
sa d4 zostrojit.
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Obr. 11.1: Pociatoény stav hracej plochy. Instancia je zostrojend tak, ze kocky
tvaru L, 0 a I, treba porozdelovat tak, aby presne vyplnili s ,,jdm“. Potom pride
kocka tvaru T, ktorou ,odomkneme zamok®“ vpravo hore, vrchné dva riadky
zmizni a odkryju sa volné stfpce vpravo. Nasledovat budd uz len I-¢ka, ktorymi
za burlivych ovacii obecenstva hru vyhrame. Level je zostrojeny tak, ze sa da
vyhrat prave vtedy, ked sa kocky tetrisu dajui rozdelit do skupin, aby presne vy-
plnili jednotlivé jamy a to sa d4 prave vtedy, ked sa prislichajice &fsla ay, .. ., ay
daji rozdelit do s trojic, pri¢om kazd4 trojica m4 siéet 7. Takto vieme redu-
kovat problém 3-PARTITION na TETRIS.
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“hegin’ ‘middle’ (a; = 3) ‘end’ (a) ()

(a) Zacneme L, potom a;-krdt 0, J, 0, za- (b) Koncovka — pomocou L uzatvorenime
konc¢ime 0, I. jamu.

Obr. 11.2: Vypiﬁanie jam.

(a) Ak zatnem vypliiat jednu jamu, ale (b) Ak dvodné L ulozim inak, ako je
potom skisim dat 0, J, alebo I do inej »vzorovy“ postup, nedopadne to dobre.
jamy, nevyhram.

(¢) Ak skiisim vypliat jamu kockami (d) Ak dém zavereéné 0, I zle, pokazim

0, J, 0 inak, ako bolo zamyslané, vy- si to.
tvorim si policka, ktoré sa uz nebudu
dat vyplnit.

Obr. 11.3: Z1é umiestnenie kociek.
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11.2 Hladanie min

23 2i2 21 2:3:11)|2:2i1)|12:1 2i311)|2:2i1)|2:1
4 4 12 1|34 H4i1)|2 1|34 ci4:1)|2
2 Y a yiq a X|Hi1
3 i} 2 115 6i1]% 2 1|5 6:1)%]+]2
Z 3:5 2 2111 5i5 s Z2i7)1[X|5:5:X]| 2
1:5:4 4 1:3i4 11|41 1:3 4711941
1 Y 3 1:9(4:b 1|3 134 ]3|3
1i2 213 2 1:2:7)|12:3:1|2 1:2i1|2:3i1]2
(a) Uvazujme takito hru. (b) Ozna¢éme zjavné miny. (c) Ak je na b mina, na
Je na pozicii otdznika Pozrime sa na poziciu b! polickach x musia byt miny
mina? Tazka otézka. a v si volné. Co c?
2i3i1|2i2i9|2i1 2i3i1|2i2i9]2i1 2i3i1|2i2i9|2i1
afqiAxqiafz: [y xlAvialz: aayuidxyiilz
a|X|x|-7|X|4:1 aldle|x|x[4 1 a | XX
15xiﬁ§11«2 1[5 7[6 1[1[~[2; [1[5ix|6:1]1]x[2
21(1[X|5:5 X2 |2i1[1]x|55 %2 |2i1[1]v]|55 ]2
e e B A e e e B A e 1:3: 41|32 (4:2
111 (4 X113 111 (4 X113 113413
1:2:1]2:3:1|2 1.2:1]2:3:1|2 1.2:1]2:3:1|2

(d) Ak je na ¢ mina, po- (e) Ak je ¢ volné, potom 5 (f) Nakoniec, ak je b volné,
tom policka 4 aj 5 maji a 6 chybaji dve miny, ale aj a musi byt volné. Teda
potrebny pocet min a a je 4-ke chyba iba jedna; miny a je volné vo vsetkych
volné. musia byt na d, f a policko pripadoch.

a je volné.

Obr. 11.4: Priklad pozicie v hre miny.

Oznaéme hodnotu policka z, pricom z = 1 (true) bude znamenat, 7e na
policku je mina a x = 0 (false) bude znamenat, Ze policko je volné.

1:1:1:1:1:1:1 1

1
1
1:1:1:1:1:1:1

[
S

1
1
1i1

Bud’ je prvé poli¢ko volné, na dalsom je mina, dalsie je volné, atd’:

1
1
1

1:1:1:1
S1i¥ V|1
1i1:1:1

E. 3 L

1 11
v 1%
1 1i1

alebo je na prvom policku mina a tento ,signal® sa siri d'alej:

1:1:1
#*:1 /]
1:1:1

s 2
ot Lol L
[ RS
g

11
1V
alfal
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Ak m4 prvé policko hodnotu z, potom dalsie je =, potom z, atd.
Takyto signil mozeme otdcat aj rozdelit:

I
1 x/1
] I 1|f1
1/1(1
1221 111121111 3
11132&31 —xPYxTEZYTx Y—xb
i 1xalal2 1111 «[1/1(171
11112x/1|2 111
EENEEEEREEE IEIE] 1 x4
x AALLALTALTA[LLI[L 1x1 1 xl1
— AR 1x|1 x
[IITTIITIILLI 1/1/1 ‘
,Drot« Otocenie Rozdelovag

Drot mozeme zacat alebo zakonéit termindlom:

-

=1

(N[ WN[-
Nl s N

N )= |+ N
BN WN=

Takze ak zoberieme rozdelova¢ a ,zastuplujeme® horny a dolny koniec, dosta-
neme hradlo NOT. OR hradlo je na obrazku 11.5 a z OR a NOT dokazeme
vytvorit AND.

Mal4 neprijemnost, ktord moze nastaf je, Ze budeme mat problém niektoré
gadgety napojit, lebo budd len trochu mimo (#+1). Vsimnite si, Ze drot a signal
v nom sa periodicky opakuji vzdy po troch polickach, to znamen4, ze ak chceme
napojit dva gadgety, musi ich vzdialenost byt delitens tromi.

L]
12321
1/12/1/1 _T,:.:.:E
o LA[1[a1[21|34(21[1]2[11]1 124 x5 x|
= 7| |1 7|23 %5 x[3 7| 2|1 Z[x[1=—> (2 z|1[1[2]
1/1(1[11[2 13 1(2(1(1/1]1[1]1 1%%%%%
112]1]1

Ak checeme simulovat booleovské obvody, potrebujeme este vedief prekrizit
droty. To sa dé tieZ pomerne jednoducho (skiiste navrhnit takyto gadget), ale v
skutoénosti to nie je treba. Lubovolny obvod totiz vieme prerobif na nie o moc
vicsi plandrny. Staci obvod nakreslit do roviny (pricom sa hrany mozu krizit) a
nésledne vietky krizenia nahradit malym obvodom, ktory vymieiia svoje vstupy,
vid' obrazok 11.6.



11.2. Hladanie min

VH

I

i N RN
[
BE
e

L] oS WS S
N o I (et i H ot Lt L

R ININININIWIN -
WS iwiniw

L e e o e (e L o Lok Lt
=N N N

=

[ Y S (NS NN ™
DV (ol (ol INELSTHON Y InLET] (5 HNT
Lt (S (ST RN il (= T}

N
[ )

(a) Na policku r je mina prave vtedy,
ak je mina na polickach u alebo v
(alebo oboch).

1:1:1
1iu]1
1|1 1:2:3:2:1
1:2:3:2:1:1:1(1/1]|1
1i11:1:2i11(v]1(2:2i3 /]3:2i1i1:1
1iviv|3iv]eiX|v]1ixX2iX1iv|{X1
1:1:11:2:11|X[1|3i2:2!/]|2:2i1i1i1
2:i314:2:2:1|3:3:1|1
2i1|v|3:3:4:X|1|3i1
211 (X|X|7]1(1]|2
131(1(1(1]1(3:1
1:2:3i3:13:2:1

(c) Naopak, ak r = 1 je mina, préve
jedno z policok b, ¢ je mina. Sad dve
moznosti. Ak je mina na policku b, s’
je volné. Tento pripad nastane ak st u’
aj v’ volné, teda ak u =v =1, r = 1.

Obr. 11.5:
A B
B A

(a) Vymena pomocou
XOR hradiel.
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1:1:1
1iu1
1v]1 1:2:3:2:1
1:2:3:2:1:1:1]1|1]1
1i1i1i2i1]|u'|1|2i2i3iX]|3i2i1i1i1
1viv|3iv]e v[X|1iv]2 v|1:X/]1
1:11i1:2:1|/]1|3:2:2:X|2:2i1i1i1
2:3:4:2:2:1|3:3:1|1
2:1IX[3:3:4:v[1]3:1
211 X|x[1]1]2
1:3:1/1(1/21]1(3:1
1:2:3i3i3i2i1

(b) Postupom odzadu zistime, ze ak
poli¢ko r je volné, tak b aj ¢ musia byt
miny, tym padom je a volné a ', v’ mu-
sia byt miny (6-tke chybaji dve miny).
Teda r =0 iba ak u = v = 0.

1:1:1
1iu]1
1iu|1 1:2:i3:2:1
1:2:3:2:1:1:1(1/1|1
1:1:11:2:1|u1|2i2:3:/|3:2i1:11i1
1iviv]3iv]eiXv|1ixX|2i X 1iv|X1
1:11:1:2:1|/]1]|3:2:2!v/]|2:2i1i1:i1
2:i3i4:2:2:1|3:3:1|1
2:1|X|3:3:4:X|1]|3:1
211X /Ix[1]1|2
1:31/1(1(3]1(3:1
1:2:i3i3:3:2:i1

(d) Nakoniec ak r = 1, ale mina je na
policku ¢, tak s je volné, takze 6-ke
chyba prave jedna mina — tento pripad
nastane, ak prave jedno z policok u,v
je mina.

OR hradlo.

(b) Implementécia XOR pomocou
OR a NOT (malé krizky)

Obr. 11.6: Kazdé krizenie drotov vieme nahradit malym obvodom, kde sa droty
nekrizia a ktory vstupy vymeni. Ide o stary programatorsky trik, kde spoc¢itame
A® B andisledne A (A@B)=Ba(A® B)® B=A.
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Veta 11.2 (Kaye (2000), Scott a spol. (2011)). Dand je rozohratd hra
miny, ulohou je zistit, ¢ dané policko musi byt volné. Tento problém je coNP-
dplny. Ekvivalentne problém, ¢ na danom policku méze byt mina je NP-tplny.

B Do6kaz. Redukciou z nesplnitelnosti plandrneho obvodu, ¢o je coNP-tplny
problém zistit, & pre dany obvod C je Va : C(x) = 0. Obvod nakreslime do
Stvorcovej mriezky tak, aby sa nekrizili hrany; gadgetmi vyssie potom ...

O
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11.3 Super Mario

Veta 11.3 (Aloupis a spol. (2015)). Zistit, ¢ sa dd level Super Maria vyhrat
je NP-fazké.

B Dokaz. Redukciou z 3SAT: pre dant formulu vytvorime troven Super Ma-
ria, ktord sa bude daf prejst prave vtedy, ked je formula splnitelnd. Start a
ciel budi ako na obrazku 11.7. Na zagiatku Mario zoberie hribik, aby bol velky
a velky musi dorazit aj do ciela, pretoze inak by nedokdzal rozbit tehlicky na
konci.

(a) Start (b) Ciel

Obr. 11.7

Pre kazdd premennd budeme mat tsek ako na obrizku 11.8a, kde Mario
vojde (¢i uz zlava alebo sprava) a zosko¢{ dolu tunelom vlavo (true) alebo vpravo
(false). Jednotivé plosiny su dostatoéne vysoko, takze na ne Mario nedoskoéi a
nedokéze sa vratif (takto vieme tiez vyrobit jednosmernd cestu).

Pre kazdd klauzulu budeme mat tsek ako na obrazku 11.8b. Tri zodpo-
vedaji trom literdlom v klauzule a drovein je zostrojend tak, ze ak je nejaky
literal pravdivy, Mario sa vie dostat pod zodpovedajici vyboxovat z neho
hviezdicku. Na konci budeme potrebovat skontrolovat, Ze kazda klauzula je spl-
nend, ¢o dosiahneme tak, Ze na konci bude musief Mario prejst cez vsetky
klauzuly zlava doprava. Napravo od kazdej klauzuly je plosina s plamefimi a
Mario ju dokéze prejst iba tak, Ze zoberie hviezdicku, ktord ho docasne spravi
nesmrtelnym. Avsak tiito hviezdicku ziska iba vtedy, ak sa predtym dostal k
aspon jednému |7 | a teda aspon jeden literal bol pravdivy.

Cela tiroven bude vyzeraf zhruba podla schémy na obrazku 11.9. Mario musi
zo Startu postupne prejst vietky premenné; v kazdej premennej  sa rozhodne,
ktorou cestou pojde (¢i x alebo —z) a tdto cesta potom vedie do vsetkych klauzil,
ktoré dany literdl obsahuju. V nasom priklade cestou x navstivi prvi a druhu
klauzulu, alebo cestou —x navstivi tretiu klauzulu; v oboch pripadoch potom
prejde na d'alsiu premennd, y, kde si opét musi zvolit jej pravdivostnt hodnotu.
Nakoniec, ked’ Mario prejde vSetky premenné, dostane sa vlavo hore a prejde do
ciela vpravo cez vietky klauzuly. Tie sa daji prejst, iba ak v kazdej vyboxoval
hviezdiéku nesmrtelnosti, teda iba ak st vsetky klauzuly pravdivé
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(a) Premennd. Volba, ¢ (b) Klauzula. Mario sa musi vedief dostaf aspon k
zist vlavo/vpravo zodpo-  jednému 7], z ktorého vybusi hviezdicku. T4 ho docasne
ved4 nastaveniu premen-  spravi nesmrtenym, aby vedel prejst ohfiom vpravo.

nej true/false.

Obr. 11.8

zaverecna kontrola T Yy z x Yy -z oy -z
Clause > Clause > Clause —>—-F|n|sh

Variable

vyber ohodnotenia

Obr. 11.9: Schéma trovne v hre Super Mario pre formulu (z V -y V 2) A (z V
Yy) A (mx V oy Vv -z).

Ostéva vyriegit problém, ako sa budi krizit chodby. V ndkrese schémy na
obrazku 11.9 sa totiz niektoré cesty pretinajui, ale pritom predpokladame, ze
sa na takejto ,krizovatke“ neda jednoducho prejst z jednej cesty na druhd — v
takom pripade by sme sa z jednej premennej mohli dostat aj do inych klauzil,
ktoré dany literal neobsahujui, ¢o nechceme. V8imnime si vSak, ze nam stacia
krizovatky, ktoré st jednosmerné (obojsmerné cesty ku klauzuldm vieme na-
hradif dvoma jednosmernymi tam a spiit), staéf, ak sa kazdd cesta d4 prejst
len raz a dokonca moézeme predpokladaf, ze z kazdej krizovatky bud pouZijeme
len jednu cestu, alebo ak pouzijeme obe, tak dopredu vieme, v akom poradi.
Konkrétne, ak sa krizia dve cesty, ktoré idd z premennej a jej negacie, potom
pouzijeme prave jednu z nich a ak sa krizia dve cesty, ktoré vedu z dvoch réznych
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premennych, tak vieme, ktorti premennt navstivime prvu.

T I i T I T T I

Obr. 11.10: Krizenie. Mario moze prejst zlava doprava (iba raz) a zdola hore a
naspift. Teoreticky, ak uZ raz igiel zdola hore a vybural niektoré tehlicky, mohol
by pri prechode zlava vyst hore. V nasej konstrukcii sa vSak bude daf ist bud

len jednou cestou, alebo ak obomi, tak najskor sa pojde zlava doprava a az
potom zdola hore.

Riegnie krizovatiek je na obrazku 11.10. Mario ju moéze prejst bud zlava
doprava alebo zdola hore. Ak prichddza zlava, neché sa poranit zlym hribikom
(voléd sa Goomba), ¢im sa zmens{ a tak sa dokéze prepchat cez prekdzky az ku
[7], kde si vyboxuje novy hribik, aby bol opét velky. Velky Mario sa cez tizku
prekazkovi drahu nezmesti, takZe prechod je mozny iba zlava doprava a nie
naopak. A ak chce Mario vyjst vpravo, hribik musi zobraf, pretoze maly Mario
nedokéze tehlicky vpravo rozrazif. Z rovnakého dévodu, v strednej éasti, ked je
maly, si nedokdZe prerazit cestu nahor.

Ak Mario prichédza zdola, méze vyhopsat po schodikoch, rozbit dolné tehlicky
vpravo, vyskocit, rozbit horné tehlicky vlavo a vyskocit hore. Neskor sa moze
touto cestou vratit. Ked'Ze je velky, neprepché sa vlavo ani vpravo. Jediné, ¢o
by sa mohlo staf je, Ze keby Mario najskor prisiel zdola hore, rozbil tehlicky a
neskor by prisiel zlava, mohol by ujst nahor, ale ako sme spomenuli vyssie, pre
kazdua krizovatku vieme, v akom poradi sa cez nu pojde a preto ju navrhneme
tak, ze prva cesta bude horizontalna a az druhd zvisla. O

Tymto sme dokazali, ze problém je NP-fazky. Co myslite, je aj NP-iplny?
Patri tento problém do NP?

f]lohy

e Akt zlozitost md TETRIS na konstantne velkej hracej ploche?
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Kapitola 12

PSPACE-tazké hry

12.1 Prince of Persia, Doom, Quake

Metaveta 12.1 (Viglietta (2014)). Lubovolnd ploginovd hra, ktord obsahuje
dvere a ,ndslapné ploginy“ (nejaky mechanizmus, ktory otvdra a zatvdra dvere),
je PSPACE-fazkd. Dokonca uz len zistit, ¢i sa dd déjst do ciela je PSPACE-fazké.
Predpokladdme pritom, Ze vieme docielit, Ze hrdc, ktory si zvoli cestu s takouto
ploginou, sa jej nedokdze vyhnit (napriklad ju preskoéit alebo obist) a musi ju
aktivovat. Presnejsie: stact, ked sa nedokdZe vyhnit zatvdrajicim plosindm.

Désledok 12.1. Hry ako Prince of Persia, Doom, & Quake sii PSPACE-fazké.

Rozmyslite si, ako umiestnif naslapné plosiny v tychto hrach tak, aby sa
nedali obist /presko¢it.

B Dokaz. Redukciou z QBF. Pre dani formulu vytvorime troven, ktora sa da
prejst prave vtedy, ked je formula splnitend. Schéma trovne je na obrazku 12.1.
Hrac¢ postupne prejde cez vSetky kvantifikatory; v existenénych musi spravne
vybrat hodnotu premennej, vo vieobecnych kvantifikdtoroch je hri¢ niteny
postupne vyskusat obe hodnoty (najskor sa nastavi hodnota premennej na true;
pri navrate je hra¢ niteny nastavif hodnotu na false a znovu prejst zvySok
formule). Ohodnotenie premennych je reprezentované dverami — ak je z = 1,
v8etky dvere oznacené x si otvorené a dvere oznacené T su zatvorené a naopak,
ak x = 0, dvere z st zatvorené a T su otvorené.

Klauzula s tromi literalmi je na obrazku 12.2b. Prejst sa d4 prave vtedy, ked
st aspon jedny dvere otvorené, t.j. ak je aspon jeden literdl pravdivy a teda ak
je klauzula splnend. Kvantifikdtory (3z) a (Va) si na obrdzkoch 12.2¢ a 12.2d.
KedZe jedna plosina otvéra len jedny dvere a premenné sa moéze nachidzat
vo viacerych klauzuldch, budeme mat jednu ploSinu a dvere pre kazdy vyskyt
premennej x (znacime x1, s, . .., respektive T, Tq,...). V existenénom kvanti-
fikétore si vyberieme jednu cestu (hornd pre x = 1 alebo dolnt pre z = 0),
¢im otvorime prislusné literdly a zatvorime ich negéacie. Vyjdeme vpravo, re-
kurzivne vyhodnotime zvysok formule a vratime sa dolnou cestou sprava dolava.

141
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Start Y S s e IS R P

Iz 'Yy Iz ' Y

Finish “deees T
Clause |—| Clause |—| Clause |—| Clause |—| Clause li

Obr. 12.1: Schéma drovne pre QBF formulu tvaru JxVy3zVw : ¢. Implementacia
klauzil a kvantifikdtorov je na obrazku 12.2.

V univerzalnom kvantifikdtore najskor nastavime hodnotu = = 1, ale zavrieme
dvere d. Pri navrate musi hra¢ nastavif 2 = 0 a znovu obehnuf cely zvySok
formuly. Takto skontrolujeme, ze formula je pravdivd pre obe hodnoty x. Az
potom mozeme prejst cez dvere d vliavo.

d

12.2 Super Mario

V predchddzajicej kapitole sme dokézali, Ze vyhrat v hre Super Mario je NP-
fazké a pytali sme sa, ¢i sa to d4 rozhodnitf v NP. Odpoved znie, Zze asi NIE
(ak NP # PSPACE) — problém je totiz az PSPACE-tplny!

Veta 12.1 (Demaine a spol. (2016)). Super Mario je PSPACE-iplny.

B Dokaz. Pouzijeme schému z predchiadzajiceho dokazu s dverami, ktoré
vyzeraju ako na obrizku 12.3a. ,Dvere“ v tomto pripade predstavuje ostnata
korytnacka (prezyvand ,Spiny“), ktord strazi a blokuje niektoré cesty. Cesta v
lavej casti oznacend ,traverse“ sa da prejst prave vtedy, ked je Spiny v pra-
vej casti (otvorené dvere). Ked vsak chceme prejst cez trasu oznacenu ,close®,
musime najskér korytnacku prehupnit na druht stranu. Dosiahneme to tak, Ze
si na 1iu poékdme pod tehlickou dolu. Ked sa priblizi, vyskoéime a korytnacku
prohodime na druhud stranu ako na obrézkoch 12.3b-12.3d. Plamen v strede
brani Mariovi prejst, ale korytnacke neublizi. Takto sa uvolni cesta ,close®,
ktord mozeme prejst, ale zatvoria sa dvere — cesta ,traverse® je teraz strdzena.
Otvorit sa d4 tak, ze prideme cestou ,open® a podobne ako pri zatvarani Spi-
nyho prehodime na pravi ¢ast.

Néaslapné plosiny, ktoré otvaraji/zatvdraju dvere teda ,jimplementujeme*
cestami ,,open“ a ,close® a dvere sti implementované ako pritomnost straziaceho
Spinyho. Vsimnite si, ze pri prechode cestou ,open“ Mario moze, ale nemusi
otvorit dvere (to je v poriadku, prejdite si dokaz metavety eSte raz a presvedste
sa, 7e neotvorit dvere mu nijako nepomoze) — dolezité je, Ze pri prechode cestou
,close“ musi dvere zatvorit.
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aby sme presli, musia byt aspon jedny
dvere otvorené, tzn. klauzula musf byt

(a) Takdto cesta sa da prejst len
jednym smerom: ak by sme chceli
ist sprava, nevyhneme sa plo§ine —a,

ktord dvere zatvara. splnena.
256 &5 G SoISSIoumE

L —

- — @O O [
Ca)iz +59€$X$96b b T 1
(2X2)-Caz)-Co b Jrb)

(d) Univerzalny kvantifikdtor (Vz).
Hra¢ najskor zavrie dvere d dolu; na-
stavi hodnotu = na true a rekurzivne
vyhodnoti zvySok formuly. Pri ndvrate
sa nedostane cez d — musi ist cez b a c,
nastavit hodnotu x na false (a7 potom

(¢) Existenény kvantifikdtor (Iz).
Hornd cesta zodpovedd =, dolnd
—z. Na zaliatku cesty najskor za-
vrieme opacné dvere, otvorime vsetky
dvere, v klauzuldch, ktoré zodpo-
vedaji danému literdlu a zavrieme

vietky negacie. (Ked'Ze jedna plosina
otvdra/zatvara prave jedny dvere,
T1,T2,...a T1,T2, ... oznactuje jednot-
livé vyskyty literdlov x, respektive —z.)

sa otvoria dvere d) a opit rekurzivne
vyhodnotif zvySok formuly. Takto za-
bezpeéime, Ze princ musi prejst for-
mulu pre vsetky x, true aj false.

Obr. 12.2: Stvorec @ oznacuje dvere, ktoré sa otvarajui plosinou +d; na-
opak —d tieto dvere zatvdra. Predpokladdme, Ze ndslapni plosina sa ned4
obist /presko¢it.

Na rozdiel od plosin ktoré mozeme ulozit kdekolvek, méme tentokrat jeden
gadget s cestami ,open“, ,close“ a ,traverse“ hned vedla seba — ked budeme
chciet tieto gadgety pospdjat mozu sa ndm cesty krizif a preto na rozdiel od
Metavety 12.1 potrebujeme eSte aj krizovatky. Najjednoduchsie to je pouzitim
potrubi, ktoré Maria dovedi, kam treba. O

12.3 Geografia

Geografia je jednoduché slovna hra na cesty, kde hréaci striedavo menuji mesta,
pricom kazdé d'alsie mesto musi zaéinat pismenom, ktorym konéi to predoslé
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2 2

traverse close
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Sl vl el el ol el el 4 ] el el el e
traverse | 2 2 2 2T sl
close
open

0 o ot o o

(a) Otvorené dvere: Mario moze prejst (b) Ak chce prejst cestou ,,close”, musf
cestou oznacenou ,traverse“. najskor prehodit Spinyho.

2200t o o T S o 2 2 A A

0t ot o o ot o o o o o o o o o o e
(¢c) Treba v spravnom momente vy- (d) Ndsledne modzeme cestou ,close®
skoéit. prejst, avsak cestu ,traverse® strazi

R . ”
Spiny: dvere su ,zavreté®.

Obr. 12.3: Gadget pre ,dvere” v Super Mariovi.

a mestd sa nesmi opakovat. Tito hru moéZeme formulovat ako hru na grafe,
kde vrcholy st nazvy vSetkych miest a orientované hrany vedi medzi mestami,
kde prvé a posledné pismend sedia (pozri obrézok 12.4). Na jednom vrchole je
zetémn, ktory hraci striedavo posivaji po hranich, pricom sa nesmu vratit do uz
navstiveného vrcholu.

.
Cxatkaska > CKalamazoo >

Obr. 12.4: Grafova reprezentécia hry Geografia.

Budeme uvazovat zovseobecnend hru, ktord sa moéze hrat na Iubovolnom
grafe. (Rozmyslite si, akti zloZitost m4 hra, kde graf naozaj zodpovedd nazvom
miest nad konecénou abecedou.) Predpokladdme, Ze biely polozil Zetén na oznaceny
vrchol, na fahu je ¢ierny a pytame sa, ¢i ma vyhravajtcu stratégiu. (Hracov
budeme pre jednoduchost prezyvat ,biely“ a ,cierny“, podobne ako v Sachu,
napriek tomu, ze v tejto hre figirky roéznych farieb nie si.)
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Veta 12.2 (Lichtenstein a Sipser (1980)). Rozhodnit pre dani poziciu hry
Geografia, ¢i md hrdc na tahu vyhrdvajicu stratégiu, je PSPACE-1iplng problém.

B Dokaz. Redukciou z QBF. Majme formulu v tvare ¢ = Jz1Vrodrs - - - Iy ¢

1. Zodpovedajici graf bude ako na obrazku 12.5. V existen¢nych kvantifikatoroch
je na fahu prvy hrag¢, ktory vybera ohodnotenie neparnych premennych, v uni-

verzalnych kvantifikdtoroch je na fahu druhy hrié a vybera ohodnotenie parnych

premennych. Teda prvy hra¢ ma vyhravajicu stratégiu prave vtedy, ked existuje

volba z; takd, Ze pre lubovolny fah stpera zo existuje volba 3, atd.

premenné

< N L TN N
/\/ Sl NS

o—»

n T1 \T:
Jpravdivy literdl \? / O\?/ ’
2

1

v klauzuvl\

Obr. 12.5: Graf hry Geografia pre dand QBF formulu Jz,Vzodrs - - - Vg @ 1.
Farba vrcholu zodpoveda informécii, kto je v danej pozicii na tahu. Zaéina
¢ierny v zakriizkovanom vrchole vlavo hore. Hri¢i postupne nastavia hodnoty
premennych zi,...,x; — tah hore = true, dolu = false. Formula je pravdiva
prave vtedy, ked je kazd4 klauzla splnend. Cierny vyhré, ak sa premenné nasta-
via tak, Ze nech biely zvoli lubovolni klauzulu, kazd4 je splnend, takze v kazdej
je nejaky literal pravdivy.

oO——>0

P

Nakoniec, ked’ hraéi zvolia ohodnotenie premennych, treba skontrolovat, &
je formula v pravdivé, tzn. pre kazdd klauzulu existuje literal, ktory je prav-
divy. Koncovka vyzera nasledovne: ¢ierny potiahne do vrcholu 4, biely vyberie
klauzulu (vyhrd, ak nie je splnend) a cierny vyberie literdl z klauzuly, ktory
je pravdivy. Z tohto literdlu vedie hrana do zodpovedajiceho vrcholu z hornej
casti. Ak je literdl naozaj pravdivy, v zodpovedajicom vrchole sme uz raz boli
— biely teda nem4 kam potiahnut a prehrd. Naopak, ak je literdl nepravdivy, vo
vrchole sme neboli; biely tam potiahne a ¢ierny prehra, pretoze v nesledujicom
vrchole, kde sa cesty spajaji, sme uz raz boli. O

Veta 12.3 (Lichtenstein a Sipser (1980)). Hra Geografia je PSPACE-dplnd
aj pre plandrne bipartitné grafy s vrcholmi stupria najviac 3.

B Dokaz. Upravime graf, ktory sme ziskali v dokaze predchédzajicej vety.
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(a) Krizenie hran (vlavo) na- (b) Vrchol vigsieho stupiia rozbijeme na retaz,
hradime planarnym grafom kde kazdy vrchol ma stupen najviac 3.
vpravo.

Obr. 12.6

Bipartitnost: Graf na obrazku 12.5 uz je bipartitny.

Plandrnost: Kazdé krizenie hrdn nahradime plandrnym podgrafom ako na
obrdzku 12.6a. Za¢neme s nakreslenim ako na obrazku 12.5, kde sa krizia iba
hrany z literdlov (posledny tah bieleho). V kazdej hre sa pouzije iba jedna takato
hrana, preto staéi, Ze v grafe na obr. 12.6a sa d4 pouzit bud’ horizontdlna alebo
vertikdlna cesta, ale nie obe.

Maximélny stupen 3: Kazdy vrchol viésieho stupiia rozbijeme na retaz, kde
mé kazdy vrchol stupen najviac 3 ako na obrazku 12.6b. g

12.4 Reversi

Reversi je doskovd hra, ktors sa hrd na mriezke 8 x 8 (my budeme uvaZovat
zovseobecnenu verziu n X n) s kamenmi, ktoré su z jednej strany biele a z druhej
¢ierne. Dvaja hréci (biely a ¢ierny) striedavo ukladaji kamen svojej farby na
nejaké volné policko tak, aby medzi tymto kameiiom a inym kametiom tej istej
farby v rovnakom riadku, stl’ch alebo na uhlopriecke bol suvisly nepreruseny
rad stuperovych kameriov. VSetky tieto superove kamene potom obrati, takze sa
z nich stand jeho kamene.

Ak hrié nemoze potiahnut, pokracuje siper. Ak ani stiper nemoze potiahnut,
hra kon¢i. Vyhrava hra¢ s va¢sim poctom kamenov.

Veta 12.4 (Iwata a Kasai (1994)). Problém zistit, ¢ md v danej pozicii
Reversi cierny vyhrdvajicu stratégiu, je PSPACE-uplng.

B Do6kaz. Redukciou z hry Geografia. Ukdzeme, ako sa v hre Reversi d4 si-
mulovat Geografia tak, Ze éierny m4 vyhravajicu stratégiu prave vtedy, ked vie
vyhrat Geografiu.

Z dialky bude pozicia v Reversi vyzerat ako na obrazku 12.8. Viésina hry sa
bude odohrévat na malej ploche oznaéenej ,simuldcia®, kde simulujeme priebeh
hry Geografia. Biely mé obrovsky naskok vela bielych kamefiov v dolnej ¢asti
plochy (vid. ,teritérium bielych kametiov*). Tieto kamene zaberaji viac ako
polovicu celej plochy, takze ak ich ubrani, vyhra. Naopak, ak mu ich ¢ierny
preberie, biely prehra.
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Obr. 12.7: Priklad hry Reversi. Biely na fahu moze polozit kamen na policka
a3, b2, b7, c1, d2, h4, h5, alebo h6. Stverénne najhorsia volba je tah a3 (pri
ktorom sa prefarbia kamene b3—d3 a uhloprie¢ka b4—c5; v nasledujicom tahu
totiz CGierny zahra al, ¢im ziska roh, ktory je strategicky dolezity — neda sa
prefarbif. Lepsia moznost je zahraf napriklad cl a prefarbif c-stipec.

Ako sa mu to moze podarif? Pocas simulécie Gierny kazdym fahom vytvéra
hrozby (pozri obrazok 12.9). Prefarbi nejaky ,kriticky“ kamen, ktory je spojeny
radom bielych kamenov az so stfpcom Cs. Biely ho mus{ v nasledujticom fahu
prefarbit ziskaf naspif — v opa¢nom pripade hrozi, Ze ¢ierny polozi kamen do
stfpca Cy, ¢im prefabi kamen v Cj3. VSimnite si, ze Cierny kamen v StIpCi Cs
sa uz neds prefarbif. Nésledne ¢ierny obsad{ polia a a o’ (pripadne, ak uz st
obsadené, tak 3,8 alebo 7,v’), ¢omu sa ned4 zabranit a nasledne obsadi pravy
dolny roh ¢ (obr. 12.8. Tym prefarbi ¢ast pravého stipca a v nasledujicich
tahoch postupne riadok po riadku prevezme celé biele tizemie a vyhra.

Ak sa &iernemu podari umiestnit kamefi na jedno z policok «, 3, alebo 7,
vyhra. Naopak, ak sa bielemu podar{ zabraf policka a, 3, aj v, vyhré biely.

Poc¢as ,normélnej“ hry musi &erny kazdym tahom vytvarat nové hrozby a
biely sa ich musi snazif odvracat. Ak by sa biely napriklad namiesto ,branenia“
pokusil ,,zapchat® policka a, 3 a v, nestihne to. Tu je priklad moznej vymeny:

1. ...¢&erny prefarbi kriticky vrchol,
2. biely ide na policko «, ¢ierny do stipca Cs,
3. biely na 3, ¢ierny na v a vyhra

Ak teda ¢ierny vytvori hrozbu, na ktord biely nems odpoved, &ierny vyhra.
Naopak, ak biely vietky hrozby ubrani a éierny nem4 ako vytvorit novt hrozbu,
biely stihne zaplnif policka a, 8 a v a vyhra.

Pod'me sa teraz pozriet, ako simulujeme hru Geografia. Predpokladdme, Ze
graf hry je bipartitny s maximalnym stupniom 3, takze obsahuje len tri typy
vrcholov:

1. do vrcholu aj z vrcholu vedie 1 hrana,
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Obr. 12.8: Schéma pozicie; véicsina hry sa odohrava na malej ploche oznacenej
ysimuldcia“. Biely vyhrd, ak ubrdni svoje kamene v dolnej ¢asti.

2. do vrcholu vedu 2 hrany, z vrcholu 1,
3. do vrcholu vedie 1 hrana, z vrcholu 2 hrany.

Pre kazdy typ navyse rozlisujeme, ¢i je na fahu biely alebo ¢ierny. Gadgety pre
rozne pripady si na obrazkoch 12.10 a 12.11.

Pri simulécii vstupu do vrcholu v Geografii vzdy aktivujeme prislusny gadget
tak, Ze na policko A (alebo A’) pride biely kamen. Nasleduje postupnost tahov
na policka oznacené C1, By, Cs, Bo, ..., pripadne ¢iarkované Cl, Bi, C’Z,BQ, e
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Obr. 12.9: Hrozba ¢ierneho: pocas simulacie hry Geografia budu biely a Cierny
prefarbovat tzv. kritické policka; ak sa napriklad ¢ernemu podari prefarbit
policko u (alebo napravo od wu), biely ho musi v nasledujicom tahu ziskat
naspit. V opaénom pripade hrozi, Ze Gierny polozi kameii na policko v, ¢im
prefarbi kamen zo stfpca (3. Nésledne ziska jedno z policok «, 3,7, potom v/,
pravy dolny roh ¢ a vyhra. Vlavo od u a vpravo od v st biele kamene, preto
biely nevie prefarbit éierny kamen v Cs stipei.

(C'l- st tahy ¢ierneho, B; tahy bieleho). Vymena spravidla konéf tak, Ze ¢ierny
polozi kameri na policko Z (alebo Z’ ako zéver) a biely zahrd Bs/Bj, ¢im policko
prefarbi naspit na biele. Policko Z je zarovein totozné s polickom A v nejakom
inom gadgete, ktoré sa tym aktivuje — takto hra pokracuje v d’alsom vrchole.

Zdoraznime, Ze bez ohladu na to, & je v Geografii na fahu biely alebo &ierny,
gadgety v Reversi sa aktivuji vidy bielym kamenom. Ked'Ze graf je bipartitny,
vieme, kto ma byt v danom vrchole na tahu a vrcholy z inych particii repre-
zentujeme inak. Napriklad pre ¢ierny vrchol s dvoma vstupnymi hranami (do
ktorého fah4 biely) mame gadget 12.10a, zatialco biely vrchol (do ktorého fah4
Cierny) reprezentujeme ako na obrdazku 12.10b. V prvom pripade, ak biely do vr-
cholu vstupi druhykrat, prehra. V druhom pripade, ak ¢ierny do vrcholu vstipi
druhykrat, prehra. Vsimnite si, ze obr. 12.10b sa od 12.10a 1i8i iba dvoma bielymi
kamenmi (oznacené dvojitym krizkom) — tie zabezpedia, ze v pripade opako-
vaného ndvratu vie biely v 12.10b odrazit titok &erneho a vyhr4.

Podobne na obrazkoch 12.10c a 12.10d mame vrchol, z ktorého vychadzaju
dve hrany. V bielom vrchole si vybera biely, v ¢iernom ¢ierny, ktorym smerom
sa bude pokracovat.

Vsimnite si, ze ked'ze gadgety ,vedia®, kto je na fahu a aktivuju sa vady
tahom bieleho, vrcholy s jednou vstupnou a jednou vystupnou hranou nepot-
rebujeme vobec reprezentovat. Pri spdjani gadgetov niekedy potrebujeme zme-
nit smer (pozri obrazky 12.11a a 12.11b), pripadne paritu pozicie (hodnotu
(z + y) mod 2, alebo ak by sme hraciu plochu ofarbili sachovnicovito, niektoré
pozicie vyjdd na bielych, niektoré na ¢iernych polickach) — na to slizi gadget z
obrazku 12.11c.

Priklad malej hry Geografia a jej simulacie v Reversi je na obrazku 12.12.

O

Dalsie PSPACE-tiplné hry

e Sokoban (Culberson, 1997)
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(a) Biely vojde do vrcholu jednou z dvoch
hrdn (biely aktivuje policko A alebo A’,
na konci je Z biele). Ak vrchol navstivime
druhykrat, ¢ierny vyhra.
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(c) Cierny véjde do vrcholu, biely si vy-
berd z dvoch hran.
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(b) Cierny vo6jde do vrcholu jednou z
dvoch hrén (biely aktivuje policko A
alebo A’, na konci je Z biele); ak ho
navstivime druhykrat, biely vyhra.
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(d) Biely vojde do vrcholu, ¢ierny si vy-
bera z dvoch hran.

Obr. 12.10: Gadgety na simulovanie Geografie v hre Reversi. Do kazdého gadgetu
vstipime na polickach A/A" a vychddzame na polickach Z/Z'. Medzitym biely

tahd na policka oznaéené By, B, ...
(pripadne s ¢iarou).

a Cierny na policka oznacené Ci,Cs, ...
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(c¢) Posun — men{ paritu pozicie (z + y) mod 2.

Obr. 12.11: Gadgety pre zmenu parity, otocku, alebo vrchol s vstupnym aj
vystupnym stupnom 1.

Rush Hour (Flake a Baum, 2002)

e Piskvorky (Reisch, 1981)

Hex a Gomoku (Reisch, 1981)

e Sim (Slany, 2000)

Amazonky (Hearn, 2005)

Ijlohy

e Akt zlozitost ma hra Geografia, kde vrcholy st mestd nad koneénou abe-
cedou?
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Obr. 12.12: Priklad grafu pre hru Geografia (vlavo) a zodpovedajica instancia
hry Reversi. Cela plocha je poskladana z gadgetov na obrazkoch 12.10 a 12.11.

e Dokazte, ze REVERSI € PSPACE.
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Kapitola 13

EXP-tazké hry

V tejto kapitole ddme odpoved na dve zaujimavé otazky:
o Aké fazké je hrat ddmu?
o Aky fazky je sach?

V oboch pripadoch nds bude zaujimat problém pre dani poziciu rozhodnit,
¢i ma hra¢ vyhravajicu stratégiu a vie vynitif vyhru. To je, samozrejme,
z pohladu zloZitosti trividlna otdzka (hoci sa hovori, 7e Sach je krdlovska hra),
ked'ze pocet vietkych moznych pozicii je len koneény. Preto sa budeme zaujimat
0 zovSeobecnené hry na Sachovnici n X n. Ak uvazujeme hry bez pravidla typu
»ak sa hra = fahov bez vymeny, hra konéi remizou®, tak dokazeme, Ze obe hry,
dama aj Sach, si EXP-tuplné.

To je zaujimavé, pretoZe to znamend, Ze tieto problémy sa nedaji riesit
v polynomidlnom case (P # EXP). Navyse, ak predpokladdme, ze PSPACE #
EXP, tak existuju pozicie, ktoré sa nedaji rozhodnit v polynomidlnom pocte
tahov.

Pri dokazovani EXP-tiplnosti a vobec uvazovani o takychto hrach nam velmi
pomoéze charakterizacia cez alterndciu — hra¢ m&a vyhravajucu stratégiu, ak
dfah Vfah stpera 3tah Vfah stpera---3fah taky, Ze hra¢ vyhrdva, ¢o priro-
dzene zodpoveda alternujicim TS. Zactneme s EXP = APSPACE a prirodzenym
EXP-1iplnym problémom rozhodnit, & dany alternujiici TS akceptuje slovo v da-
nej pamiti. Odtial prejdeme ako medzikrok ku hrdm na boolovskych formu-
liach, kde hraja dvaja hraci, menia ohodnotenie premennych a snazia sa spl-
nit /nesplnit nejakd formulu. DokéZeme, Ze ku konkrétnemu ATS vieme zostro-
jit formuly tak, Ze premenné kéduju konfigurdciu stroja a hraéi, ktorf nastavuji
ohodnotenia premennych simuluji vypocet tohto stroja. Nasledne si ukazeme,
ako sa taka hra na boolovskych formuliach d4 simulovat v hre ddma, resp. sach.

Skor neZ sa vsak pustime do dokazovania EXP-fazkosti, povedzme si par slov
o tom, preéo vietky tieto hry patria do EXP a ako ndjst vyhrdvajicu stratégiu
v exponencidlnom case.

155



156 Kapitola 13. EXP-tazké hry

Vsetky tieto hry maji exponencialne vela moznych pozicii a zafunguje tiplne
vieobecny ,ofarbovaci“ algoritmus, ktorym dokdzeme riesit Iubovolni kom-
binatorickd hru (dvoch hrééov s perfektnou informéciou bez ndhody) v Case
umernom poctu pozicii v hre:

Predpokladajme najskor, ze pozicie sa neopakuju a kazda hra v koneé¢nom
case skoné¢i vyhrou alebo prehrou. Zostrojime graf vSetkych pozicii a zatneme
ich postupne ofarbovat:

e Ofarbime vsetky koncové pozicie — vyhravajuce aj prehravajuice.

e Ak z danej pozicie vieme potiahnuf do prehravajicej (pre stperal), je
vyhravajica.

e Ak 7 danej pozicie vietky tahy vedi do vyhrdvajicich pozicii (pre stipera),
je prehravajuca.

Vyhravajica stratégia je zrejma — ak som vo vyhravajucej pozicii, potiahnem
tak, aby som stpera dostal do prehravajicej; siper nemd ind moznost, len
potiahnut do pre miia vyhravajiicej pozicie.

A ako je to v pripade, Ze moZe nastat remiza (napr. pat v Sachu, alebo
nekone¢né opakovanie fahov)? V skutoc¢nosti na algoritme netreba ni¢ menit
— akurdt na konci, ked sa uz Ziadny vrchol nedd ofarbif, mozu ostat niektoré
vrcholy neofarbené. Vsetky tieto pozicie si remizové.

Pre¢o? Ak mé hra N pozicii, mézeme pridat pravidlo, ze po N tahoch sa
hra konéi remizou — ak si totiz hra¢ dokdze vynutit vyhru, musi sa to dat bez
opakovania pozicii. Mozeme si predstavit, Ze algoritmus prebieha vo fazach —
najskor ofarbime vsetky koncové vrcholy, potom tie, z ktorych sa kazdym tahom
dostaneme do uz ofarbeného vrcholu, atd’. Potom v i-tej iterdcii ofarbime prave
tie pozicie, v ktorych hraé na tahu dokéaze vyhrat, alebo nutne prehrd na i tahov
(pri optimélnej hre stipera). Ked' sa uz ned4 Ziaden vrchol ofarbit (maximéalne po
N-tej iterécif), ofarbili sme vietky pozicie, z ktorych jeden hraé dokdze vyhrat
na najviac N tahov (pozri obrézok 13.1).

Remizové pozicie maji nasledovnt vlastnost:

e 7 remizovej pozicie sa dd potiahnut len do vyhrdvajicich (pre stipera, ¢o
nechceme) a remizovych, pri¢om sa dd potiahnut do remizovej pozicie.

Stratégia ako remizovat: ak som v remizovej pozicii, potiahnem do (pre stipera)
remizovej pozicie (neofarbeny vrchol) — ten ma tiez nechce dostat do vyhrdva-
juicej, takze potiahne opif do remizovej pozicie. Hra sa bud skonéi v koncovej
remizovej pozicif (pat), alebo sa pozicie zaénti opakovat a takato hra predstavuje
nekoneénu prechadzku po neofarbenych vrcholoch.

13.1 Hry s boolovskymi formulami

Stockmeyer a Chandra (1979), ktorf zacali §tidium exponencialne tazkych hier,
vo svojom élanku ukdzali Sest hier na boolovskych formuldch, ktoré nazvali
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Obr. 13.1: Mal4 ¢ast grafu vetkych pozici{ v hre. Zelenou sme ofarbili pozicie, v
ktorych hra¢ na fahu vyhré, v éervenych hrié na tahu prehrd a sedé s remiza.
Cisla vo vrcholoch oznacuji minimélny pocet fahov, za ktory sa da vynttit
vyhra, resp. maximalny pocet tahov, kym hra¢ prehrd. Napriklad pozicia A je
vyhréavajica, pretoze jednym tahom dostanem stpera do prehravajicej. Pozicia
B je prehravajica — akokolvek potiahnem, dostanem sipera do vyhravajicej
pozicie; v najlepSom pripade viem prehru oddialif a prehrdm na 4 fahy; ak
by som §iel hore, prehram ihned'. Pozicia C' je remizové — nechcem totiz sipera
dostat do vyhrdvajicej pozicie vpravo a dolu, ukon&m hru patom dolava. Skiste
si rozmysliet, ako zafarbit zvysné vrcholy.

jednoducho Gy, ..., Gg. Na dokazy zlozitosti dalsich problémov ndm bud stagit
Gl a G3.

Tieto hry hraji dvaja hraci, ktorych budeme volaf ,biely* a ,&ierny* (tak
ako v sachu). Dané su dve formuly, biela ®; a ¢ierna @, nad premennymi X UY;
X je mnozina bielych, Y mnozina ¢iernych premennych. Hraci striedavo menia
ohodnotenia svojich premennych (biely meni biele, ¢ierny ¢ierne premenné) a
vyhra sa uréf podla toho, & je @1, resp. @, pravdiva.

V hre Gp st dané formuly ®(X,Y) a ®5(X,Y) v 3-CNF. Hr4¢ na tahu
zmeni Iubovolne vela svojich premennych a ak na konci tahu nie je jeho formula
splnend, prehra.

Veta 13.1 (Stockmeyer a Chandra (1979)). Hra G; je EXP-iplnd. Tzn.

povedat pre dani poziciu, ¢i md biely vyhrdvajicu stratégiu, je EXP-iplné.

B Dokaz. EXP = APSPACE, ¢ize kazdy jazyk v EXP ma alternujuci TS, ktory
ho akceptuje v polynomidlnej pamiiti. MoZeme navyse predpokladaft, Ze tento
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stroj je v normélnom tvare, kedy v kazdom kroku alternuje, — existenéné a
univerzalne stavy sa striedaji po kazdom kroku. Jazyk

L ={(M)#w | M je ATS v normélnom tvare, ktory akceptuje w v paméti n}

je EXP-tiplny (pamit staci linedrna, kedze pri redukcii mézeme vstup poly-
nomislne nafiknut).

Tento jazyk redukujeme na G;. Hra bude zodpovedat vypoétu stroja M,
pricom biely vyhrd prave vtedy, ked M akceptuje w. Alternujici TS M ak-
ceptuje, ak existuje taky stav, ze pre kazdy nasledujici mozny stav existuje
stav, ..., taky ze kazdy nasledujuci mozny stav je akceptacny. To zodpovedd
hre: biely vyhra, ak existuje taky fah, 7e pre kazdy tah protivnika existuje tah,
..., taky, ze kazdy nasledujici fah je prehravajici. Premenné X, resp. Y budu
kédovat konfiguracie Cy, resp. Cy. Hragi budd striedavo volit d'alsiu konfi-
gurdciu, pricom formuly budd kontrolovat, Zze M sa naozaj vie dostat z jednej
konfiguricie do d’alsej. ®;(X,Y’) kontroluje, ¢i Cy Far Cx, ®2(X,Y) zase kon-
troluje, & Cx s Cy. Tieto formuly vieme zostrojif ako v Cook-Levinovej vete.

O

V hre G5 st formuly ¥;(X,Y) a Uy(X,Y) v 8-DNF. Hrd¢ na tahu musi
zmenit prdve jednu premennt a ak je na konci tahu splnend, jeho formula, prehrd.
To znamend, hraci sa snazia nesplnit svoju formulu (stvisi to s prechodom z
CNF na DNF).

Veta 13.2 (Stockmeyer a Chandra (1979)). Hra G3 je EXP-iplnd. Rovnako
variant, kde sa hrd¢ moze vzdaf fahu a nepotiahnut je EXP-tping.

B Dokaz. Redukciou z G1; jeden tah v Gy, ktory zmeni lubovolne vela pre-
mennych ,odsimulujeme“ v hre G3 viacerymi fahmi. Konkrétne, nech G; m4
m bielych a m ¢iernych premennych. V G5 im bude zodpovedat 2 x (2m+2) pre-

. > : / / / /
mennych, ozna¢me ich o1, ..., Z2m 12,7, Top 12 AYL, -+, Y2mt2, Y15 - - - > Y2mro-
/ ’ / / / /
Tyyee s Loy .’Em+1, xm+2,...,x2m+1, x2m+2
L1y 5Tmy  Tm+1ly Tm425---5L2m+1, L2m+42
——
zodpoveda koniec pomocné
T1,..,Tm v G B tahu premenné
/ / / / / /
Yoy Ymo ym—&-la Ym+25-- y2m+13 y2m+2
Y, -5 Ymy  Ym+1,  Ym+25-- -5 Y2m+1s Y2m+2
——
pomocné zodpoveda koniec
premenné Y1yeesYm Vv G1 C tahu
Premenné o1, ..., Tm 2 Ymai2, - - -, Y2m1 budi zodpovedat premennym v Gy,

zvy$né st pomocné. Zariadime to tak, ze premenné sa budd menit dokola po-
stupne zlava doprava, pricom v i-tom tahu biely zmeni x; alebo z) a Cierny
zmen{ y; alebo y;. Kazdych 2m + 2 tahov zodpovedd jedinému tahu bieleho a
¢ierneho v G1. Ak sa hraé¢ rozhodne zmenit z; (Ym+1+i), zodpovedd to zmene i-
tej premennej v G1; ak sa namiesto toho rozhodne zmenit &iarkovand premennt
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z; (Y1,4144)> zodpovedd to ponechaniu i-tej premennej v G1. Tahy 1,...,m zod-
povedaji tahu bieleho — biely nastavuje biele premenné, zatial¢o Gierny meni
pomocné premenné, ktoré nemaji ziaden vyznam. Nésledne zmena ., 41/,
zodpovedd koncu fahu bieleho. Poéas tahov m + 2, ..., 2m + 1 &erny nastavuje
svoje premenné (simulujeme tah &erneho), zatial¢o biely meni svoje pomocné
premenné. Nakoniec zmena Yo 12/, o zodpovedd koncu éierneho tahu.

Formula ¥y sa bude skladat jednak z negicie ®; (negicia 3-CNF bude 3-
DNF formula; splnenie negicie zodpoveda nesplneniu ®1) a jednak z c¢asti, ktoré
zabezpecdia, ze hra G3 sa bude naozaj hrat tak, ako sme si prave popisali a ak v
i-tom kroku hra¢ nezmeni premenni z dvojice x; alebo z}, prehrd (analogicky
pre U5 a ¢ierneho hraca).

Vsimnime si hodnoty a; = x; @ x}. Pociatoéni poziciu nastavime tak, ze
st to samé nuly. Postupne, ked' sa v i-tom kroku zmeni préve jedna z z; a x},
hodnota a; sa preklopi (zvysné ostant nezmenené). Vektor @ teda zacina na 0,
potom sa zlava doprava za¢ni pridévat jednotky a po i-tom £ahu by @ mal byt
v tvare 1°0*, az na konci kola by a; mali byt samé jednotky. V nasledujicom
kole sa zase naopak zlava doprava za¢énu preklapat jednotky na nuly a @ by mal
byt v tvare 0*1*.

Ak teda zoxorujeme dve po sebe iduce hodnoty, A; = a; ® a;—1 pre i > 1,
ale Ay = (a1 = aam+2), tak hodnoty A; deteguji prechod medzi blokom nil a
blokom jednotiek. Podobne definujeme b; = y; @y} a B; = b; ®b;—1, By = (b1 =
bamt2); pozri obrazok 13.3. Pred i-tym fahom bieleho by @ aj b mali byt v tvare
1*710* alebo 0P~ '1*, takze A; = B; = 1 a vietky ostatné hodnoty by mali byt
nula. Podobne pred i-tym fahom &ierneho by malo byt A;;; = B; = 1 (kedZe
biely uz potiahol) a vSetky ostatné A;, B; by mali byt nulové. Presne toto budu
kontrolovat formuly ¥,:

nelegit; = \/ (Aj NAg) Vv \/(Bj N=Ajiq)

Jj#k J
nelegit, = \/ (B; A Bx) V \/(4; A =B;)
J#k J

Vsimnime si, ze na zaciatku je A; = By = 1 a ostatné hodnoty nulové. Prva
cast formul zabezpedci, ze hodnoty A; (resp. B;) obsahuju vzdy najviac jednu
jednotku (a teda prave jednu jednotku) a teda hodnoty a; (resp. b;) sa skladaji
najviac z dvoch sivislych blokov nil a jednotiek. Druhd éast zabezpeéi, ze ak
pred tahom bieleho bolo A; = B; = 1, rozhranie blokov je medzi i — 1 a i a biely
musi zmenit z; alebo z, aby bolo A; =0, A;11 = 1.

Nakoniec formuly ¥;, ¥, definujeme nasledovne:

Uy = nelegit; V (Ami1 A 2P1(21, -0 Tony Ymt2s - -+ Y2mt1))

Uy = nelegity V (Bomyo A P2 (@1, o oy Yt 2s - - -5 Y2ms1))

Hrac¢ prehrd, ak spravi nelegitimny tah, alebo ak je na konci svojho tahu
(Ap41, resp. Bami2) a nie je splnend formula ®; z G1. Samozrejme, hodnoty
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a; o o0 1 1 1 .- a; o 0 0 1 1

b; 0o 0 1 S b; - 0 1 1

A; 00 1 0 0 -- A; -~ 0 0 0 1 0

B; 0 1 B; - 0o 0 1 0 O
(a) Typicky stav premennych (b) Typicky stav premennych
pred tahom bieleho. pred fahom ¢&ierneho.

Obr. 13.3: Typicky stav premennych — a a b s v tvare 0*1* alebo 170*; tym
padom A a B obsahuju prave jednu jednotku — na rozhrani bloku nil a jednotiek,
tam, kde treba potiahnut.

A;, B;, ktoré sme definovali cez @ treba prepisat pomocou A,V,— a vysledné
formuly roznasobit a upravit do 8-DNF. O

13.2 Blok

Skor ako prejdeme k dame a Sachu, ukazme si este jednu hru so zeténmi na
grafe.

Blok je hra pre dvoch hracov (volajme ich biely a ¢ierny). Hra sa na grafe, kde
hrany st ofarbend jednou z troch farieb (na obr. st to plné, prerusované a bod-
kované ¢iary) a niektoré vrcholy s oznaéené ako cielové (na obr. biele a ¢ierne
hviezdicky). Kazdy hra¢ ma Zetény svojej farby a snazi sa ,skérovat® — dostat
aspoi jeden svoj zetén do ciela svojej farby. Prvy, komu sa to podari, vyhrava.
Samozrejme, protihraé sa okrem skérovania snaizi blokovat Zetény sipera — od-
tial ndzov hry. Hraéi sa striedaji a hra¢ na tahu si vidy vyberie jeden svoj
Zetén a posunie ho na iny vrchol, pricom v jednom tahu moze ist iba pozdfz
cesty jednej farby a nemoze sa zastavit na ani prejst cez vrchol, na ktorom uz
nejaky zetén je.

Veta 13.3 (Stockmeyer a Chandra (1979)). Hra Blok je EXP-ipind.

B Dokaz. Redukciou z Gs. Gadget pre (bielu) premennd je na obr. 13.4.
Gadget pre ¢iernu premennt vyzerd podobne, iba farby cielov a Zeténov su
vymenené. Pozicie x; a T; zodpovedaju ohodnoteniu premennej z;. Va¢sinu hry
bude biely prestivat svoje Zetény medzi x; a T; (pre nejaké 4), ¢fm simuluje ah
v hre G3. Viimnite si, Ze biely svojim Zeténom na z; alebo Z; nemoze potiahnut
inak (napr. pozdii prerusovanej hrany), v opa¢nom pripade ¢ierny zetén z dy;
skéruje bud’ na ay; alebo by;. Naopak, ¢ierny nemoéze pohnit zeténom z di; (a
napr. zablokovat bielemu vrchol T;), pretoze potom biely skéruje jednym tahom
Z C1; Na ey, alebo fli-

Pre kazdu klauzulu mame gadget ako na obr. 13.5. Cely graf sa teda skladé
z jedného gadgetu pre kazdu premennu a jedného gadgetu pre kazdi klauzulu,
pricom vrcholy oznacené ako x;/Z;, resp. y;/7; (pre ¢iernu premenni) na oboch
obrazkoch oznacujui ten isty vrchol. PreruSované hrany na obr. 13.4 z z; a x;
vedu do gadgetov pre klauzuly, kde sa tieto premenné nachadzaja; na obr. 13.5
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Obr. 13.4: Gadget pre bielu premennt. Pozicie x; a T; zodpovedaji ohodnoteniu
premennej z; a viacsinu hry bude biely poéas svojho tahu len presivat takéto
zetény medzi x; a T; (pre nejaké i).

je zase na vrcholy x3, resp. U5 napojeny gadget pre tieto premenné (a dalsie
klauzuly, kde sa tieto premenné vyskytuji).

Na obr. 13.5 je priklad pre ¢iernu klauzulu T3 A y5. Ak je po tahu ¢erneho
nejaka jeho klauzula splnend, v hre G5 to znamend, ze prehral. Ukazme si, ako v
tomto pripade biely dovedie Zetén do ciela. Ak je klauzula na obr. 13.5 splnena,
Zetény su na poziciach T3 a y; a to znamend, ze vrcholy x3 a 75 na obrazku
st volné. Akondhle ¢ierny sposobi, Ze klauzula je pravdiva, biely vystartuje
7eténom z vrcholu w do s1, &¢fm spusti zévereéni postupnost tahov. Cierny musi
odpovedat v — ry, aby zablokoval cestu k cielu vlavo. Ak je klauzula naozaj
splnend, vrcholy z3 a 5 nie st blokované a biely moéze potiahnut s; — x3 — uy.
Cierny musi blokovat ciel vlavo: r; — t1. Biely ide do ss, Gerny blokuje 74, biely
ide do us a ak ¢ierny blokuje to, skoruje vo vrchole z.

Tato faza hry zodpovedd overeniu, ze dana klauzula je naozaj splnend.
Vsimnite si tiez, Ze ak biely zaéne overovat klauzulu, ktora nie je splnend, prehra.
Po fahoch w — s; a v — 71 sa biely mus? vediet dostat do u; — v opatnom
pripade ¢ierny skéruje pozdiZ bodkovanej cesty. Po s1 — u; a r; — t1 sa biely
musi vediet dostat do s, v opaénom pripade &ierny opét skéruje po bodkovanej
ceste.

Viesinu hry budi hragi strategicky postvat Zetény po premennych a menit
ich ohodnotenie. Ked’ raz niektory hra¢ zaéne overovaf nejakd klauzulu, niet
nivratu a hra po par fahoch konéf — bud bola klauzula pravdivé a vyhrd, alebo
nebola a prehra. O

13.3 Dama

Po svete existuje vela varidcii tejto hry, takze si na zaciatku pripomeiime a
dohodnime pravidld. Tu sa budeme zaoberat konkrétne verziou zndmou ako
Anglicka dama.

V ddme sa figirky pohybuji diagondlne na volné policka alebo skadéu cez
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Obr. 13.5: Gadget pre ¢iernu klauzulu Z3z A y5. Ak je klauzula splnend, ¢ierny
prehra: zetény su vtedy vo vrcholoch 73 a ys, takze vrcholy x3 a 75 nie su
blokované a d4 sa cez ne prejst; biely Zetén vystartuje z w a skéruje bud do
niektorého ciela vlavo, alebo do z hore — &erny nem4 Sancu ho vyblokovat.

cudzie figirky a tak ich vyhadzuju. Ak sa peSiak dostane na posledny rad,
premeni sa na damu.

e Vsetky figirky (pesiaci aj ddmy) sa pohybuju po jednom policku dia-
gonalne, pricom pesiaci moézu st len dopredu, ddmy aj dozadu. (V inych
verzidch hry moéze ddma prejst lubovolne vela poli¢ok — v nasej nie.)

e Ak figirka susedi diagondlne s figiirkou stipera a poli¢ko za fou je volné,
moze ju preskocit a tak ju zobrat. Ak aj nové pozicia susedi s figirkou
stpera, v skdkani musi pokracovat. Damy mozu skdkat dopradu aj dozadu,
ale vzdy len o dve policka, pesiaci mézu skékat iba dopredu.

e Ak hri¢ na fahu m4 moznost skakat, musi skdkat a pokracovat v skdkani,
kym sa dd. (Toto je rozdiel napr. oproti slovenskej verzii, kde figirku,
ktord neskdkala moze stiper zobrat.)

Veta 13.4 (Robson (1984)). Hra Anglickd ddma je EXP-iplnd.
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B Doékaz. Redukciou z G3. UkédZeme si, ako k danym formuldm vytvorit
poziciu v hre ddma. Schématicky je znazornend na obr. 13.6. VicSina hry sa
bude odohrévat na malej ploche obkolesenej §pirdlou so strasne vela bielymi a
¢liernymi damami.

biele premenné

i) aTo

biela klauzula

(o

cierne klanzuly

Co

spirala

\ cierne premenncé

Obr. 13.6: Schéma pozicie simulujicej hru Gs. V gadgetoch pre premenné sa
d4 prepinat medzi hodnotami true/false; premenné s spojené s klauzulami —
ak je nejakd splnend, stper ju ,aktivuje“ a dovedie hraca k ,spomalovacom®,
kde bude stricat tahy. Celd tdto konfigurdcia je uprostred velkej $pirdly dam,
o ktort sa hrd (vid obrazok 13.7).

Hlavna myslienka vyuZiva pravidlo, Ze hra¢, ktory ma moznost skakat, musi
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skakat — a to aj v pripade, Ze je to preitho nevyhodné. V konstruovanej pozicif
sa hra¢ snazi spustit takzvané spomalovace, kde stper sice zoberie zopér bez-
vyznamnych figirok, ale musi ich vziat, hoci je to plytvanie fahmi a za ten cas
sa hracovi podari vyzrat celd §piralu. Tento postup je zndzorneny na obr. 13.7:
Kym c¢ierny berie bezvyznamnych pesiakov, biely presunie damy z pozicie na
obr. 13.7a do pozicie na obr. 13.7b, nasledne pohne ddmu z pozicie A na B,
¢ierna ddma na pozicii C' ju musf preskoéit, &fm sa dostane na policko A a dédma
nad nou ju presko¢i a pokracuje v skakani po polickach oznacenych D, pricom
pozerie skoro vSetky ¢ierne damy v Spirdle. Nasledne biely preskupi svoje damy
do suvislych obdlznikov a d4 sa dokdzaf, 7ze ak je tychto obdlznikov viac ako
vietkych ¢iernych figtirok vnitri, biely dokdze zarucene vyhraf. (A podobne
naopak, ak by biely musel skakat cez figirky v spomalovacoch, dokaze Gierny
medzi¢asom poprestivat svoje damy a vyzrat celt bielu ¢ast §piraly.)
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(a) Kto z koho? Vi#gSina hry sa (b) Ak cierny strati Cas branim
odohrédva na malom tzemi (A) obkole- bezvyznamnych  figirok v  spo-
senom $pirdlou. Kto vyhra boj o tuto malovacoch, biely preskupi svoje
§pirdlu, vyhra celd hru. damy a vyzerie celd $piralu.

Obr. 13.7: Spirdla: Ten, kto vyhrd boj o pirdlu, vyhra celd hru.

Biely spomalovaé je zndzorneny na obr. 13.8a — ak &ierny preskdce pozicie
oznaéené A a zoberie pesiakov medzi nimi, bielej ddme na pozicii B sa uvolni
policko a musi skakat. Pouzitim viacerych képii vieme bieleho dostatoéne spo-
malit. Rozmyslite si, ako by mohol vyzeraf ¢ierny spomalovaé.

Pre kazdud bielu premenni mame gadget ako na obr. 13.9. Pre ¢ierne pre-
menné treba obrdzok preklopit a vymenit farby. Vaésinu hry budd biely aj
¢ierny iba presivat ddmy medzi polickami T a F (true/false), ¢o zodpovedd
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(b) Rozdelovaé: ¢ierny prichddza z F
na G; biely mu podhodi peSiaka na
H alebo I, podla toho, kam ho chce
nasmerovat; éierny potom musi d’alej
skdkat ku J alebo K.

(a) Spomalovag: ak &ierny preskace
policka A, biely musi brat ddmou, ¢o
je v nasej pozicii strata ¢asu.

b
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(d) Zmena farby: ¢ierny signdl prichddza z
D az na C; tu prevezme iniciativu biely a
zatne skdkat ddmou z B smerom na A.

O

(¢) Krizenie nepredstavuje ziaden
problém: ¢ierny prichddzajici z A
bude pokra¢ovat smerom na a a z
B na b.

Obr. 13.8: Gadgety redukcie G3 na damu.

zmenam ohodnoten{ premennych v hre G3. Akondhle je splnena niektora klau-
zula ¢ierneho, biely vyhra tak, ze aktivuje literdly v danej klauzule. Ak na
obr. 13.9 pohne pesiakom na pozicii A alebo B dopredu, odblokuje ¢ierneho
pesiaka nad nfm, ktory musi skdkat po polickach oznacenych t (true), resp. f
(false). Budeme hovorit Ze biely aktivoval literdl x, resp. T.

Vsimnite si, Ze ¢ierny najskor prejde cez biele spomalovade a ndsledne —
ak je biela ddma na spravnej pozicii — cez ¢ierne spomalovace; biely aj Gierny
v nich zabiji zopar tahov, ale obaja rovnako vela, takZe hru to neovplyvni.
Ak by vsak biely skusil spustit zld vetvu — napr. ddma by bola na policku F
(false), ale pohol by pesiakom A, ¢ierny pesiak by sa zasekol nad T a nevedel by
d'alej pokracovat. Tym padom by biely musel travit ¢as skdkanim v spomalovaéi
a Cierny by medzitym vyzral $pirdlu a vyhral by. Takze spusteny signdl musi
naozaj zodpovedat nastaveniu premennej, inak hra¢ prehra.
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Obr. 13.9: Gadget pre bielu premennu. Dama v strede sa presuva medzi
poziciami T a F', ¢o zodpovedd ohodnoteniu premennej true a false v hre Gs.

Takéto signaly potom putuji od premennych az ku klauzuldm, ktoré ich ob-
sahuji ako v schéme na obr. 13.6. Ked'7e jedna premennd moze byt vo viacerych
klauzulach, potrebujeme vediet signal rozdelif. Dosiahneme to ako na obr. 13.8b:
¢ierny pesiak prichddzajici z F doskéace na G, biely mu podhodi pesiaka bud
na poziciu H alebo I, podla toho, kam chce signdl d'alej viest a ¢ierny musi
pokracovat. Cesty medzi premennymi a klauzulami sa vo vSeobecnosti mozu
krizovat, ¢o nie je problém (vid obr. 13.8¢c). Nakoniec tesne pred klauzulou vy-
menime farby — pozri obr. 13.8d: doteraz pri aktivovani bieleho literdlu skakal
¢ierny pesiak. Ten prichddza z D, priskace az na C, odkial zaéne biela ddma z
B skékat smerom k A.

A tak sa signdl o pravdivostnej hodnote nejakej premennej dostane az ku
klauzule. Priklad ¢iernej klauzule s tromi bielymi a dvomi ¢iernymi premennymi
je zndzorneny na obr. 13.10. Bielym literdlom zodpovedd signal zlava, cesty
oznaéené 1, 2 a 3 (cesta 3 je v dvoch kdpidch, o chvilu si povieme, pre¢o). Cesty
4 a 5 sprava zdola zodpovedaju negdciam Ciernych literdlov, tzn. ak napriklad
klauzula obsahuje &ierne literdly v, ¥z, cesta bude viest z vetvy pre y; = false
a Y2 = true.

Pripomenime, Ze akonahle je po tahu &erneho nejaka jeho klauzula splnend,
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v hre G3 prehral — a mal by teda prehrat aj v ddme. Biely vyhra vtedy, ked
aktivuje vietky svoje literdly v splnenej klauzule a Gierny nedokdze aktivovat
ziadnu negaciu.

Vsimnite si miesto, kde sa krizuju cesty 1 a 2 — signdl po druhej ceste
moze pokracovat iba vtedy, ked sme este predtym zobrali éierneho pesiaka na
krizovatke a teda uz sme vyzobali cestu ¢islo 1. Podobne po ceste ¢islo 3 mézeme
prejst len vtedy, ak sme uz predtym presli po 1 a 2 (v opa¢nom pripade zasta-
neme na krizovatke a ddmu vezme pesiak na pozicii A). Nakoniec vsak cesta
3 aktivuje ¢ierny spomalovaé, takze ak maju vsetky biele premenné spravnu
hodnotu, biely vyhra.

A ¢o ¢ierne premenné v klauzule? Vsimnite si konce ciest 1 a 2. Ked biely
aktivuje prvy literal, éierna ddma na konci cesty 1 musi brat spit, takze biely je
opat na fahu a aktivuje aj druhy literal, atd’. Cesta ¢islo 2 (alebo vo vieobecnosti
predposledny biely literal) vsak koné{ ,do prdzdna® a ¢ierny moze tahat ako-
kolvek chce. V tomto momente m4 jeden (jediny) tah k dobru a ak m4 niektora
¢ierna premennd zli hodnotu, m4 sancu to dokézat. Kazd4 biela klauzula je totiz
napojend jednak na biele literdly zlava a jednak na negdcie ¢iernych literdlov
sprava. Ak teda biely aktivuje cesty 1 a 2 a negécia nejakého ¢ierneho literdlu je
pravdivé, cierny na tahu ho aktivuje a dostane sa k bielemu spomalovacu este
skor ako stihne biely aktivovat svoj posledny literdl (a ¢ierny spomalovag) — a
teda vyhra ¢ierny.

Co sa viak stane, ak biela klauzula je naozaj pravdivd? Cierny mé aj tak
jeden tah k dobru a méze spravit c¢okolvek chce. Napriklad moze prerusit alebo
zablokovat cestu 3. Prave preto vedd do kazdej klauzule dve képie signalu z
poslednej premennej — ak Cierny jednu prekazi, pouzijeme tu druhid. Samotné
premenné a rozdelovaée pokazif nevie, ale o ak porusi $pirdlu? Potom ju nebu-
deme vedief jednym tahom zobraf celi. RieSenie je také, Ze spomalovace nam
dajui dostatok casu, aby sme postup z obr. 13.7 zopakovali na dvoch miestach
prerusent Spirdlu zobrali na dvakrat.

Posledny zédrhel: a ¢o ak jeden z hra¢ov nebude tahat ddmou medzi T a F,
ale spravi Iubovolny iny tah? Napriklad prerusi spirdlu, klauzulu, alebo nejaki
cestu k nej? Nuz v prvom rade, pre pripad, ze hra¢ poskodi klauzulu, mame
z kazdej klauzuly dve képie (vid obr. 13.6). V druhom rade som na zaiatku
tak trochu klamal, Ze dokaz je redukciou z G3. V skuto¢nosti budeme vediet
simulovat iba tie hry Gg, ktoré vzniknid redukciou z hry G; a tie maju td
§pecidlnu vlastnost, Ze hraé na fahu ma vizdy na vyber prave dve premenné, z
ktorych jednu musi zmenif. A ak zmen{ ini premennt, alebo ak by nepotiahol,
tak na konci fahu splni nejaki klauzulu a prehra. Nuz a fah iny, ako je posunutie
niektorej damy medzi T a F, zodpovedd nepotiahnutiu v hre G3, ¢o vedie k
prehre. ]
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zodpovedaji negdciam Eernych literdlov. Ak chce biely vyhrat, musi aktivovat

Obr. 13.10: Cierna klauzula pre 3 biele a 2 ¢i

Y1 a Ya.
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13.4 Sach

Veta 13.5 (Fraenkel (1981)). Sach je EXP-iiplng.

B Doékaz. Redukciou z G3. Premenné simulujeme gadgetom ako na obr. 13.11
(gadget pre ciernu premennu dostaneme, ak obrdzok preklopime a vymenime
farby). Biela veza v Stipci vpravo ma prakticky dve mozné pozicie, ktoré pred-
stavujd hodnoty true a false. VA&sinu hry budi hraci hybat iba tymito veZzami,
¢o zodpoveds tahom v G3. V momente, ked je nejaks stiperova klauzula spl-
nend, vystartuji damy z prislusnych premennych a zattocia. Cierna dama titoci
po jednej z cervenych ciest — hornéd zodpoveda x = true, pretoze je priechodnd
iba ak nie je strazend bielou vezou, t.j. veza je v pozicii true; podobne dolnéd
cesta zodpoveda x = false. Biela dama zase uto¢i po jednej z modrych ciest —
hornd zodpovedd z = true, dolnd x = false — cesta je priechodn4, len ked ju
vlastna veza neblokuje.

Predstavme si teraz, ze (bez jmy na vSeobecnosti) biela klauzula v G je
splnens a ukdZme si, ako ¢ierny dokéZze vyhrat (opa¢ny pripad je symetricky).
Plan je nasledovny:

e Z premennych v klauzule (bielych aj ¢iernych) postupne vystartuji ¢ierne
démy. (3 tahy)

e Prejdu cez ,jednosmerku (obr. 13.12), ktord zabezpedi, Ze uz sa neve-
dia vratif — pri pokuse o navrat pohne biely pesiakom a odkryje modri
bodkovant diagonalu strazent strelcami. (5 tahov)

e Cierny postupne nastavi vsetky ddmy do tunelu pre prislusni klauzulu —
pozri obr. 13.13: Pre kazdd premennu aj jej negiciu mame jeden zvisly tu-
nel — tadialto pridu ¢ierne ddmy — a pre kazdu klauzulu mame diagondlny
tunel. Plan tutoku je, ze ¢ierny rozostavi damy zo vSetkych premennych v
splnenej klauzule v prislusnom tuneli. Detaily krizovatky st znédzorneny
na obr. 13.14a — tu &erna ddma vie zastat a obr. 13.14b — tu &ierna ddma
nemoze zastat, zobral by ju biely pesiak. Pozicia je zostrojens tak, ze do
tunela nejakej klauzuly sa moézu postavit len damy z literdlov, ktoré patria
do danej klauzuly.

e Spit k obr. 13.13. Ked &erny rozostavi ddmy v tuneli pre klauzulu, odohra
sa rozhodujuci siboj o pesiaka na policku s nazvom ,oltar“. Tento pesiak
je strazeny bielymi strelcami, ktorych je o 1 menej ako je literdlov v klau-
zule, takze ¢ierny obetuje svoje damy a vyhra prave vtedy, ak prisli vSetky
damy, t.j. vSetky premenné v klauzule mali spravnu hodnotu a klauzula je
splnend. Tento boj trva podla toho, kolko literdlov je v klauzule — najviac
12.

e V pripade tspechu poslednéd ¢ierna dama pokracuje po Cervenej ceste.
Poberie nechranenych pesiakov, tzv. spomalovace, ktorych jediny tcel je
vyrovnaf pocet tahov tak, aby bol pre kazdd klauzulu rovnaky (kedZe
niektoré klauzuly m6zu maf menej literdlov).
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e Posledné dva fahy a ¢ierny matuje ako na obr. 13.14c.

Cely tento tutok, ak prepokladdme, Ze biely vymeni na oltari vSetkych strel-
cov, trva presne

8 x  8tahov  +7 tahov+ 3 = 74 {ahov.
~— ——— —— ~—
dam prichod do tunelov vymeny mat poslednou ddmou

Ako sme spominali, ak ma klauzula menej ako 8 literdlov, cestu doplnime spo-
malovaémi tak, aby mal kazdy ttok presne 74 £ahov.

Tymto sme popisali nds ,preferovany scenar®, ako by hra mohla prebiehat a
ako jeden hra¢ dokaze vyhrat, ak je splnend siperova klauzula. Treba viak este
ukazat, ¢o sa stane, ak by hra prebichala inak.

Napriklad, éo ak by sa ¢ierny pokisil niektoré ddmy uvolnit este pocas pr-
vej fazy hry, v nadeji, Ze zatial¢o biely bude hybaf vezami a nastavovat biele
premenné, ¢ierny si uvolni zopar ddm, ked budd mat premenné zrovna vyho-
vujicu hodnotu. V skuto¢nosti je takyto plan odsideny k netspechu. Akondhle
¢ierny opusti lubovolnou ddmou jej poziciu v strede gadgetu pre premennt, biely
prejde do protittoku a ak ¢ierny nezmatuje do 74 tahov, biely d4 mat v 75-tom
tahu. Priebeh je nasledovny: Akondhle ¢ierna ddma opusti svoju poziciu, biela
dédma vystartuje pozdiz zelenej cesty (pozri obr. 13.11) zvanej ,biely casovac*®.
Vsimnite si, éierna ddma strazila zelent cestu, takze sa nedala pouzif skor. Na
konci tejto zelenej cesty je vhodné mnoZstvo spomalovacov (presne 62 pesiakov,
ak dobre poc¢itam; vid obr. 13.14c, ktory vSak ukazuje ¢ierny ¢asovac) tak, ze
biela kralovna matuje presne o jeden fah neskoér, ako &erna (6 tahov ddmou
+ 62 spomalovacov + 7 vymen bielych strelcov za ¢ierne damy na oltari = 75
tahov). Takze v okamihu, ked jeden hra¢ zaito&i, je to bud-alebo — bud bola
klauzula splnend a hra¢ vyhra, alebo sa mu nepodari prerazit a vyhré siper.
Preto sme tak starostlivo ratali pocet tahov. (Malé spresnenie: Utok nemust
trvat presne 74 tahov, ked'ze biely nemusi vymenit vietkych svojich strelcov, je
to 67 + #vymen; biely méZze namiesto vymen napr. pohntt ddmou v ¢asovaéi,
ale vysledok bude rovnaky, pretoze biely spravi 68 + #vymen tahov, teda ma-
tovanie mu trva o 1 fah viac ako ¢iernemu.)

Dalsia moznost, ktora by sa mohla pritrafit, je nasledovna: Cierny potrebuje
niekolko fahov, kym unikne so vSetkymi ddmami — ¢o keby biely medzi¢asom
zmenil pozicie bielych vezi, teda zmenil ohodnotenie niektorych premennych?
Nuz pre tento pripad gadget pre premenni obsahuje ,,obchadzku“ —na obr. 13.11
je tato cesta zobrazend prerusovanou tyrkysovou &iarou. Takze aj ked by sa biely
vezou pokusal zablokovat nejakd ¢ervent cestu, ¢ierna ddma moze uniknut aj
tak. Vsimnite si v8ak, Ze obchddzka trva o jeden tah viac, ako ,,priama“ ¢ervena
cesta. To je v poriadku, pretoze obchadzku pouzijeme len vtedy, ked biely spravil
navy$e tah veZou, t.j. pocet fahov bude sice viicsi, ale stéle plati, ze (ak je
splnené biela klauzula) ¢ierny matuje presne o jeden tah skor, ako biely.

V poriadnom dokaze treba premyslief este vietky ostatné moznosti (¢o ak
sa veza pohne horizontalne? ¢o ak biely obetuje damu? ¢o ak biely alebo Cierny
potiahne pesiakom? atd.) — my ich prenechdme ¢itatelovi. O
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Obr. 13.13: Kazdej premennej aj jej negacii zodpoveda zvisly tunel a kazdej
klauzule zodpovedd jeden tunel. Ak je niektord klauzula Wj,s. splnend, ¢ierne
damy vystartuju z gadgetov pre prislusné premenné a zoradia sa v tuneli tejto
klauzuly. Pesiakova struktira zabezpeéuje, Ze ddmy sa mozu zastavit iba na
tych miestach, kde klauzula obsahuje prislusny literdl (pozri obr. ??). Na to,
aby mohol ¢ierny matovat, potrebuje vyhrat klti¢ovy stiboj o pesiaka na mieste
zvanom ,oltédr“. Tento pesiak je chrédneny strelcami (o 1 menej ako je pocet
literdlov v klauzule) a ¢ierny tento siboj vyhrd, ak v tuneli zhromazd{ ddmy pre
vietky literaly, t.j. prave vtedy, ked je klauzula splnena. Ak je to tak, ostane
mu jedna déma, ktord pozerie spomalovacie pesiaky, ktoré zabezpecuji, aby
matovanie trvalo presny pocet tahov a pokraéuje smerom nadol.



(a) Krizovatka sikmého tunela pre (b) Ak klauzula neobsahuje dany li-

klauzulu a zvislého tunela pre literal, terdl, pesiakova struktira je posunutd
ktory patri do klauzuly. Vsimnite si, a Clerna dédma nemodZe prist na tuto
7e ¢ierna dédma sa méze postavit na krizovatku — zobral by ju biely pesiak.
krizovatku.

Clerny Casovac

(c) Koniec hry: ddma, ktord sa dostane cez oltar prichddza
po &ervenej ceste a matuje bieleho krala. Druhd moznost je,
ze ddama pride cestou, ktorid volame ,casovac”. Tato cesta
trva presne o 1 tah dlhsie ako cesta cez olt4r.

Obr. 13.14
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Dalsie EXP-tiplné hry

e Medzindrodnd ddma — pesiaci mozu brat aj dozadu; ddma sa pohybuje o
Tubovolny pocet poli (Robson, 1984),

Cinska dédma — hraci plan je Sesfcipa hviezda, hraé sa pokusa dostat svoje
figirky do opaé¢ného cipu (Kasai a spol., 1979)

Go (Robson, 1983)

¢insky Sach Xiangqi a kérejsky Sach Janggi (Zhang, 2019b),

e japonsky sach Shogi (Adachi a spol., 1987),

hra dzungla Dou Shou Qi (Zhang, 2019a),

ﬁlohy

e Na obrazku su grafy pozicii troch réznych hier. Ak hra¢ nemdze potia-
hnut (z vrcholu nevedie ziadna hrana), prehrdva. Zistite, ktoré pozicie
su vyhravajice/prehravajice/remizové a akd je optimélna stratégia pre
kazdd hru.

Lo P P>

e Zafarbite zvysné vyhrévajice/prehrévajice/remizové pozicie na obr. 13.1.

e Ako by sa zmenila zlozitost Sachu ¢ ddmy, ak by sme pridali podmienku,
7e po polynomidlnom poéte tahov bez vymeny/preskocenej figirky hra
konéi remizou?
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Zaver

V tejto kapitole sme sa venovali hrdm z pohladu vypoctovej zloZitosti. Ak vas
tato téma zaujala a chcete sa dozvediet viac, odporiéam knihu Hearn a Demaine
(2009) a predmet Erika Demaina na MIT: 6.892 Algorithmic Lower Bounds: Fun
with Hardness Proofs s volne dostupnymi materialmi a videami z prednasok.

Na zéver sa podme spolu este ohliadnut spit za touto éastou. Skisme si
spravit poriadok vo vietkych vysledkoch a charakterizovat jednotlivé hry. Uka-
zuje sa, ze dolezité su aspon dve delenia: podla poc¢tu hracov a podla poétu
tahov, za ktoré hra skonéf:

Hry pre jedného hréca (puzzle, solitairy, skdkacky), ktoré koncia v poly-
nomidlnom poéte tfahov si v NP. Ak je dizka hry neobmedzend, hra sa da
vyriesit v PSPACE = NPSPACE.

Ak uz mame hru pre dvoch hracov, ktory hraja proti sebe, striedanie tahov
zodpoved4 alterndcii. Hry, ktoré konéia v polynomialnom pocte tahov (reversi,
piskvorky) st v AP = PSPACE. Ak je dizka hry neobmedzend, hrd sa d4 vyriesit
v APSPACE = EXP.

Ako sme videli v predchadzajicich kapitoldch, vela hier je iplnych vo svojej
,prirodzenej* kategorii.

Hry pre 1 hrdca Hry pre 2 hrdcov
polynomidlny NP /coNP-tiplné PSPACE-tplné
#tahov (Tetris, Clickomania, miny, (reversi, piskvorky, Hex,
Sudoku, Mastermind, ...) Amazonky, geografia,. .. )
neobmedzenij PSPACE-tuplné EXP-uplné
#tahov (Super Mario, Prince of Persia, (ddma, sach, go,

Quake, Sokoban, Rush Hour,...) Shogi, Xiangdi,...)

Literatura
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Cast V

Logika, rozhodnutelnost a
zlozitost






Uvod

V tejto ¢asti budeme studovaf rézne logiky a ich problém rozhodnutelnosti, t.j.
dam vam logicku formulu a otazka znie, ¢i je tato formula pravdiva.
Napriklad je pravda, ze

E(p—=a)A(r—s)A(mgVs)) = (mp Vv —r)?

Plati v realnych ¢islach
R = (Vo) (vy)(32)(z =y - 2)?
A plati v prirodzenych ¢islach
NE W) @y)(z<y) AVw)(V2)(ly=w-z >w=1Vz=1)7
Alebo

NE Vo) 3y)(z <y) A(Vw)(Vz) (y=w-z—w=1Vw=1)
ANy+2=w-z—ow=1Vvz=1))?

Sktste si rozmysliet, ¢i si tieto vyroky pravdivé. Existuje nejaky sposob,
ako to mechanicky rozhodnit? A ak ano, aky zloZity je tento problém?

V prvom pripade sa pytame, ¢i je pravda, ze ak mame dve implikacie a vieme,
ze neplati aspon jeden z ich doésledkov, tak neplati aspon jeden z predpokladov.
Odpoved je Ano (tato tautoldgia m4 ndzov ,destruktivna dilema®). Overit si
to moZeme tabulkou a vyskiSanim vsetkych 16-tich moZnosti pre pravdivostné
hodnoty p,q,r,s. Da sa to aj lepsie? Vo vS8eobecnosti dno, trochu lepsie, ale
nepozname Ziaden polynomidlny algoritmus, o m4 dost dobry dévod: zistit, &
je formula vyrokovej logiky tautoldgia, je coNP-iplny problém.

V druhom pripade sa pytame, ¢i pre kazdé x,y existuje vysledok z/y = z,
teda, ¢i sa da kazdé &fslo delif kazdym. Odpoved je samozrejme NIE: nulou
sa neda delit, napriklad neplati 3z : 1 = 0 - z. Vedeli by sme aj v takomto
pripade mechanicky overit, ¢i je formula pravdiva? A ak 4no, akd bude zloZitost
takéhoto algoritmu?

Treti priklad v preklade hovori, Ze existuje nekoneéne vela prvoéisiel — to je
pravda. No a §tvrty, 7Ze existuje nekonecne vela prvoéiselnych dvojiciek (&fsiel p
takych, ze p aj p + 2 si prvocisla) — toto je otvoreny problém, nikto nevie.
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Znédma Godelova veta hovori, ze existuji tvrdenia o prirodzenych ¢islach,
ktoré st pravdivé, ale nie si dokézatelné (povedzme z Peanovych axiém aritme-
tiky). My sa viak na vec pozrieme z hladiska informatiky a tedrie zloZitosti. For-
muly st ,,oby¢ajné“ refazce symbolov nad abecedou {A, V, =, 3,V,=, (,),z,0,1,+,}.
Jazyk dokazov je rekurzivny (dokaz vieme overit v koneénom ¢ase); jazyk dokdzatelnych
tvrdeni je rekurzivne vycislitelny (ak dokaz existuje, vieme postupne sktsat
vietky dokazy, az kym ho nendjdeme). D4 sa vsak ukdzat, Ze jazyk pravdivijch
tvrden{ nie je ani len rekurzivne vyéislitelny.

V nasledujicej kapitole si ukazeme, ze do &isiel vieme zakdédovaft celé postup-
nosti, resp. refazce nad nejakou abecedou. Ukdzeme si, ako zapisat formuly,
ktoré hovoria nieéo o tychto refazcoch: napriklad, ze refazec kéduje vypocet
daného Turingovho stroja. Zostrojime formulu ¢y ., ktora je pravdiva vtedy,
ak stroj M na vstupe w zastane. Problém rozhodnit, & je pravdivé nie je re-
kurzfvny a rozhodnit, & je pravdivd negdcia nie je ani rekurzivne vyéislitelny.

Vo zvysku tejto ¢asti sa budeme venovat roznym teériam, ktoré st niekde na
hranici rozhodnutelného. Na jednej strane mame aritmetiku (N, +, -, =), ktora
je nerozhodnuteln4, na druhej strane vyrokovi logiku, ktora je coNP-tipln4, ¢i
predikatovi logiku, ktora je PSPACE-tuplna. Ako vyzerd svet medzi tym?

Napriklad, ¢o ak mame tedriu prirodzenych ¢isel so s¢itanim, ale bez ndsobenia?
Bude t4to tedria stdle nerozhodnutelna? A &o ak sa budeme bavit o redlnych
¢&islach a nie o prirodzenych? A ak je skiimand teéria rozhodnutelnd, aké zlozité
je rozhodnut, & je dand formula pravdiva? To st otdzky, ktoré budeme v
studovat v nasledujucich kapitolach.

rozhodnutelné nerozhodnutelné
coNP PSPACE REC ¢ RE

TAUT QBF § Th(N, +,-, =)



Kapitola 14

Teodria aritmetiky je
nerozhodnutelna

14.1 Nerozhodnutelnost aritmetiky

Pod tedriou aritmetiky, Th(N, +, -, =), mdme na mysli vsetky pravdivé tvrdenia
o prirodzengjch ¢islach, pricom ,tvrdenia“ si formuly zlozené z

e premennych z,z’, 2", ...

e kongtant 0, 1

logickych spojok =, A,V

kvantifikdtorov 3,V
e rovnosti, s¢itania a ndsobenia =, +, -
e a zatvoriek.

Kazd4 formula je retazec nad abecedou {z,,0,1,-,A,V,3,V,=,+,-,(,)}.
Syntax tohto jazyka by sme vedeli zadefinovat velmi exaktne, ale budeme sa ve-
novat zaujimavej$im veciam — aj tak by sme ju nedodrziavali. Kvoli ¢itatelnosti
budeme formuly zapisovat volne: budeme pouzivat premenné z,y, 2, ..., dvoj-
bodku a zatvorky (rozne typy) tak podla citu a budeme pouZivat skratky.
Mobzeme ich chépat ako ,makrd®, ktoré staéi rozvinif a dostaneme refazec
zloZeny len z povolenych symbolov. Alebo sa mozeme tvarit, Ze nové symboly
st stcastou jazyka (bohatsieho, ale rovnako silného).

Tak napriklad pomocou — a A vieme ,dodefinovat“ aj vietky ostatné logické
spojky. Relaciu z < y vieme definovat cez = takto: 36 : x +8 = y (pripomeiime,
ze pracujeme s prirodzenymi ¢islami, takze 3§ znamend 36 € N, teda § > 0).
Podobne vieme dodefinovaf reldcie ako # a <.
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Ak by sme nemali konstanty 0, 1, 2, vedeli by sme si ich aj tak dodefinovat,
pretoze nula je jediné ¢islo, pre ktoré z + 0 = = (Vz) a jednotka jediné &islo, pre
ktoré x - 1 = z (V). Mohli by sme nasu formulu zacat

dkg:Ve:x+ko=ax ATk :Ve:x-ki=xANTky :ko=ki+ki N---

s tym, Ze vo zvysku formule by sme namiesto 0, 1, 2, pouzivali premenné kg, k1, ks.
Vsetky d'alsie konstanty vieme vyskladat pomocou mocnin 2, séitania a nasobenia.
Podobne mézeme ,definovat“ funkcie cez reldcie. Napriklad z mody = r
prave vtedy, ked
dg:x=yg+rAr<uy.

Funkcia mod sice nie je priamo sicastou jazyka, ale mdzeme ju chépat ako
skratku, napriklad

((ax + b) mod p) mod m =0

—_———

71

T2

vieme prepisat tak, ze si medzivysledky akoby ,ulozime® do pomocnej premen-
nej, ktort potom pouzijeme vo zvysku vyrazu:

Iry: (az+bmod p =11 ATry: (rp mod m =ra A (r2 =0))).
Nésledne mézeme rozpisat definiciu reldcie ,dago mod daco = daco“:
Jr1:3qr iax+b=pg+ri ATy < pAIre i dga i1 = mga+raATe < MAT9 = 0.
Dalej vieme dodefinovat
e celociselné delenie: z/y = g prave vtedy, ked Ir:z=yqg+r Ar <y,

e reldciu ,z je delitelné d“, alebo skédtene d \ = prave vtedy, ked z mod d =
0.

e vlastnost .z je prvoéislo®, (z € P): pouZijeme standardnd definfciu — z > 2
a je delitelné iba 1 a samym sebou:

xr>2AVd:d\z— (d=1Vvd=x).

e odcitanie: z —y=zakz+y=zV(z<yAz=0).

Veta 14.1. Pre dany Turingov stroj M a w vieme skonstruovat formulu ¢ar, .,
ktord je pravdivd prdve vtedy, ked M na vstupe w zastane.

Désledok 14.1 (nekonstruktivna Goédelova veta). Majme lubovolni ,roz-
umni” ariomatizdciu aritmetiky — takd, kde v koneénom case vieme skontrolo-
vat, ¢ je nieéo azidma a &i je nieco krok odvodenia (napriklad Peanove axiomy' ).
Ak je takdto tedria korektnd (véetko dokdzatelné je pravdivé), potom je neipind
(obsahuge vetu, ktord je pravdivd, ale nedokdzatelnd,).

1Peanove axiémy, PA, si
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B Dokaz. Jazyk vietkych dokdzatelnych formil je rekurzivne vyéislitelny
(sta¢i postupne skusaf a kontrolovaf vsetky dokazy, a akceptovat formulu, ak
najdeme jej dokaz), zatialco jazyk pravdivych formil nie je: ak by sme totiz
vedeli (aspofi ¢iastoéne) rozhodovat pravdivost formil, vedeli by sme (aspoii
¢iastoéne) rozhodovat komplement problému zastavenia. O

B Dokaz vety. Predpokladajme najskor, ze okrem scitania a nésobenia
vieme eSte aj umociiovat — Ze pracujme v silnejsej teérii Th(N, +,-,1). Ako
sa umochovaniu vyhntt, alebo ako ho dodefinovat si nechajme tiplne na koniec.

Dokaz je pomerne priamoéiary, hoci technicky: Hlavny problém je najst
vhodny sposob, ako reprezentovat roézne tidaje ako &isla tak, aby sme s nimi ve-
deli efektivne pracovat. Formulu ¢ys,,, potom zostrojime podobne ako v dokaze
Cook-Levinovej vety.

Predstavme si vypocet stroja M ako napriklad na obréazku 14.1a. Vypocet je
konecénd postupnost konfiguracii — je to koneény refazec a ten vieme zakédovat
ako jedno obrovské cislo. Napriklad tak, ze jednotlivé policka zakédujeme ako
cifry &fsla (v sustave s dostatoéne velkym zdkladom; pozri obrdzok 14.1b).

Budeme pracovat v p-arnej ststave, kde p je dostatoéne velké prvoéislo?.
Cislo z teda budeme chapaf v tvare

z=xpapT ot aip’ 4+ mop” + apt + xop’,

kde z; < p st jednotlivé cifry.
Najzakladnejsia vec: Ako zistime hodnotu i-tej cifry? Obréazkovo:

1':| u |a| v

Uvedomime si, e i-ta cifra je a prave vtedy, ked vieme z rozpisat nasledovne:

_ i+1 i i—1 2
r = (o FTipep+xig1) P +a-p + (2imap"T + o+ @2p” + 1P + 70)
horn\:) cast Spodnql'l cast

= u-p+ap+v=(u-p+ta)p+v,

pricom cifra a < p a spodnd ¢ast v < p’. Napriklad druh4 cifra odzadu v &isle
3141592 je 5, lebo v 10-tkovej stustave 3141592 = (3141-10+5) - 100+ 92. Vyraz
»x[i] = a* definujeme ako

%

Ju,v: x=(u-pH+a)-p'+v Aa<p A v<p.

o Vr:0#xz+1, Ve,y:z+1l=y+1—-ax=y,

e Vz:x+0=ux, Ve,y:z+ (y+1)=(x+y)+1,

e Vzr:z-0=0, Ve,y:z-(y+1) =z -y+uz,

o VY :[p(0,7) AVz: oz, 7) = oz + 1,7)] = Vo : oz, 7)

(schéma axiém indukcie; § je skratka pre y1,...,yx)

2vicsie ako ([T +2) x (|Q| + 1)
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=

Flalololals 1.9 19 19 8 37

0 A N N 128 22 19 8 37

el o || 128 19 22 8 37

0 O S N 1 28 19 19 13 37

bl e o el 128 19 19 8 40

bl e o |al 128 19 19 15 37

N R 128 19 21 28 37

N R 198 21 19 28 37

o T 130 19 19 28 37

I S 128 20 19 28 37

INEHNE 1 28 28 23 28 37

Plo ol 2] 128 28 19 32 37

A T T I 1 28 28 25 28 37

P R IR I I 1 28 30 28 28 37

P R T e I 1 28 28 29 28 37

I - 1 28 28 35 28 37
(a) Cely vypocet tvori jeden retazec, (b) ...mobzeme ho zapisat aj ako 96-
kazdé policko konfiguracie je znak zo ciferné cislo v 47-ckovej sustave. Do-
45-prvkovej abecedy. .. hodnime sa, Ze toto ¢islo ¢itame od-

zadu, teda najvyznamnejSia cifra je
vpravo dolu.

Obr. 14.1: Vypocet stroja, ktory overuje, ¢ je dany refazec abba palindrém.
Trva 16 krokov a jedna konfiguracia ma dizku 6. Na kazdom policku je jeden z
5-tich symbolov (a, b, —, -, ) a bud tam nie je hlava, alebo tam je, v niektorom
z 8-mich stavov (—, +, &, b,a, b, A, R). Vypocet teda mdzeme zakédovat ako
refazec 16 x 6 znakov nad abecedou velkosti 5 x 9.

Kazd4 cifra méze kédovat jedno policko ako dvojicu (stav, symbol). Staéf
stavy ocislovat 1,...,]|Q|, nula bude znamenat, Ze na policku nie je hlava; a
symboly (vratane zardzok ) 0, ..., |I'|+ 1. Nech m = |Q|+ 1; dvojicu (stav g,
symbol a) potom moéZeme reprezentovat cifrou

a-m-+gq.
Naopak, mozeme dodefinovat funkcie
e stav na i-tom policku je Q[i] = x[i] mod m a
e symbol na i-tom policku je S[i] = z[i]/m.

Zvysok konstrukcie je podobny ako v Cook-Levinovej vete, kde sme pomo-
cou premennych QZ i Sit; vedeli popisaf vypocet (s rozdielom, Ze pri SAT sme
museli explicitne vypisat vsetky klauzuly pre rozne i, j; tu mame k dispozicii
kvantifikdtory).

Ozna¢me teda x ¢islo, ktoré kéduje cely vypocet a ¢ jeho dlzku (pocet cifier
¢isla ). Kazdy koneény vypocet zaberd len koneéne vela pamiite. Pre jedno-
duchost dopliime na koniec volné policka ,,.“ tak, aby kazd4 konfigurdcia mala
rovnaku dizku k.
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M na vstupe w zastavi, ak existuje kone¢ny vypocet:
dmaw = Jx : COMP ().

Ostdva uz ,iba“ napisat formulu COMPy; ., ktord skontroluje, ze z naozaj
kéduje korektny vypocet stroja M, t.j., konfiguracie na seba nadvizuju a me-
nia sa podla prislusnej é-funkcie, pociatoénd konfigurdcia ma na vstupe slovo
w a zacina v pociatoénom stave a stroj sa nakoniec dostane do koncového (ak-
ceptacného alebo odmietacieho) stavu.

COMP (%) = 3p, ke £k < U Nz < pf
A START v (2, k) A VALID ps (, k&, €) A HALTS pf (2, £).
e Vo formuli ,START ys ,(, k)% zadratujeme pociatoénu konfigurdciu:
2[0] = (L) Aa[l] = (L) A Axln] = (wn) An<k—1Az[k—1]= ()

w1

AVi:i(n<ihNi<k—1)—z[i]=()

e MobzZeme predpokladat, 7e predtym ako M zastane sa vidy vrati na lavy
okraj pésky a prejde do stavu A (ako accept) alebo R (ako reject). Ci M
zastavil, ,HALTS s (z, £), potom overime jednoducho:

Fi i< A (i) = (2) vali] = (7).

e Kontrola, ¢i konfiguracie spravne nadviizuji podla d-funkcie: Pripomeiime,
ze k je dizka konfigurdcie, takze policku x[i] v nasledujicej konfigurdcii
zodpovedd policko z[i + k]. Ak na pozicii ¢ nie je hlava, tak tam ostane
rovnaky symbol:

Vi:Q[i] =0 — S[i] = S[i + k].

Ak nie je hlava ani na susednych polickach, tak tam nebude hlava:
Vi: Q] =0AQ[—1=0AQ[i+1]=0—=Q[i+ k] =0.

Nakoniec pre kazdé pravidlo d-funkcie budeme mat formulu ,ak je na
policku 4 hlava, ako sa zmenia policka i — 1,4,7 + 1 v nasledujicej konfi-
gurdcii“. Napr. ak §(p,a) = (¢,b, —1), sucastou formule bude

Vizalil= (") = Qli+k—1=qAzli+kl=(,) AQli+k+1]=0).

a

Ak by sme trochu abstrahovali od detailov, mohli by sme oznagit C mnozinu
vsetkych 6-tic znakov (a, b, ¢, d, e, f) takych, ze ak si v nejakej konfigurécii
tri po sebe idice policka (a, b, ¢) a v nasledujicej konfiguracii, na tej istej
pozicii je (d,e, f), je to konzistentné s J-funkciou stroja M. Definujme

MATCH s (z, 1, k) = \/ z[i]s = (a,b,¢) Nxl[i + kl]s = (d, e, f),
(a,b,c,d,e,f)eC
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kde z[i]s = (a,b,c) je skratka pre z[i] = a Az[i + 1] = bAzx[i + 2] = c.
Potom

VALIDps (2, k, €) =Vi: (i+k+2 <€) = MATCH (2,4, k).

A to je celd formula.

Vréfme sa teraz k otazke, & by sme to isté dokdzali aj bez umocinovania.
Asi tusime, Ze odpoved je 4no — existuje viacero spésobov, ako operéciu umoc-
nenia dodefinovat. Ukézeme si v8ak prekvapivé, vtipné rieSenie: problém tiplne
obideme a zaobideme sa aj bez umocnovania.

Jedno miesto, kde ho potrebujeme je definicia x[i] = a cez rozklad x =
(u-p+a)-p’+v. Finta je nasledovna: namiesto indexu i a poéitania mocniny p°
budeme pracovat priamo s hodnotou I = p’ a podobne namiesto k a ¢ budeme
mat priamo hodnoty K = p* a L = p°.

e Namiesto i = 0,1,2,3,... budeme mat I = p° p!,p2,p3,....

e Namiesto ,,pre vietky i < £“ budeme mat ,pre vietky I, mocniny p mensie
ako L“. Teda namiesto (Vi) budeme mat VI : (I je mocnina p) — - -.

e Podobne namiesto (3i) budeme mat 37 : (I je mocnina p) A ---.
e Namiesto z[i] = a definujeme z[I] = a:

I je mocnina pAJu,v:z=(u-p+a)-I+vAha<pAv<lI.

e Namiesto z[i + 1] (vedlajsie policko) budeme mat z[I - p], totiz ak I = p’,
tak I-p = p't! je nasledujica mocnina p.

e Namiesto z[i + k] budeme mat z[I - K], pricom predpokladame, ze I = p’
a K =pF, takze I - K = p't*,

Nikde netreba pocitat p’ — stac¢i matf hodnotu I = p* uZ vypocitani. Jediné,
¢o potrebujeme, je vediet rozozndvaf mocniny p. A to je dovod, preco sme
navrhovali prvoéiselni bazu p. Rozhodovat, & je nejaké &islo I mocnina p je
totiz jednoduchsie pre prvocisla: je to vtedy, ak ma I v prvociselnom rozklade
jediného prvoéiselného delitela, a to p; inymi slovami, ak p je jediné prvoéislo,
ktoré deli I:

Ijemocninap = Vd:(d\INdeP)—d=np. O

Skuste si rozmysliet, ako dokaz upravit a vytvorit formulu ¢ (w), kde vstup
nie je zadrdtovany ako vo ¢ar ., ale je to parameter — volnd premenna.

7Z doterajsieho pojednania by malo byt zrejmé, Ze éislami moézeme kédovat
rozne iné objekty, vratane formil & dokazov. Vieme tiez zadefinovat predikét
Dokazr(m, ), ktory je pravdivy prave vtedy, ked 7 je korektny dokaz tvrdenia
v tedrii T'. Jeden sposob, ako to nahliadnut je, Ze existuje Turingov stroj,
ktory skontroluje, ¢i 7 je dokaz 1 a ak 4no, akceptuje. Skuste si rozmysliet, ako
by vyzeral priamy dokaz.
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.

Pre zaujimavost, st aj iné spdsoby ako tito vetu dokdzat. Mocnina sa dd
definovat. Konkrétne a® = ¢, ak existuje postupnost m[0], m[1],m[2],...,m[b
takd, ze m[0] = 1 a vzdy nasledujuici €len je a-krat vacsi (Vi : m[i + 1] =
a - ml[i]) — zjavne ¢leny m[i] si potom mocniny a’ — a a® = ¢, ak m[b] = c. Po-
dobne funkciu faktorial by sme vedeli definovat n! = F, ak existuje postupnost
FIU F120, ., fln] takd, 70 f1] = 1, Vi« fli+1] = (i+1)- fli] a fln] = F.
Vo vseobecnosti vieme takymto sposobom, cez konecni postupnost pomocnych
medzivysledkov, definovat vietky tzv. primitivne rekurzivne funkcie — ak oviem
vieme nejako kédovat koneéné postupnosti.

Povodny Godelov dokaz kédoval konecné postupnosti cez zvysky po deleni.
D4 sa dokézat, ze pre kazdé n existuje® s také, ze &isla m; = i-s + 1 st
nestdelitelné pre i = 1, ...,n. Podla Cinskej zvyskovej vety potom pre lubovolné
T1,..., T, existuje z (dokonca jedinetné x mod M = [[, m;) také, ze

z1 = x (mod my)

x9 = x (mod mg)

ZTp = x (mod my,).

Inymi slovami na z (mod M) sa mdzeme ekvivalentne pozeraf ako na n-ticu
prvkov modulo m;. Algebraik by povedal, ze Cinska zvyskové veta definuje
izomorfizmus Zy,, X -+ X Ly, = L.

Godel potom pouzival d'alsie kédovanie pomocou exponentov v prvoéiselnom
rozklade, napriklad postupnost 3,1,4,1,5,9,2 zakédoval ako jedno velké &islo:

51825170359470442935000 = 23 - 31 .54 .71 . 115 .13% . 172,

Vo vseobecnosti: postupnost z1,zs, ..., z, zakédoval ako &islo pi* - p52 - -+ -
pin kde py je k-te prvocislo. Skuste si rozmysliet, ako zapisat vyraz ,z je k-te
prvoéislo® a & ma v prvoéiselnom rozklade pF¢, teda .k je najvyssia mocnina
p, ktord deli z*.

Mimochodom, kazdy exponent je opitf prirodzené &islo a to moze kédovat
koneéné postupnosti. Jednym éfslom teda mozeme kédovat aj postupnost po-
stupnosti prirodzenych &isel. Godel takto kédoval dokaz ako postupnost formril,
pri¢om kazda formula bola postupnost znakov. Podobne by sme mohli kédovat
vypocet ako postupnost konfiguracii, kde kazd4 konfiguracia je postupnost zna-
kov. Aj pri nasom kédovani sme mohli zobrat dve prvoéisla p1, ps, pri¢om cifry
¢isla (pri zdklade pq) by boli jednotlivé konfigurdcie a kazda cifra by bola jedno
velké &fslo, ktorého cifry (pri zdklade ps2) by boli jednotlivé policka. Avsak, ako
vieme z programovania, dvojrozmerné polia sa daji simulovat jednorozmernymi.

14.2 Godelove vety

V predchadzajicej kapitole sme si ukazali trochu slabsiu verziu Goédelovej vety
— jednak sme ukézali iba to, Ze nejakd nedokézatelns veta existuje, neukdzali

3staci zobraf napriklad s = k! pre k > n
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sme ziadnu konkrétnu takito vetu, jednak sme predpokladali, Zze nasa teéria je
korektnd, hoci staéi, aby bola bezospornd (pre kazdd formulu v sa da dokézat
najviac jedna z dvojice ¢ a —)). Ddkaz je podobny ako ten, ze problém zasta-
venia nie je rekurzivny:

Uvazujme nasledovny program POPLET. Ten na vstupe dostane kod ne-
jakého Turingovho stroja M a za¢ne hladat dokaz m tvrdenia ¢y ((M)) alebo
tvrdenia =@y ((M)). Pripomenime, Ze dokazy st len koneéné refazce, takze ich
vieme postupne enumerovat a ak sa v teérii aritmetiky d4 dokdzaf, Zze M na
vstupe (M) zastane, alebo Ze sa zacykli, tak ten dokaz v koneénom ¢ase ndjdeme.
N&s program POPLET vSak spravi nasledovnt habadtru: ak ndjde dokaz, ze
M((M)) zastane, tak sa zacykli a ak ndjde dokaz, ze M({M)) sa zacykli, tak
zastane.

Vytvorme teraz program NAOPAK = POPLET((POPLET)), teda NAOPAK
iba spust{ POPLET na svojom vlastnom koéde. Otazka za milién: ako sa sprava
NAOPAK? Zastavi? Zacykli sa?

Vsimnime si, ze POPLET skiima, ako sa sprava stroj M na svojom vlastnom
kéde. Ked teda programu POPLET podhodime jeho vlastny kéd, bude skimat,
ako sa sprava na vlastnom kéde — dostali sme autoreferenciu — program NAOPAK
bude skiimat sdm seba! Ak najde dokaz, Ze zastane, tak sa zacykli a ak ndjde
dokaz, ze sa zacykli, tak zastane, ¢o je spor.

Nemoéze byt preto dokdzatelna

ani veta I' = ¢POPLET,(POPLET> ani jej negacla ﬁ(bPOPLET,(P()PLET)-

Existencia dokazu by znamenala, Ze program spravi opak a bolo by dokézatelné
nepravdivé tvrdenie.

Ba o viac: Ak hocijaky program zastane, tak to vieme dokézat a dokonca v
tedrii aritmetiky, napriklad z Peanovych axiém — existuje totiz konkrétne ¢islo,
ktoré kéduje tento koneény vypocet a staéi overit, Ze toto &islo spiﬁa vsetky
podmienky. To znamend, ze keby program NAOPAK zastal, tak v aritmetike
vieme dokdzat vetu I'. Nech 7 je lexikograficky najmensi, prvy dokaz tvrdenia
I' alebo negacie —I'. Ak 7 je dokaz tvrdenia —I', tak mame sporny systém. Ak
je viak m dokaz I', tak by sme mali vedief dokdzat, Ze po koneénom poéte
krokov NAOPAK preveri vSetky predchadzajice dokazy, tie nevyhovuju a pride
az k m, overi ho a presveddi sa, ze je to korektny dokaz a zacykli sa. Tento cely
argument (Ze existuje nejaky kone¢ny vypocet, ktory sa dostane az do bodu, kde
sa program zacykli) sa d4 sformalizovat ako dokaz v tedrii aritmetiky a opit
dostavame, ze existuje dokaz pre —I'. Takze ak program zastane, nasa tedria je
spornd. Ak predpokladame, ze spornd nie je, potom NAOPAK nezastane, zaroven
sa to vSak nedd dokdzat.

Veta 14.2 (Gddelova veta o netplnosti). Majme lubovolni rozumni azi-
omatizdciu aritmetiky (napriklad Peanove axidmy). Ak je takdto tedria bezo-
spornd, tak je neuplnd.

B Dékaz. Veta —I je pravdiva, ale nedokazatelna. O
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Veta 14.3 (Druha Goédelova veta o netiplnosti). Lubovolnd dostatocne
silnd tedria obsahujica aritmetiku (napriklad Peanove azidmy) nevie dokdzat
vlastnii bezospornost.

B Naznak dékazu. Bezospornost nejakej tedrie sa dé zapisat napriklad ako
BSP7 =Ar : Dokazy(r, (0 = 1)). V odstavci ,Ba ¢o viac:* vyssie mame slovng
dokaz, ze ak je tedria bezospornd, tak veta —I' je pravdiva. V dostatocne sil-
nej tedrii sa tento slovny doékaz d4 prepisaf do formalneho dokazu tvrdenia
BSP7 — —I'. Ak by sa v T dala dokézaf jej vlastnd bezospornost, spojenim
tychto dokazov by sme dostali dokaz —I" a to je spor. O

14.3 Aritmeticka hierarchia

Na zéver si eSte neodpustime pdr slov o aritmetickej hierarchii (AH), ktord bola

inspirdciou pre polynomidlnu hierarchiu (PH), ktori sme studovali v kapitole 6.

Jediny rozdiel je ten, Ze budeme hovorit o koneénom Ease (nie polynomidlnom).

Teda namiesto triedy P budeme uvazovat rekurzivne jazyky REC, namiesto po-

lynomiélnej redukcie budeme mat rekurzivnu redukciu (v kone¢nom ¢ase).
Spodok hierarchie tvoria rekurzivne jazyky A; = REC, rekurzivne vyéislitelné

jazyky ¥; = RE a ich komplementy [1; = coRE. Vo vSeobecnosti I, = coX,.
AH moézeme definovaf cez rekurzivne predikéty:

e > je trieda jazykov, pre ktoré existuje rekurzivna reldcia R taka, ze = €
L < 3ylvy23 e ka($7yl7 e 7yk) €ER

o [y je trieda jazykov, pre ktoré existuje rekurzivna relacia R takd, ze x €
L= Vy1 3y Que(@,y1, ..., yx) € R

...alebo cez orakula:

REC C RE C RERE C RERE® C RER
I I I I I
Z0 Z1 22 23 24

Vo vieobecnosti Any1 = REC™, ¥, 11 = RE™ a M,;1 = coRE™.
Roézne drovne maju svoje prirodzené tplné problémy. Napriklad

e problém zastavenia je ¥ 1-uplny,

e problém prazdnosti (pre dany stroj M, je L(M) = (?7) je MN;-tplny,
e problém totélnosti (zastane M na kazdom vstupe?) je My-tiplny,

e problém finitnosti (je mnozina L(M) koneénd?) je -uplny,

e problém kofinitnosti (je doplnok L(M) koneény?) je X3-iplny.

Na rozdiel od polynomislnej hierarchie vieme o tej aritmetickej dokdzat viac:
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1. A, = £,NM, (teda plati rovnost, napriklad REC = RENcoRE; v PH vieme
dokazat iba inkltiziu, napriklad P C NP N coNP, ale nevieme, &i st tieto
triedy rovnaké),

2. AH je striktna — vieme dokdzaft, 7e ¥y C Axy1 C Tky1; napriklad spominany
problém zastavenia patri do RE, ale nie do REC; ked'ze hierarchia je
striktnd, problémy 1plné pre nejakid troveinn hierarchie nemoézu patrit o
droven nizsie

Viac sa ¢itatel dozvie na teérii vypoéitatelnosti. Tito kapitolu zakonéime
eSte uvedomenim, Ze tak, ako sme dok4zali zostrojif formulu pre problém zasta-
venia, vieme zostrojit formulu pre lubovolny problém z AH: vieme totiz defino-
vat vietky rekurzivne predikdty (existuje akceptaény vypocet) a kazdy problém
v AH sa d4 zapisat pomocou takéhoto predikatu a niekolkych kvantifikdtorov.
Naopak, problém rozhodnit, & je dans formula pravdivd patri do AH — na
ktoru droven, zalezi od poctu kvantifikdtorov — takze rozhodovanie pravdivosti
pre aritmetické problémy je rovnako tazké, ako celd aritmetickd hierarchia.

Existuji aj ,fazsie“ problémy? Ale pravdaze. Stale plati, ze formul je len
spoéitatelne nekoneéne vela, zatialco vietkych problémov (jazykov) je nespoé&itatelne
nekoneéne vela. Este fazsie problémy dostaneme, ak povolime kvantifikiciu nie-
len cez cisla, ale aj cez funkcie a relacie. Takato logika druhého rddu potom
definuje tzv. analytickd hierarchiu, ktord obsahuje celi AH a eSte aj problémy
ovela fazsie. Pojednanie o nich je uz vsak nad rdmec tohto textu.

Ulohy
e Dokézte, Ze teéria Th(N, <,-) je nerozhodnutelnd. (Dokézte, Ze pomocou
< a - sa d4 dodefinovat funkcia nasledovnik s : £ — x + 1 a vSeobecne
scitanie.)

e Dokézte, ze Th(Z, +, -) je nerozhodnutelné. (Ako dodefinujeme reldciu <?)

Literatara



Kapitola 15
Zlozitost tedrii s¢itania

V tejto kapitole sa pozrieme na dve slabsie tedrie:
e tzv. Presburgerovu aritmetiku Th(N, +,=,0,1) a
e tedriu redlnych ¢isel so scitanim Th(R, +,<,0,1).
Uké4zeme, Ze problém rozhodnutelnosti je v oboch pripadoch riegitelny, ale
e pre Th(R, 4, <) patr{ niekde medzi NEXP a EXPSPACE a

e Presburgerova aritmetika Th(N, +, =) je niekde medzi 2NEXP a 2EXPSPACE
(dvojito-exponenciélny Cas a priestor).

To ,niekde medzi“ sa d4 povedat aj presnejsie. Pripomenime definiciu triedy
STA(s(n),t(n),a(n)) jazykov, ktoré sa daju rozoznat v priestore O(s(n)), case
O(t(n)), s pomocou a(n) alterndcii. Pripomenme tiez, alternujici ¢as sa zhruba
rovnd priestoru, napriklad AEXP = EXPSPACE a 2AEXP = 2EXPSPACE. Spo-
minané problémy rozhodnutelnosti s tplné pre triedy s linedrne vela alterns-
clami, ¢o je naozaj niekde medzi nedeterminizmom (len jedna alternicia) a
neobmedzenou alternaciou. Konkrétne tedria redlnych &isel je STA(x, 20 n)-

Uplné a Presburgerova aritmetika STA(x, 920" ,m)-uplna.

15.1 Horné odhady

Tedria usporiadania

Skor ako sa pustime do realnych ¢isel so s¢itanim, ako rozevicku uvazujme teériu
Th(R, <). Takéto teéria sa da popisat axiémami pre tzv. husté linedrne uspo-
riadanie bez koncovych bodov:

) Yo . z. . 7z 7
e rovnost: reldcia = je reflexivna, symetrickd a tranzitivna,

e Clastoéné usporiadanie: reldcia < je reflexivna, antisymetrickd a tran-
zitivna,

193
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e linearita: pre kazdé z,y je x < y alebo y < z,
e hustota: pre kazdé x < z existuje y striktne medzi nimi: * < y < z,

e neexistencia koncovych bodov: pre kazdé z existuje ostro mensi a ostro
vACSI prvok.

Rovnaké axiémy spliia Th(Q, <).
Je této tedria rozhodnutena? A akd je zloZitost?

Veta 15.1. Problém rozhodnit, ¢i je turdenie 2 Th(R, <) pravdivé, je PSPACE-
uplny.

B Dokaz. Tazkost: Redukciou z QBF. Formulu Qi1 - - - Qn2,¢(%) zakédu-
jeme tak, ze kazdu booleovskd premenni z; nahradime dvojicou realnych pre-
mennych x;,y;, pricom z; < y; bude znamenat dajme tomu TRUE a z; > y;
FALSE. Napriklad

Vai3zg : (21 VT A (TT V 22)
1
Vo, y13za,y2 : (@1 < yi Vas > y2) A(z1 > 11 Vs < ya).

Vo vSeobecnosti, hovorime, ze Struktira je netrividlna, ak ma aspon jednu
reldciu R takd, ze R(d) a —|R(5) pre nejaké k-tice d, b. Rozhodovaci problém je
pre netrividlne struktiry aspoit PSPACE-fazky.

PSPACE algoritmus: Na mald chvilu sa sprvoti mozno ¢lovek zhaéi, ze ked
pracujeme s redlnymi &fslami, budeme musiet skiigat a overovat nekoneéne vela
hodnét. Ale nie je to tak. Predstavme si, ze formula za¢ina napriklad Vx3yVvz - - - :
o(x,y, 2,...). Za x staéi zvolif jedini moznost: x = 0. Preo? NuZ pre hocakt
ind moZnost a € R dostaneme rovnaky vysledok, pretoze ak vsetky hodnoty
posunieme o a, hodnota ¢ sa nezmeni. Podme teraz vybrat y. Tvrdim, Ze staci
vybrat tri hodnoty, napriklad: 0,+1 a —1. Preéo? Pre Iubovolnd ind volbu
b # 0 by sme mohli vietky hodnoty predelit |b| a hodnota ¢ by sa nezmenila.
Jednoducho ¢ rozlisuje len vzéajomnt polohu bodov (&i st vlavo/vpravo), ni¢ iné
(nezélez{ napriklad na vzdialenosti bodov). Intuitivne nemusime skugat vsetky
,Y, 2, ... € R; staci vSetky neostré linedrne usporiadania. Ak uz mame vybraté
nejaké body, pre kazdu dalsiu premennt staéi vyskusat jeden z nich, &slo mensie
alebo vicsie ako vSetky ostatné a ¢islo medzi kazdou dvojicou.

Trochu formdlnejsie: majme formulu Q121 - - - Q¢ (L). Definujme reldciu
ekvivalencie na n-ticiach @ = 5, ak vzajmné poradie ¢lenov a; je rovnaké ako
vzajomné poradie b;. Potom plati:

-,

i=b = @)= Fo(b)

Nie je problém v polynomidlnom priestore, resp. s linedrnym poctom al-
terndcif prezriet vSetky mozné vzdjomné poradia (pre kazdé i, j mdme z; < z;,
x; = xj, alebo x; > x;). O
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(a) Priamky ¢1, ..., 44 vo ¢ (%) roz- (b) Rozdelenie priestoru v 3D. Afinne fun-
delia rovinu na 11 oblasti. Sedou kcie s1i roviny, ktoré rozdelia R® na niekolko
farbou si vyznacené body, kde je konvexnych mnohostenov.

¢(x,y) pravdiva.

Obr. 15.1

Tedria realneho séitania
Geometria

V tedrii bez nasobenia sa atomické formuly skladaju iba zo su¢tu premennych
a konstant. Zaved'me skratku

nXr=x+xrx+--+x.
N———

n
Ked'Ze z rovnosti p X © = ¢ x y vyplyva, Ze y = (p/q) X = a v dalsich vyrazoch

mézeme pouzivat y, moézeme rovno povolif raciondlne konstanty. V takom pripade
moézeme pisat atomické formule (po prehodeni na jednu stranu) v tvare

Zaixmiéb (ai7bEQ),

¢o su linedrne (ne)rovnice (odtial tiez ndzov ,linedrna redlna aritmetika‘).
Vezmime si napriklad formulu Vz : 3y : ¢(z,y), kde

P(x,y) = {((y—3w>3)v(y>2))/\(y—fv< 1)}

\/{(y<2)/\(y—x>1)/\((:17~|—y>1)<—>(y—33:>3))] (%)
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Je tato formula pravdivd? V dvoch rozmeroch si moéZeme nakreslit obrazok
a — pozriem a vidim. Nerovnosti vo ¢ si definované priamkami

y=—-x+1 (41)
y=2 (42)
y=xz+1 (€3)
y=3x+3 (€4)

Ak si ich narysujeme a vyznacime oblasti, kde je formula ¢(z,y) pravdiva,
dostaneme obrézok 15.1a. Z neho vidno, ze Vz : Jy : ¢(z,y) je nepravdiva,
ale Vy : 3x : ¢(x,y) je pravdivé.

Na obréazku 15.1b je zndzorneny priklad v troch rozmeroch (s tromi pre-
mennymi). Vo vSeobecnosti linedrne funkcie definujui roviny, ktoré priestor roz-
delia na koneéne vela oblasti, kde sa pravdivostna hodnota formule nemeni. Staéf
teda vyskusat jeden bod z kazdej oblasti, plus samozrejme body na hraniciach:
z kazdej strany, kazdej hrany, kazdého vrcholu.

Kazd4 uzavretd oblast je konvexny mnohosten, ktory vieme popisat jeho
vrcholmi vy, vy, . .., v, € R Vietky body mnohostenu sti konvexné kombindcie
vrcholov, teda Y A;v;, kde A; > 0 a > \; = 1. Nekonecné oblasti vieme popisat
mnozinou vrcholov vy, ...,v, € R® a l4éov® yi,...,y, € RL Body v tejto
oblasti sa daju zapisat v tvare Y \jv; + > p;y;, kde A, > 0a Y N = 1.

Eliminacia premennych a kvantifikatorov

Druhy mozny pohlad na tedriu linedrnej aritmetiky je vypoétovy — cez eli-
mindciu premennych a kvantifikdtorov. Ked'ze riesenie ststav linedrnych rovnic
a linedrne programovanie st $pecidlnym pripadom linedrnej aritmetiky, podme
sa najskor pozriet, ako sa d4 robit elimindcia pri takychto problémoch.
Sustavy linedrnych rovnic
Az =D

su Specidlnym pripadom formule, ktord sa sklada iba z existenénych kvanti-
fikdtorov, vsetky atémy si rovnosti pospdjané spojkou ,a zaroven“ (A).

Ststavy rovnic sa daju riesif dobre zndmou Gaussovou eliminéciou: Vybe-
rieme si premennti, ktord chceme eliminovaf, vyjadrime ju z niektorej rovnice
pomocou ostatnych premennych:

zq = (@121 + @22 + - - + ag—1Z4—1 + b)/aq

a tento vyraz dosadime do vSetkych ostatnych rovnic. Rovnicu pre x4 mézeme
zahodif a pokracovat so zvyskom.
Trochu menej zndme uz je linedrne programovanie

Az < b,
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¢o je v zésade ststava linedrnych nerovnic', éo je op#t &pecidlny pripad for-

mule iba s existenénymi kvantifikdtormi, kde atémy s neostré nerovnosti (<)
pospéjané spojkou ,a zdroven (A).

Hoci sa linedrne programy daji riesit v polynomidlnom éase, my si ukdzeme
menej efektivnu metédu rieSenia pomocou tzv. Fourierovej-Motzkinovej elimina-
cie premennych: Vyberieme si premennt, ktort chceme eliminovat a vyjadrime
ju z kazdej nerovnice pomocou ostatnych premennych. Dostaneme nerovnice
tvaru

Td Z éi(zl,xg, e 71'd—1)
Td S U/]‘(aj]_,xQ, s 7xd—1)

+ zvys$né nerovnice, ktoré neobsahuji x4

kde ¢;,u; si linedrne funkcie (tam, kde bol koeficient pri x4 zdporny, sa po
predeleni zmen{ < na >). Kedy mé tdto sustava riesenie? Zjavne vtedy (pozri
obrézok 15.2a), ked si vietky horné hranice vicgie alebo rovné ako vietky dolné
hranice. Nerovnice s x4 preto mézeme nahradif ¢ x j nerovnicami tvaru

li(x1, 22, .., xq-1) < uj(®1,T2, ..., Ta—1).

V najhorSom pripade dostaneme az ©(n?) nerovnic, zato mame o jednu pre-
mennu menej. Po d — 1 krokoch ndm ostane jedind premenna a trividlne nerov-
nice, z ktorych [max; £;, min; u;| definuje interval pripustnych hodnét — program
mé rieSenie prave vtedy, ked je neprazdny. Algoritmus je v najhorsom pripade
a7 exponencidlny, na druhej strane je to ingpirdcia, ako by sa mohli rozhodovat
vieobecné formuly v linedrnej aritmetike.

Hlavna myslienka eliminacie premennych a kvantifikdtorov je, ze pre kazda
formulu tvaru (Q1z1) -+ (Qaxq)d(21, .. .,xq) vieme vytvorit (omnoho dlhsiu,
ale) ekvivalentnd formulu bez kvantifikdtorov ¢, ktori trividlne vyhodnotime.
Kvantifikdtorov sa budeme zbavovat postupne, ,zvnitra smerom von®, to zna-
mend v porad{ od najvnitornejsieho (Q4xq) az po vonkajsi kvantifikdtor (Q121).

Ak je Qg univerzalny kvantifikdtor, mézeme ho zamenit za existenény, ked'ze
Vz : ¢ <= —dx : =¢. Predstavme si, ze hodnoty x1,...,x4_1 sme uz zafixovali.
Vyjadrime z kazdej (ne)rovnice x4 pomocou ostatnych premennych:

d—1

xq § ti(xl, - ,xd_l) =¢C0+ Zci,jxj

j=1
Aké hodnoty z4 prichddzaji do tvahy? Situdcia je zndzornena na obrazku 15.2b.
Hodnoty t; ndm rozdelia ¢selni os na koneéne vela usekov, pricom v jednot-
livych intervaloch sa pravdivostnd hodnota ¢ nemeni. Staéi teda za x4 zvo-
lit ,—o0“, ,+00“ (v ivodzovkéch, to znamens nejakd hodnotu mengiu/vacsiu
ako vsetky ostatné), body t1,1s,...,t7, alebo ,nie¢o medzi nimi“. KedZe ne-
vieme, v akom poradi st body ¢; (porade bude zavisiet od z1,...,24_1), mdZeme
vyskisat body v strede medzi lubovolnou dvojicou: (¢; + ¢;)/2.

Ly praxi viésinou nehladdme len nejaké riesenie, ale také, ¢o maximalizuje nejaki linedrnu
funkciu premennych
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| || +_+ | |
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63 61 EQ 64 < x < (15 Ul us

(a) V linedrnom programovani potrebujeme bph’llt v8etky nerovnosti tvaru £;(z ) <
& < uj(x’) naraz, ¢o zodpoveda formuli Nz >4 (') A Nz <y (2'). LP ma4 rieSenie
prave vtedy, ak si vSetky horné hranice vicsie ako vsetky dolné.

—_—

ty  tg ts t3 t tr ta

(b) V tedrii Th(R, +) s atomické formuly pospajané logickymi spojkami do Tubovolne
zlozitej formule ¢, stdle viak plati, ze ak by sme zafixovali hodnoty vetkych ostatnych
premennych, horné a dolné hranice rozdelia os x na koneéne vela intervalov, na ktorych
sa pravdivostnd hodnota nemeni. Nemusime teda skusat vsetky hodnoty z — staéi
vysktsat hodnotu tplne vlavo (,—o0), tiplne vpravo (,,+00), jednu z hodnét ¢;(Z) a
hodnoty medzi nimi.

Obr. 15.2
To znamend, ze vo formule ¢(z4) = ¢(x1, ..., xq) nahradime (ne)rovnice s x4
nasledovne:
t; +t;
24 : P(xg) == ¢(—00) V ¢(+0) v\/qs v\/¢>( )
i#£j
(kde t; myslime ako skréteny zapis pre ¢;(x1,...,24—1)). Formule tvaru ¢(+o0)

mozeme ihned zjednodusit, ked'ze
400 > hocico ~» TRUE,
400 < hocico ~»  FALSE,
+o00 = hocico ~» FALSE.

Este lepsie riesenie dostaneme s pomocou infinitesimélnych (nekone¢ne ma-
Iych) éisel (Loos a Weispfenning, 1993). Nech € > 0 je hodnota mensia ako
Tubovolné kladné redlne &islo, takze ak ¢; < ¢;, tak aj t; + & < t;. Potom

x4 Plxg) = O(— )\/¢+oov\/¢ v\/¢t+s

a pocet (ne)rovnic bude rést len linedrne, nie kvadraticky. Formulu vieme nésledne
zjednodusit a infinitesimalnych hodndt sa zbavit, napriklad:

t;+e=t; ~» FALSE,
e <ty ~ <ty
ti+e<t; ~ 1<ty
tite>t; ~ t; >t

V najhorSom pripade ndm pocet atémov narastie az na dvojnasobok a kym
eliminujeme vSetky premenné, méze ich byt exponencidlne vela.
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Kolko bitov potrebujeme na zapis riesenia?

Ukéazali sme si dva mozné pristupy k rieseniu: ,geometricky”, kde pocéitame
vietky oblasti a elimindciu kvantifikdtorov. Pri oboch pristupoch ndm potencidlne
mozu vznikat pomerne velké &sla, respektive koeficienty s raciondlne éisla s
pomerne velkym ¢itatelom a menovatelom. Vyvstdva prirodzend otézka, kolko
bitov vlastne potrebujeme na ich reprezentaciu? Téato otazka taktiez vedie k
tretiemu moznému pristupu:

Pre raciondlne &islo x = +p/q (kde p,q € N) definujme velkost [|z|| =
max(p, q). Cislo z vieme zapisaf pomocou O(log ||z||) bitov. Budeme pisat z <
M, ak ||z|| < M, teda x = p/q, kde citatel aj menovatel si mensf ako M. Ak
vieme, ze vSetky raciondlne ¢isla, ktoré vzniknd pri rieSeni predchadzajucimi
pristupmi, majui ¢itatel aj menovatel maximdlne M, potom

(Q121)(Q2x2) - - (Qaxa)p(x1,. .., x4q)

—
(Qizy 2 M)(Qaw2 2 M) -+ (Qawa = M)¢(1,...,7a)

To znamend, Ze namiesto neobmedzenych kvantifikdtorov V, 3 staci vyskusat
koneéne vela racionalnych &isel velkosti najviac M.

Ukéazeme si, Ze &isla, ktoré nam pri vypoétoch vzniknid, moézu byt az dvo-
jito exponencidlne — to znamena, Ze len na reprezentaciu jedného takého ¢isla
potrebujeme exponencidlnu paméit. Z tohto uz potom vyplyva, Ze

Veta 15.2 (Ferrante a Rackoff (1975), Berman (1980)). Linedrna arit-
metika je rozhodnutelnd v EXPSPACE a presnejsie v exponencidlnom case s
linedrnym poctom alterndcii:

Th(R, 4+, <,0,1) € STA(x,2°M p).

Presburgerova aritmetika

Cooper (1972), analyza Oppen (1978):

1. Zbavime sa negdcie, prepiSeme atémy tak, aby ndm ostali iba <,\, X.
(Napriklad z =a—a—-1<zAz<a+1.)

2. Nech d je najmensi spolo¢ny ndsobok vSetkych koeficientov pri z. Vsetky
nerovnice rozsirime, aby bol koeficient z vzdy d. Formulu 3z : ¢(d x z)
teraz mozeme nahradif 3z : d \ z A ¢(z).

3. Ostdvaji nam atémy tvaru a) z < w;, b) 4 < x,¢) d; \ * +y; ad)

d; X =+ y;. Nech D je najmensi spoloény nésobok vsetkych d;.

D

D
3z ¢(x) <= \/ ¢-c(k) vV \/ \/ 6(l: + k)
£

k=1 k=1
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ly

Obr. 15.3

®—_co(k) je formula, kde atémy typu a) nahradime TRUE, atémy typu b)
nahradime FALSE a vo zvySku z nahradime k. Pripadne, ak je atémov
typu a) menej ako atémov typu b), vyhodnejsie je:

D D
3a: g(x) <= \/ doc(—k)V \/ \/ S(ui — k)
k=1 k=1 u;
Nelinearna realna aritmetika
Th(R, +, -, <) je rozhodnutelns v EXPSPACE (Ben-Or a spol., 1984).

15.2 Dolné odhady

Redalne cisla

Spravme si mald sitaz: Skiste formulou dfzky n v linedrnej teodrii redlnych ¢isel,
teda pomocou premennych a symbolov 0,1, 4, =, 3,V, zadefinovat ¢o najvicsie
prirodzené ¢islo M.

Jedna trividlna moznost je:

M- M=14+14+1+---+1.

n
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Takto viak formulou dizky O(n) dosiahneme iba &slo n. D4 sa definovaf vécsie
¢islo?
Samozrejme:

AM,ky,... ky ki =14+1ANks=ki+kiANks=ko+koN---AM =k,.

Takto formulou dizky O(n) dosiahneme &islo velkosti radovo M = O(2"). To je
trochu lepsie, ale stale nie dost dobré. Pridete na to, ako sa d4 definovat este
véacsie C¢islo?

Riegenie: Nebudeme definovat priamo éislo K, ale pojdeme na to cez funkcie
— definujeme akciu ,nédsobenie ¢islom K“. Ak uz mdme funkciu f(z) = K x z a
aplikujeme ju dvakrét, dostaneme novi funkciu f/(z) = f(f(z)) = Kx(Kxz) =
K? x z, ktora nasobi K?2. Opakovanym umociiovanim na druhi ziskame dvojito-
exponencidlnu funkciu, kedze (22k)2 = 92x2F — 92"

Takymto sposobom indukciou definujeme funkcie fi : z — 22" . 2. Platf:

z=folz) = zr=2+2
= fip1(z) <= Tt x = fi(t) At = fu(2).

Nakoniec M definujeme ako M = fi(1).

Tento pristup ma len jedinu chybicku: v indukénom kroku v definicii fr41
pouzijeme fi dvakrdt a teda dizka formule sa aspon zdvojnasobi. Na formulu
diiky O(n) tak mozeme ist len logn krokov a vyrobime opif len &fslo radovo
exponencialne.

Co s tym? (Ndpoveda: Vsimnite si, Ze sme dosial pouZivali iba existenéné
kvantifikdtory.)

Spomernime si na rovnaky trik, aky sme pouzili pri dokaze, ze QBF je PSPACE-
Uplny problém. V programovani sa to vold ,code reuse“: kéd pre ,daco =
fr(daco)* mame zbytoéne dvakrét (tzv. ,copy pasta“). Pritom to, ¢o sme chceli,
je iba pouzit fi dvakrat, ale s roznymi parametrami (nie definovat dvakrat). D&
sa to takto:

X=xNZ=t)V

= dt:VvX, 7 :
#=finle) = (X =tAZ =2)

(Citaj: X = fi(Z) pre dvojicu X, Z = x,t aj pre dvojicu X, Z = t, z.) Takto je
kéd fry1 len o konstantu dlhsi ako kéd f.

Ak konstrukciu n-krét ziterujeme, dostaneme formulu dizky O(n), ktord
kéduje M = O(22"), teda dvojito-exponencidlne ¢islo — &fslo, ktoré mé expo-
nencidlne vela cifier.

Napriklad formula

M : (3ts Vg, z3: [(x3 =M Azg=t3)V(zzg =tz Az3=1)] =
(Ftg : Vg, 20 : [(xa =23 A 2o = ta) V (X2 = ta A 29 = 23)] —
3ty Ve, z1: [(r =2 Az1=t) V(e =t Az = 22)] —
(Fto : Vg, 20 : [(xo =21 A 2o =to) V (o =t AN 2g = 21)] —
To = 20 + 20))))
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definuje f4(1) = 22" = 65536. (Ak ju ¢itame odzadu, tak posledny riadok je

o = fo(20), predposledny z1 = f1(21) = fo(fo(20)), atd", az M = f5(f5(1)).)
Rt/_/ Rt;_/

OK, po tejto rozcvicke prejdime na skutoéni sttaz: Skiste zadefinovat for-

V R, sa, samozrejme, nedd definovat nasobenie I'ubovolne velkych priro-
dzenych é&isiel — z toho by totiz vyplyvala nerozhodnutelnost a R, je rozhod-
nutelnd. Na druhej strane, ndsobenie celych éfsel v nejakom rozsahu, povedzme
[M] = {0,1,2,...,M — 1} sa d4 definovat — trividlny sposob je zadratovaft
vysledok pre vSetky dvojice:

x=kxzprek,z€[M = \/(mzc/\k‘:a/\z:b)
a,be[M],c=a-b

Motivécia? Podla dokazu Gédelovej vety z predchddzajiicej kapitoly vieme
s pomocou nasobenia popisat vypoéty Turingovho stroja. Vieme zadefinovat for-
mulu ¢ (w), ktord je pravdiva, ak M akceptuje slovo w. Ak dokézeme formulou
dizky n definovat ndsobenie pre ¢(n)-bitové ¢&sla, sice nedokdzeme nerozhodnu-
telnost, ale budeme vediet popisat vypocty TS dizky Q(t(n)). Budeme vedief
zadefinovat formulu ¢, (w), ktord je pravdiva, ak M akceptuje slovo w na c-t(n)
krokov — a ako vieme, problém Jw : ¢pr(w) je NTIME(E(n))-tazky.

To znamen4, Ze ak vieme ,naprogramovat® nisobenie &fsel polynomidlnej
deky, problém je NP-fazky. Ak vieme naprogramovat ndsobenie &isel expo-
nencialnej dl’iky7 problém je NEXP-tazky. A ak vieme naprogramovat nasobenie
¢isel dvojito-exponencialnej dfzky, problém je 2NEXP-tazky.

Ba €o viac, vieme zostrojit formulu Jw;Vws - - - Quy : dar(wiHwoF - - - #wy)
a tento problém je STA(x,t(n), k)-fazky, teda rozhodnutelnost bude tazk4 pre
triedu s linedrne vela alterndciami.

Tak7ze ako na nésobenie? Skiisme pouzit rekurziu (s tym, Ze baza bude nieco
akoxr=0xz=zx=0,z=1xz=x=zax=2xz=x=2z+2).

Jednoduchd moznost je vyuzit, Ze

(k+1D)xz=kxz+z,

ale takto by sme sa d'aleko nedostali. Lepsi sposob je rozdelit si ilohu na dva
pripady — ndsobenie parnymi a neparnymi ¢islami:

2k)xz=kxz+kxz
2k+1)xz=kxz+kxz+1.

Takymto sposobom ak vieme nésobit n-bitové &fsla (symbol X (n)), indukciou
definujeme nésobenie (n + 1)-bitovych:

(K=k+kAz=t+1t)V

x X (nt1) 2 O EM K=kt k 1Az =t 4+t 2)
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Tym sme dokdzali NP-fazkost rozhodnovania R .

Ako dosiahneme nésobenie eSte vicsich ¢isel? Majme 2m-bitové ¢cislo k£ a
ozna¢me ki prvych m bitov a ko druhych m bitov. Inymi slovami, napisme k v
tvare k = 2™ - k; + ko. Potom

k X(2m) 2 = (2m k1 + k2) X(2m) 2 = 2m . (kl X (m) Z) + (/Cg X (m) Z)
Respektive pre m = 2":

k X(2n+1) z = (22"/ . kl —+ kg) X(2n+1) zZ = 22n . (kl X(Qn) Z) + (kg X(gn) Z)

. -~ ~ ’ . ~ 7 n 7’ . 7’ . ~ v
Pripomeiime, Ze nasobenie ¢islom 22" st funkcie f,,, ktoré sme definovali vyssie.?

Takto postupne definujeme nasobenie 1-; 2-, 4-; 8-, 16-, 32-, ... bitovym ¢islom
(z ani z nie si obmedzené — mézu to byt dokonca redlne &fsla, ale indukciou
vieme dokézaf, ze k mus{ byt celé &islo).

Samozrejme, aby formula nebola prilis dlhd, namiesto copy pasty pouzijeme
trik s (Vvstup, vystup) a kéd pre x(on) pouzijeme len raz:

r==FkK X(gn+1y 2 = Ak, ko, t1,te : k= fn(kl) + ko N = fn(tl) +to A

(k:kl/\t:tl)\/

k,t:
vk, (k:]{,‘g/\t:tg)

%t:kX(Qn) Z.

Napriklad ndsobenie 16-bitovym ¢islom (medzi 0 a 65535) by sme mohli defino-
vat formulou
T=w X(1) 2 =
by, ba, ty,te :w = f3(b) +ba Az = f3(t1) +ta A
V(b,t) € {(b1,t1), (b2, t2)} : In1, na,ts,ta : b= fa(n1) +na2 At = folts) +ts A
V(n,t) € {(n1,t3), (N2, ta)} : Jep, ea,t5,t6 : = fi(c1) + ca At = fi(ts) +ts A
V(e,t) € {(c1,t5), (ca,t6)} : (c=0At=0)V(c=1At=2)V
(c=2ANt=2z4+2)V(c=3At=z+2z+2).

(Citaj: slovo, word w sa sklad4 z dvoch bytov by, by a kazdy byte tvoria dva
»nibble“ (4 bity) a kazdy nibble tvoria dva ,crumby* (2 bity).)

Veta 15.3 (Fischer a Rabin (1998), Berman (1980)). Tedria redlnych céisel
so séitanim Th(R, 4, <,0,1) je NEXP-fazkd, presnejsie STA(x,2°0") n)-ipind.

B Dokaz. Nech N =2"a Iy = {0,1,2,...,2" —1}. Ukézali sme, ako defino-
vat nasobenie N-bitovym éislom. Predikat x € I, teda x je N-bitové prirodzené
¢islo, defujeme ako x = xx (1. Z toho uz dokézeme definovat delitelnost (d \ z,
kde d,x € Iy), prvoéisla (PN Iy), mocniny prvoéisel a pracovaf s i-tou cifrou
N-bitového ¢isla, ¢i vypoctami diiky N Dbitov. O

2Druhd moznost, bez pouzitia f,, je zapisat &islo k v tvare ki X (m) k2 + k2 + k3, kde
ki1, kg, k3 si m-bitové cisla a

kX (am) 2 = (k1 X (m) k2 + k2 + k3) X(21m) 2
=k X (m) (kz X (m) Z) + (k:g X (m) Z) -+ (kg X (m) Z).
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Presburgerova aritmetika

Zaénime opét sitazou: Skiste napisat formulu dizky n, ktora definuje ¢o najvicsie
prirodzené ¢islo M*.

V predoslej sekeii sme si ukézali formulu pre 22" a zd4 sa, Ze vicsie &islo sa
ani neda. Zdanie vSak klame.

Pripomenme, ze okrem ¢isla 22" sme si zadefinovali ndsobenie N = 27-
bitovych ¢isiel ... respektive ndsobenie N-bitovym &islom(!), lebo vo vyraze
»L =k X z“ 81 x a z neobmedzené — a tento rozdiel je podstatny.

V redlnych éislach, ked sme cheeli hovorif o celych éislach a delitelnosti,
museli sme pridat podmienku x € Iy. Napriklad definicia d \ z bola, 7e Jq :
x = d X g, pricom ¢ € Iy. Podmienka ,q € Inx“ bola podstatnd, pretoze v
opa¢nom pripade by bola pravda aj 7 \ 13, kedze 13 = 7 x 1.857142 a to sa
ndm nehodf napriklad ak chceme definovat prvoéisla.

Avgak v Presburgerovej aritmetike st nasim univerzom prirodzené Cisla —
kazd4 premennd je automaticky prirodzené &fslo a delitelnost d \ x mdzeme
definovat ako Jg : = d x ¢, bodka. Prakticky désledok? Vieme hovorif o
delitelnosti I'ubovolne velkych ¢isel N-bitovym &islom.

A ako nam to pomoéze? Oznacme Py = PNIy mnozinu N-bitovych prvocisel.
Cislo M* bude ich stéin:

M* = H p.

pEPN

Mbzeme ho definovat ako najmengie &slo, ktoré je delitelné vietkymi N-bitovymi
prvocislami:

IM*: (VpePy:p\M*) A VM :(VpePy:p\ M) — Mx< M.

dehteFHé prvoél’slami 7z ]P)N a kazdé iné E{SIO ... Je vacsie
s touto vlastnostou. ..

Cislo M* sa prezjva tiez ,primoril® (ako ,faktorigl“, ale ndsobime iba
prvoéisla), a znacf sa M* = 2N# = Hp<2N p. Plati, ze x# = 29(*) | presnejsie?
a4 = etz takie pre dostatoéne velké n mame

N 2"
M* =2N#>92% =927 |
Zéver: V PA vieme zadefinovat exponencidlne vicsie ¢islo ako v R

A ako zadefinujeme formulu pre ndsobenie ¢o najvicsich celych ¢isel? Pouzijeme
Cinsku zvyskovi vetu. Podla nej zobrazenie

2z mod M* +— (z mod py, ...,z mod pg)
tvori izomorfizmus okruhov Zps+ = Zy, X -+ X Zp, . Takze

r=y+z(mod M )<=z =y+ 2z (modp)A---Ax=y+z(mod pg) a
x=y-z(mod M* )<=z =y -2z (mod p1)A---Ax=y-z (mod pg).

3Vid Dusart (2010). Po zlogaritmovani dostaneme Inz# = In [I<.p=2 Inp, ¢o je
funkcia zndma ako Cebyéevova 9. V tedrii ¢isel sa pouziva pri odhade poétu prvocisel mensich

ako x.

p<z
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Dalej budeme pouzivat konvenciu, ze malé pismena (z,p, k,t) oznacuju pre-
menné < M = 2V teda N-bitové &isla a velké pismend (X,Y,Z,K,Q,T)
oznaéuju premenné < M* s ,velkymi“ hodnotami. TakZe postupne definujeme

Xmodp=2 = 3Q:X=pxn)Q+azAx<p
X =Y (mod p)
X =K x Z (mod p)

X mod p =Y mod p

X = (K mod p) x(ny Z (mod p)

dr,k,t,T: Xmodp=xzAKmodp==FkA
T=kxmwnZANTmodp=tAx=t

X=KxZ = XY Z<M'AVpePy:X=KxZ(modp)

Veta 15.4 (Fischer a Rabin (1998), Berman (1980)). Presburgerova arit-
metika Th(N, +,=,0,1) je 2NEXP-fazkd, presnejsie STA(x, 22O<”),n)-12plnd.

Jeden algoritmus rozhodujici Presburgerovu aritmetiku si ukdzeme v na-
sledujicej kapitole. Ten bude dost pomaly, existuji vSak efektivne algoritmy,
ktoré sa dajt implementovat v STA(x, 927" n) a dosahuju dolny odhad, ktory
sme si dokdzali (pozri Cooper (1972), Oppen (1978)).

Dostdvame tak velmi presni charakteriziciu problému rozhodnutelnosti z
pohladu zlozitosti. Je dokonca znidme, ako poéet striedani kvantifikdtorov a
pocet premennych ovplyviiuje zloZitost: Ak ozna¢ime PrA(i, j) tzv. ¥;-fragment
Presburgerovej aritmetiky, tzn. formuly, ktoré obsahuju i blokov rovnakych
kvantifikatorov, prvy blok je existencény, a kazdy blok mé najviac j premennych,
tak problém rozhodnutelnosti pre

e PrA(1,j) €

(
e PrA(1,«), existencné formuly, je NP-iplny
e PrA(i +1,7) je F-iplny

(i

PrA(i + 1,%) je ZFP_tiplny (kde triedy TFXP = STA(x,2PM() 4) tvoria
tzv. exponencidlnu hierarchiu — analogicki k polynomidlnej hierarchii).

Viac: pozri Haase (2018).

Ijlohy

e Uvazujme jazyk predikdtovej logiky s rovnostou a operdciami + a x. Pre
dani formulu ¢ a n > 2, akd je zlozitost problému rozhodnutelnosti pre
okruh Z,? T.j., aky fazky je problém rozhodnit, & Z, = ¢7?

e (Sontag, 1985) Aky fazky je problém rozhodnutelnosti pre linedrnu arit-
metiku s fiznym pocetom kvantifikatorov?

o Akt zlozitost m4 tedria redlnych &isel s funkciou sinus Th(R, +, x, =, sin)?
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S1S

S1S je druhorddovd tedria prirodzenych ¢isel s nasledovnikom, Th(N, s, €).
To druhé ,,S“ je od slova successor, nasledovnik, ¢o je funkcia s : N — N
dana predpisom

n—n+1.
No a to prvé ,S“ je od slova second order. V predikatovej logike druhého radu
mame nielen ,oby¢ajné“ premenné 1, zs, 3, ..., ktoré reprezentuju prirodzené
¢isla, ale aj mnozinové premenné X, X, X3, . ... Kvantifikova mozeme nielen

cez Cisla, ale aj cez mnoziny, teda (VX) a (3Y) znamen4 ,pre kazdd mnozinu X
(podmnozinu N)“ a ,existuje Y, podmnozina N“. Nakoniec jednotka medzi nimi
znamend, ze pracujeme s unarnou abecedou, ¢o je ekvivalentné prirodzenym
¢islam.!

Na jednej strane s &islami nevieme robif Ziadne zaujimavé operdcie ako
s¢itanie, ¢ nasobenie. K dispozicii mdme len velmi jednoduchi operaciu ,zvy-
Senie o 1%, To tiito teériu znaéne zjednodusuje. Na druhej strane moznost kvan-
tifikovat cez celé mnoziny é&isiel doddva teérii obrovski silu. My si ukdzeme, Ze
tedria s nasledovnikom je v skutoénosti rozhodnutelns, hoci velmi velmi fazka.

Doposial sme definovali len tiplne minimalisticki verziu S1S, pod'me si naj-
skor ukazat, Ze rozne uzitotné reldcie vieme dodefinovat:

e A C B podla definicie, ak (Vz)(x € A — x € B),

e ...potom A=B,ak AC BABC A.

Nulu vieme definovat ako é&islo, ktoré nem4 predchodcu: 30 : =3z : sz = 0

a vdaka nej vieme zapisat lubovolnu konstantu, napriklad 3 je s(s(s(0))).

e Podobne, vyrazy ako s(s(x)) budeme skracovat ako z + 2.

1V S2S pracujeme so slovami nad bindrnou abecedou ¥ = {0,1} a mame dve néslednicke
funkcie ¥* — ¥*:
so(w) = wo s1(w) = wi.
S2S je Th(X*, so, s1, €).

207
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e Ako definujeme, 7e dve &fsla sa rovnaji? Priamo to nejde, musime ist cez
mnoziny. Jedna moznost je povedaf, ze z = y, ak neexistuje mnozina,
ktord by obsahovala z a neobsahovala y: =(3S : © € S Ay ¢ S) alebo
VS:zeS—yelsS.

Druhd moznost je vytvorif jednoprvkové mnoziny {z} a {y}, ktoré vieme
porovnat. Mnozinu {z} vieme definovat ako ,najmensiu mnozinu, ktord
obsahuje z“, t.j. 3IX 1z €e X AVX 1z e X' - X C X',

Taktto konstrukciu cez ,najmensiu mnozinu, ktora. .. “ budeme pouzivat
pomerne ¢asto, takze mozeme zaviest skratku

X =min®(z) = [Vz: ®(z) >z € X|A[VX': (Vo : ®(z) 2 € X') - X C X'].

e Vieme napriklad porovnavat, ¢i je x < y? Ano, ak symbol < nemdame
priamo v jazyku, mozeme ho dodefinovat. Péjde to trochu oklukou cez
mnoziny, ale je to jednoduchy priklad, na ktorom si ukazeme zopér fint a
silu mnozin. Definujeme mnozinu V,, &isel viésich ako x; byt vicsi ako = je
to isté ako patrif do V. Ako? Nuz s(z) € Vj, to je jasné a potom by sme
cheeli povedat, Ze aj vietky nasledujice ¢&isla patria do V,; inymi slovami,
V. je uzavretd na nasledovnika, alebo: Vn : n € V, — s(n) € V. M4 to
vSak jeden hacik: toto spfﬁa aj mnozina vsetkych ¢isel N — potrebujeme
este povedat, ze ,ziadne iné &sla uz do V,, nepatria“. Ako na to? Povieme,
7e ,X je najmenSia takd mnozina“. Inymi slovami, lubovolnd ind mnozina,
ktord obsahuje s(x) a vsetkych nasledovnikov je nadmnozinou V;:

(s(z)eVy AVn:ineV, —s(n) €V,)
—_——

obsahuje  +1  a je uzavretd na nasledovnika

AMAV': (s(@) eV AVnin eV s eV) > V)

a kazdd mnozina, ktora toto Spfﬁa je jej nadmnozinou
Jednoduché porovnanie z < y potom vieme zapisat:
3V, : [tak, ako sme si ju definovali] Ay € V.

Iné, trochu priamej$ia moznost: x < y prave vtedy, ked kaZdd mnozina,
ktord obsahuje s(x) a vsetkych ndslednikov s(z), obsahuje aj y.

VX : (s(x)GX/\(Vn:neXﬁs(n)EX)) —-yeX
Vseobecne by sme mohli definovat konstrukciu uzéveru CI(S, ®) mnoziny
S na vlastnost ®, takto:

C=Cl(S,?)=C=min(SCCAVz:2€ CAP(z,y) > yel).

Mnozina V, = Cl({s(x)},y = s(x)).
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e Vdaka tomu napriklad vieme povedaf, ¢i je mnoZina koneéna:

dh:Ve:xze X -z <h.

Dalej teda budeme pouzivaf symboly =, #, <, <, C, budeme pisat priamo
konstanty, dokonca vyrazy ako z + 3 namiesto s(s(s(x))) s tym, ze skratky
v tychto formuldch sa daji rozpisat podla definicii vyssie.

Na mnoZiny sa mozeme pozerat viacerymi sposobmi. Jeden sposob je ako na
predikéty, napriklad ak P je mnozina parnych é&isiel, tak n € P je predikat ,byf
parnym &slom®; podobne vyssie sme definovali mnozinu V,, ako predikét ,byt
vacsi ako z*. Druhy sposob je ako na nekoneéné postupnosti nil a jednotiek,
respektive nekoneéné bindrne refazce; na mnozinu X C N sa moézeme pozeraf
ako na nekonecné slovo x = xgri1xs---, kde x; = 1, ak i € X, inak x; = 0.

16.1 S1S je tazsia ako Presburgerova aritmetika

V S18 vieme zapisat Presburgerovu aritmetiku: premenné budeme reprezentovat
mnozinovymi premennymi, pricom mnozina reprezentuje prirodzené ¢islo, ak jej
charakteristicks funkcia zapisand ako refazec je bindrny zapis tohto &isla.

e X reprezentuje 0, ak Vz : z ¢ X
e X reprezentuje 1, ak Vz:z2€ X <> 2=0
e X reprezentuje ¢islo 26 = 110109, ak Vz: 2 € X < (2 =1Vz =3V 2z =4)

e X = A+ B: existuje mnozina C' — prenos do vyssieho radu

0 1 0 1 1 0 1 -A
0 1 1 0 1 1 0 -B
1 1 1 1 0 O — C, prenos do vyssieho radu
i 1. 0 0 0 1 1 —-X

,,HCZCQZOAViSCi+1<—)A¢+Bi+ci>1/\Xi:A¢€BBi€BCi“

Z toho vyplyva, Ze problém rozhodnutelnosti S1S je aspoii 2NEXP-tazky.
Skiiste si rozmysliet ¢i/ako by sa dalo implementovat nasobenie, teda najst
formulu pre X = A - B.

16.2 S1S nie je elementarna

V skutocnosti je to s SIS ovela ovela horsie: S1S sa nedd rozhodovat nielen v
exponencidlnom ¢ase (2"), ani dvojito-exponencidlnom ¢ase (22"), ba ani trojito-
exponencidlnom Case (222 ),- .. S1S sa nedé dokonca rozhodovat v case

o

92"
—
k
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pre Tubovolné fixné kone¢né k.
Inymi slovami, ak definujeme triedu elementérne rekurzivnych problémov

ELEMENTARY = EXPU2EXPU3EXPU---
DTIME(2") UDTIME(22") UDTIME(22" U~ --

tak tvrdime, ze S1S ¢ ELEMENTARY.
Napriek tomu, ako si ukdZeme neskor v tejto kapitole, S1S rozhodnutelna je!
Pre kontext: funkcia, ktora rastie rychlejsie ako vsetky elementarne rastie
naozaj velmi velmi rychlo, ale stale je to ni¢ napriklad v porovnani s Ackerman-
novou funkciou, ¢i Busy Beaverom. Rychlo rastice funkcie sa dobre zapisuju
pomocou tzv. Knuthovej sipkovej notécie. Zakladom je iterdcia (opakovanie):

e nasobenie je len opakované scitanie:

2xn=24+2+(--+2)

n

podobne umocnenie je len opakované nasobenie:

2" =21tn=2x(2x(---x2))

n

definujme teraz analogicky vezu vysky n, alias ,,dvojsipku®, ako opakované

umocnenie:
22
22 oM n=2121(--12
Mn=2121(12)
n n
e a takto mozeme pokracovat d'alej: a ,trojsipka“ n je len n-krat iterovand

,dvojsipka“ a-¢ok:

21 n =211 (211 (- 112))

n

2 ™M1 n je veza dvojok vysky 2 1171 (n — 1).

e ... vo vSeobecnosti ,k-§ipku® definujeme pomocou (k — 1)-Sipky:

2 Tk n=2 Tk‘71 (2 kal ( . Tk71 2))

n

Predstavme si programy s jednoduchymi for-cyklami (bez while-cyklov ¢i re-
kurzie). Pre konkrétnost uvazujme programy s premennymi zg, 1, Tz, . . . (vstup
aj vystup budd v zg), pricom jediné povolené instrukcie st x; < 0, z; < z;,
x; + x; + 1 a ,opakuj x;-krdt { program }“. Vsimnite si, ze takyto program
vizdy skonéi. D4 sa dokézat, Ze ak nepovolime vnorené cykly, najviésia hodnota,
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ktort dokdzu vypoéitat je < ¢-n. Ak povolime 2 vnorené cykly, najvicsia hod-
nota bude < ¢™ a pri troch vnorenych cykloch to bude < ¢ 11 n. Vo vSeobecnosti
program s k vnorenymi cyklami vypoéita najviac hodnotu < ¢ 1*~! n, kde ¢ je
konStanta.

My si ukdzeme, ako formulou dfzky O(n) v S1S popisat éislo 2 11 n a
aritmetiku takto velkych é&fsiel, z éoho vyplyva, Ze dokdzeme popisat vypocet
TS a otazku, ¢i v takomto ¢ase stroj zastavi. Vsetky elementarne funkcie su
vezicky exponentov fixnej vysky, zatialco 2 11 n je veZza exponentov, ktord rastie
s n, je teda od urcitého n véicsia.

Pre kontext: Primitivne rekurzivne funkcie si v zdsade tie, ktoré sa daju
vypocéitat programami s jednoduchymi for-cyklami (bez while-cyklov ¢i rekur-
zie). Diagondla Ackermannovej funkcie rastie zhruba ako 2 1" n a teda je vicsia
(od uréitého n) ako akdkolvek primitivne rekurzivna funkcia a ned4 sa vypoéitat
7iadnym for-cyklovym programom. Napriek tomu sa d4 jednoducho spoéitat, ak
povolime while-cykly (alebo vseobecnu rekurziu). Busy Beaver B(n) je funkcia
bindrnou abecedou) na prazdnom vstupe. Této funkcia rastie tak rychlo, ze je
nevypocitatelna. (Ak by existoval TS, ktory ju poéita, vedeli by sme ho jednodu-
cho upravit, aby spoéital B(n)+ 1, ¢iZe hodnotu viicsiu, ako vypoéita Tubovolny
n-stavovy TS; pre n = pocet jeho stavov by vsak musel vypoéitat hodnotu
vAcsiu ako sdm vypocita a to sa neda.)

Veta 16.1 (Meyer (1975)). Rozhodnutelnost S18 nie je elementdrne rekurzivna.

B Do6kaz. Vrifme sa k nasej stifazi ,,aké najvicsie &fslo vieme zadefinovat na n
znakov“. Ako v predchadzajicej kapitole budeme postupovat iterativne, avsak
kym v R sme pridanim par znakov vedeli zadefinovat &islo zhruba dvakrét
dlhsie, tu pridanim par znakov vytvorime exponenialne vécsie ¢islo.

Zékladom bude definovat relaciu i = j (mod n) pre ¢oraz vicsie n. Ukdzeme
si, Ze ak toto mame, budeme vediet pracovat s n-bitovymi blokmi. Budeme
vediet pracovat s mnoZinovou premennou ako s postupnostou blokov, kde kazdy
blok je jedno m-bitové &fslo. A ak vieme kédovat postupnosti, vieme definovat
zaujimavé funkcie — spomenme si, ako Godel definoval faktoridl cez ,existuje
postupnost tak4, 7e kazdy d'alsf prvok...“:

x1 X2 X3
e U S
1 1 2 6

Rovnakym sposobom budeme definovat ndsobenie n-bitovych éisel:

+Z +Z +Z
T\  _— S  _—

0 Z 2Z 3Z

Suc¢in K x Z spocitame pomocou opakovaného pri¢itania. Na konci sa staci
pozriet na K-ty blok. Ako na to?
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Vyrobime si ,n-bitové pocitadlo“ — postupnost 0,1,2,3,. ..

+1 +1 +1
T T T

0 1 2 3

potom , K-ty blok“ znamend ,ten isty blok, ¢o ma na pocitadle hodnotu K*.

Pripomenme, ze vSetky operécie budi n-bitové, teda modulo 2™ a v skuto¢nosti
zadefinujeme nekoneéni periodicki postupnost, napriklad n-bitové pocitadlo P,
bude periodickd postupnost

0,1,2,3,...,2" —1, 0,1,2,3,...,2" — 1, 0,1,2,3,...

TakZe tvrdime, Ze ak vieme definovat i = j (mod n), budeme vediet defino-
vat pracu s n-bitovymi blokmi a néasledne aritmetiku n-bitovych é&isel. Ostava
ukdzaf, ako sa posuntf na vyssiu troven a ako definovat i = j (mod N) pre
N > n.

Tu ndm pomoze prave n-bitové pocitadlo. Rovnaké bloky sa totiz opakuju
vzdy po 2™ blokoch, teda ak mame dva rovnaké bloky, ich vzdialenost (v blo-
koch) musf byt delitelnd 2". Predstavme si i a j ako indexy do P,.

i J

|
+
Pg= - ‘ 11101010 | 00011010 | --- 11101010 | ---

vzdialenost 2% blokov x 8 bitov na blok = 2048 (alebo nejaky nisobok)

Ak st dva bloky, kam 4 a j ukazuji, rovnaké a navyse i aj j ukazujd na rovnaky
bit v rameci bloku, potom ich vzdialenost musi byt delitelna n-2". Napriklad na
obrazku méame 8-bitové pocitadlo; ¢ aj j ukazuji na rovnaky blok ,,11101010%,
takze pocet blokov medzi nimi je ndsobok 2% = 256. Navyse i aj j ukazuji na
piaty bit v rdmci bloku, preto ich vzdialenost v bitoch je delitelnd 8 - 256 =
2048. Inymi slovami, ¢ = j (mod 2048). Vo vSeobecnosti takto z i = j (mod n)
vyrobime i = j (mod n - 2™).
Pod'me postupne:

e Reldciu i = j (mod 1) nemusime ani definovat, je trividlne pravdiva pre
kazdé i a j. Odtial sa odpichneme.

e Jednobitové pocitadlo P; je postupnost 0101010101 --- definujeme ju
predpisom 0 ¢ Py AVYi:i € Py <> s(i) ¢ Pi.

e Na zéklade toho vieme definovat i = j (mod 2) ako i € P, <+ j € Py

e Dvojbitové poéitadlo 00 10 01 11 00 10 --- by sme eSte mohli definovat
priamo: 0 ¢ PPA1 ¢ PLAYi : i =0 (mod2) - [(i+2€ Py i ¢
PY)AN(i+3€eP+ie€eP®di+1€P)],aodtial i = j (mod 8) ak i = j
(mod 2) a nech i, jo je zaciatok bloku a (ig € Py > jo € P2) A (ip+1 €
PQHj()“‘lEPQ).
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Dalej uz vsak podme vseobecne. Predpokladajme, ze vieme definovatf i = j
(mod n) a P, a ukazme, ako definovat i = j (mod N) a Py pre N =n - 2",

Definujme funkciu zb(i) — za¢iatok bloku ¢; je to i — (i mod n) alebo
najvicsie z < i delitelné n, respektive také, ze medzi z a i uz nie je
nié¢ delitelné n:

z=7b(i) <= 2<iAz=0(mod n) AVj:z<j<i:j#0 (modn).
Vdaka tomu vieme povedat napriklad, ze dva indexy i, j ukazuji na ten

isty blok — je to vtedy, ked zb(i) = zb(j). A vdaka tomu vieme povedat
napriklad ,pre vSetky indexy z jedného bloku plati ...“

Mnoziny A, B budeme teraz vnimat ako postupnosti n-bitovych blokov.
Definujme ,A[z] = Bly]“ (tvrdenie ,blok, kam ukazuje z v A, je rovnaky
ako blok, kam ukazuje y v B%):

Vi, j:1 =7 (mod n) A zb(i) = zb(x) Azb(j) =zb(y) = (i € A<+ j € B).

Z toho uz vieme definovat z =y (mod N):

x =y (mod n) A B,[z] = P,[y].

Mimochodom samotné éfslo N vieme definovat ako najmensie éfslo de-
litelné N vigsie ako nula. Pricitanie N vieme definovat ako najmensie
vécsie ¢islo s rovnakym zvyskom mod N.

,A je N-bitové &islo“ prave vtedy, ked vsetky bity od N-tého vyssie si
nulové:

Vi:i>N-—i¢A

alebo
Vi:ie A—zb(i) =0.

V predchadzajicej sekcii sme si definovali s¢itanie. Séitanie N-bitovych
¢isel, teda modulo 2V definujeme jednoducho tak, ze vysledok orezeme:

X=A+Bmod2" <=3X'=A+BAYi:i<N:ie XicX
prvych N bitov sa zhoduje

A Vi:i>N:i¢gX

zvysné bity si nulové — X je N-bitové ¢islo

Nakoniec Py definujeme ako postupnost, ktors za¢ina nulou a kazdé d'alsie
¢islo je o 1 vicsie (modulo 27V):

(Vi:i< N —i¢ Py)AVi:Pyli+ N] = Py[i] + 1 mod 2".
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2
Takto vieme po k iteraciach definovat M > 22 _bitové ¢isla. Nésobenie

k
X = K x Z mod 2™ definujeme cez postupnost nasobkov:

3T :T[0] = 0AVi:T[i + M] =T[i] + Z mod 2" AT[K] = X,
kde T[K] = X je skratka pre
3j : Py [j] = K A j je najmensie také A T[j] = X.
V S1S tak vieme sfoZrmulovat’ aritmetiku M-bitovych ¢isel a to, ze ,, TS akcep-
tuje/zastavi na ﬁ/_/ krokov“ a preto rozhodnutelnost S1S ¢ ELEMENTARY.
n

O

Stockmeyer a Meyer (2002) dokézali zostrojit konkrétnu formulu ¥ v S1S
na rozhodnutelnost < 610-znakovych formiul EWSIS treba obvod s > 10'2°
hradlami na rozhodnutelnost < 614-znakovych formil s tspesnostou > 2/3
treba obvod s > 10'2% hradlami 610 znakov = 3660 bitov

Pre porovnanie, poéet atémov v pozorovatelnom vesmire sa odhaduje niekde
medzi 1078 a 10%2.

16.3 Dyadicka S1S je nerozhodnutelna

Doposial sme uvazovali takzvant monadicki logiku S1S, kde mozeme kvantifi-
kovat cez mnoziny (napriklad 3X C N). V dyadickej S1S mozeme kvantifikovat
aj cez bindrne relécie, teda 3R C N2. Pochopitelne tym padom dokazeme kvan-
tifikovat aj cez funkcie 3F : N — N — funkcie st totiz iba reldcie, pre ktoré plati
Ve :3y: (z,y) € FAVY : (x,y) e F =y =uy.

Veta 16.2. Tedria dyadickej S1S je nerozhodnutelnd.

B Doékaz. Spomenime si na Postov korespondenény problém (PKP): Mdme
niekolko typov domin, napriklad

a ab bba

typ 1: typ 2: typ 3: ,
P baa P aa P bb

z kazdého typu méme lubovolny pocet képii. Ulohou je zistit, € sa dd vytvorif
koneénd postupnost domin tak, ze ked ich postavime vedla seba, horny refazec
bude rovnaky ako spodny. V nasom malom priklade sa to d4, jedno rieSenie je:

bba | ab | bba a
bb aa | bb baa
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Nasledujt po sebe doming typu 3, 2, 3, 1; hore aj dolu je refazec bbaabbbaa.
Vo vseobecnosti st dané dvojice (t1,b1),...,(tqs,bq) a rieSenie je postupnost
il,iQ, N ,ik také, ze
s = tiltig . tzk = bilbig s blk

Tento problém je nerozhodnutelny (d4 sa dokazat, ze pre Tubovolny TS
vieme vyrobit taki sadu domin, Ze rieSenie kéduje jeho vypoéet a teda existuje
préve vtedy, ked TS zastane). Ukdzeme, Ze PKP sa dd redukovaf na dyadicki
S18.

Predvedme si to na nasom priklade. RieSenie vyssie si mozeme zapisat aj
takto:

bb ala b[b bala
bbla a[b blba a

Zodpovedajice pismend sme posunuli pod seba a tym sa ndm posunuli aj hranice
medzi dominami. Napriklad druhé domino za¢ina hore na pozicii 3, ale dolu na
pozicii 2. Znazornit to mézeme aj takto:

4 4 4 14
pozicie o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
$s= bbaabbbaa

T T T T T

kde s je vysledny refazec a §ipky ukazuji, kde za¢inaji jednotlivé domind hore
a dolu.
S ={0,1,4,5,6}

e S: spolo¢ny text hore aj dolu (presnejsie pozicie bécok)

e H;, D;,T;: pozicia, kde zaéina i-te domino hore/dolu; typ i-teho domina

Jmnozina S : Ifunkcie H, D, T : Hy=0A Dy =0
AYi: (Ti =1 = [Wa(Hi) A bpaa(Di) AHipy = Hy + 1A Dy = D; + 3]) A
(T; =2 = [Yav(Hi) ANaa(D;)) NAHiy1 = Hi+ 2N Djp1 = D; +2]) A
(T; = 3 = [thopa(Hi) A eo(Ds) A Hipy = Hi + 3 A Diyy = D; +2]))
ANTi:i#£A0ANH; =D;

O

16.4 S1S a konecné automaty na nekonecénych
slovach

Vratme sa viak k monadickej S1S. Kazda formula ¢(X) s jednou volnou mnoZinovou
premennou ako parametrom, prirodzene definuje mnozinu tych X, pre ktoré je
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formula pravdivi. A ako sme si povedali, na mnoziny sa moézeme pozeraf ako na
nekone¢né bindrne retazce. Formula ¢(X) teda definuje ,jazyk® nekoneénych
slov L = {xa | N = 6(A)}.

V tejto kapitole vybudujeme tedriu formalnych jazykov a automatov na ne-
koneénych sloviach. Ukdzeme si, ako rozsirit definiciu koneénych automatov ¢&i
reguldrnych vyrazov a ukazeme, ze existuje analdgia regularnych jazykov aj pre
nekonec¢né slova. Tito triedu jazykov voldme w-reguldrne (w-REG) a dokdzeme
si, Ze su to presne tie jazyky, ktoré sa daju popisat S1S formulami.

Omega-regularne jazyky

Nech ¥ je koneénd abeceda; X% budeme znaé¢it mnozinu nekonecénijch slov nad
abecedou ¥. Podmnoziny ¥* voldme jazyky, presnejsie w-jazyky.?

Definicia 16.1. Nech L C Xt je jazyk (koneénijch slov). Definujme L* (ana-
logicky ku L*) ako jazyk, kde kaZdé slovo je zrefazenie nekoneéne vela slov z L,
teda LY = {xozy... | x; € L — {e}}.

Zretazenie dvoch nekoneénijch slov nemd zmysel, ale méZeme zrefazit konecné
slovo s nekonecnym: ak w = wy - W, @ T = T1XT2%3 - -, tak zretazenic wx =
Wy - WX T3 - apre LC Y NCY¥ jeL-N={wz|wéeLxzeN}.

Definicia 16.2 (Omega-reguldrne vyrazy a jazyky). Definujeme induktivne.
Ak « je (klasicky) regexp, tak

e av je w-reguldrny vyraz a L(a®) = L(«a)¥,
a ak v,6 su w-requldrne, tak aj
o avy je w-requldrny a L(avy) = L(«a) - L(7),
o (v |9) je w-reguldrny vyraz a L(a | B) = L(a) U L(B).
Jazyky, ktoré popisuji w-requldrne vyrazy tvoria triedu w-reguldrnych jazykov.

Pouzitim distributivneho zdkona lahko vidime, Ze kazdy w-reguldrny jazyk
je konetnym zjednotenim w-jazykov tvaru AB¥, kde A, B C ¥* su regularne.

Napriklad (0 | 1)*0“ je jazyk slov, ktoré obsahuju len konecne vela jednotiek
(od istého miesta idd samé nuly). Naopak (0*1)“ je jazyk slov, ktoré obsahuju
nekoneéne vela jednotiek.

Konecné automaty

Klasické regularne vyrazy si ekvivalentné konetnym automatom, je preto pri-
rodzené pokusit sa nijst podobny model aj pre w-reguldrne jazyky. Nech A =
(Q,%,0,q0, F) je klasicky nedeterministicky koneény automat. Mozeme ho spus-
tif aj na nekoneénom slove z = xgx122 - -- a dostaneme tak nekoneény vypocet
— postupnost stavov p = qoq1q2 ... takd, Ze g1 € 6(qi, ;). Jediny problém

2Symbolom w sa oznaéuje najmensie nekoneéné ordinalne éislo — odtial nazvy ako w-jazyky,
w-regulérne, atd'.
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je, ako zvolif nejaké rozumné akceptacéné kritérium. Pre koneéné slové to bolo
jednoduché — automat docital slovo a skoncil v nejakom stave; ak bol stav ak-
ceptacny, slovo akceptoval. Lenze nekoneéné vypocty nekoncia, ziadny stav nie
je posledny, ako teda definujeme akceptaciu?

Existuje viacero moznosti, ale asi najjednoduchsia je povedat, Ze vypocet je
akceptaény, ak prejde nekoneéne velakrat nejakym akceptaénym stavom. Takyto
model voldme (nedeterministicky) Biichiho automat. Formalnejsie:

Definicia 16.3 (Biichiho automat (NBA)). Nech A = (Q,%,6,q0, F) je
nedeterministicky koneény automat. Definujme io(p) ako mnoZinu stavov, ktoré
vgpocet p navstivi nekonecne velakrdt; teda io(p) = (,>o{a¢ | © > n}.

Biichiho podmienka: Vypocet p je akceptacny, ak_io(p) NF # 0. Jazyk
nekonecénych slov, pre ktoré existuje akceptacny vypocet, znacime L,(A) a A
voldme Biichiho automat.

Ak neuvedieme inak, pod ,Biichiho automatom“ mame vzdy na mysli ne-
deterministicky Biichiho automat. Determinické Biichiho automaty su slabsie,
definuju mensiu triedu w-jazykov a nemaji niektoré uzaverové vlastnosti.

Veta 16.3 (Biichi (1962)). Jazyky akceptované nedeterministickymsi Biichiho
automatmi su prdve w-requldrne jazyky.

B Naznak doékazu. Jednym smerom stac¢i dokdzat, Ze ak L je reguldrny a
L1, Ly st akceptované Biichiho automatmi, tak existuji Biichiho automaty pre
Lw, LLl aL1 ULQ.

Druhym smerom ozna¢me L, , jazyk (koneénych) slov, na ktoré sa automat
vie dostat zo stavu p do ¢q. Potom tvrdime, Ze Biichiho automat akceptuje préave
jazyk UfeF Lo, f LY 4 Jazyky L, 4 su zjavne reguldrne a teda jazyk akceptovany
Biichiho automatom je w-regularny. O

S1S popisuje w-regularne jazyky

Veta 16.4 (Biichi (1962)). Pre kazdy Biichiho automat M nad abecedou {0,1}
existuje v S18 formula ¢(X) a naopak, pre kazdi S1S formulu ¢(X) existuje
Biichiho automat M taky, Ze L,(M) = Ly. (Veta sa dd lahko zovseobecnit pre
viac volngjch premennych a vicsie abecedy.)

B Doékaz. Ukdzeme, ako pre formulu ¢ zostrojime ekvivalentny NBA. (Opaé¢ny
smer prenechame ako tilohu pre Eitatela.)

Predstavme si najskor, ze mame formulu ¢ bez kvantifikdtorov a vsetky
¢iselné aj mnozinové premenné si sticastou vstupu. Pre k premennych bude abe-
ceda {0, 1}*. Napriklad pre premennéz = 2,y =0,z = 5, X = {0,2,4,6,8,...} =
parne ¢isla, Y = {2,3,5,7,13,...} = prvocisla a Z =V, = {3,4,5,6,7,...} by
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sme mali vstup

01 2 3 456 789
r= 0010000O0O0O0
y= 1 0000000O0O
z= 0000010000
X= 0010101010
Y= 1011010100
Z= 0001111111

kde kazdy stfpec je jeden symbol a kazda premenna je jeden riadok. Samozrejme,
v riadku, ktory zodpoved4 éiselnej premennej, musi byt prave jedna jednotka.

Postupujeme klasicky strukturdlnou indukciou: Atomické formuly sa tvaru
sk(z) € X, pre ktoré lahko vyrobime aj deterministicky Biichiho automat.
Napriklad automat pre s(s(s(s(z)))) € Y by vyzeral zhruba takto:

* * * * * * *
* * * * * * *
z |0 1 0 0 0 0 0
* * * * * * *
Y | * * * * * 1 *
* * * * * * *

Co—)o—»o—»o—)o—)@D

kde * znamen4, Ze na tejto pozicii moéze byt Iubovolnd hodnota. Teda ¢akdme v
pociatocnom stave, kym nenarazime na symbol, kde ma z jednotku, odpocitame
si poziciu o 4 d'alej a skontrolujeme, Ze dany prvok patri do Y — na danej pozicii
je jednotka v riadku pre Y.

Ak uz mame NBA A, B pre ¢,1, potom ¢ V 1, ¢ A1) a —=¢ popisuji po-
stupne jazyky L, (A)U Ly (B), L,(A) N Ly,(B) a L,(A) =X“ — L,(A). Z toho
zjednotenie je Tahké (ako pri NKA), prienik je pomerne lahky (ale treba si dat
pozor, nie je to rovnakd konstrukcia kartézskym sic¢inom ako pri NKA) a kom-
plement je priserne fazky, ale mozny — budeme sa mu venovat nizsie. Na tomto
mieste sa mu viak vieme vyhnif ak pomocou de Morganovych zdkonov posu-
nieme negiciu az k atomickym formuldm: zostrojit automat pre s*(z) ¢ X je
jednoduché.

V skuto¢nosti na vstupe nemédme hodnoty vSetkych premennych, ale skoro
vsetky (az na jednu) st viazané kvantifikdtormi. Pre formuly tvaru 37 : ¢(Z2)
budeme nedeterministicky tipovat mnozinu/nekoneéné slovo Z a zaroven simu-
lovat NBA pre ¢, tzn. konstrukcia bude ako predtym, avSak ,riadok“ pre Z
nebudeme é&ftat zo vstupu, ale budeme ho tipovat pomocou nedeterminizmu.
Podobne pre formuly tvaru 3z : ¢(z) budeme tipovat riadok pre z, pricom za-
bezpetime, ze obsahuje préve jednu jednotku. Nakoniec formuly tvaru VZ : ¢(Z)
riesime ako =37 : ~¢(Z). Tu uz sa negécii nevyhneme a velkost automatu bude
velmi z4visiet od poétu striedani kvantifikdtorov. O

Désledok 16.1. Teéria S1S je rozhodnutelnd.
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B Do6kaz. Pre uzavrett S1S formulu ¢ vieme zostrojit Biichiho automat, ktory
ani nevnima vstup (nedeterministicky tipuje hodnoty premennych) a ak je ¢
pravdivé, vzdy akceptuje a ak je nepravdiva, nikdy neakceptuje. Ako zistime,
ktory pripad nastal? Automat akceptuje prave vtedy, ked existuje tzv. laso —
cesta z pociato¢ného stavu do nejakého akceptacného stavu f a zaroven okruznd
cesta z f do f. Toto sa d& skontrolovat prehladdvanim grafu stavov v poly-
nomidlnom ¢ase (dokonca nedeterministicky v logaritmickej paméti). O

Veta 16.5 (Biichi (1962), Sistla a spol. (1987)). Biichiho automaty, res-
pektive w-requldrne jazyky su uzam‘gté na komplement. Ak A md n stavov, potom
existuje automat pre Ly, (A) s 2°07) stavmi.

B Do6kaz. Nech A je Biichiho automat pre L. Budeme pisaf p ~> ¢, ak na
slovo u moze automat prejst zo stavu p do ¢ a p ~>r g, ak navyse cestou prejde
cez nejaky akceptacny stav.

Definujeme reldciu ekvivalencie ~4 na slovach ¥T; povieme, Ze slovd u,v
su ekvivalentné, ak sa pre kazdé dva stavy p,q d4 dostat z p do ¢ na u préve
vtedy, ked' sa d4 dostat z p do ¢ na v a zaroveii z p do ¢ sa d4 dostat cez nejaky
akcepta¢ény stav na slove u prave vtedy, ked’ sa to d4 na slove v. Teda u ~4 v
ak

Vp,q: (P> g = p~> ) A p~Sr g = por Q)

Inymi slovami, pre slovo w definujme funkciu f,,(p) = (Q1, @2), ktord pre
kazdy stav vrati mnozinu stavov @1 = A(p,w), kam sa automat dostane na
slovo w a mnozinu stavov 3, kam sa automat dostane cez nejaky akceptaény
stav. Potom v ~4 w prave vtedy, ked f, = f.,. Ked'ze takychto funkcii f : Q —
2Q x 29 je len koneéne vela, reldcia ~, mé4 len konecne vela tried ekvivalencie
(kone¢ny index). NavysSe kazda trieda ekvivalencie [w]x, je reguldrny jazyk.

Kazdé nekonecéné slovo w patri do R - S pre nejaké triedy ekvivalencie ~ 4.
Oznatme w; j = wjw;41 - - - w;j—1. Predstavme si nekoneény kompletny graf, kde
vrcholy st prirodzené éisla. Pre kazdu triedu ekvivalencie ~4 budeme mat jednu
farbu a hranu z i do j > ¢ ,ofarbime* triedou ekvivalencie [w; ;| ,. Potom podla
nekonecnej Ramseyho vety tento graf obsahuje nekone¢nu jednofarebnu kliku.

Nech i1,12,13,... su jej vrcholy. Potom wg;, patri do triedy R = [wo,]|~a
a vsetky w;, ;,,, patria do tej istej triedy ekvivalencie S = [w;, i,]~,. Takze
weR-SY.

Pre kazdé dve triedy ekvivalencie R, S, je jazyk R - S“ bud cely pod L,
alebo cely mimo L. Z toho vyplyva, ze L aj L sa d4 napisat ako zjednotenie
koneéne vela w-reguldrnych jazykov tvaru R-S%. Nech w € LN R-S5“ a nech p
je akceptacny vypocet na w. Ukdzeme, ze kazdé w' ~ 4 w tiez patri do L. Slovo
w sa d4 napisat v tvare wowiws - - -, kde wy € R a w; € S pre i > 0. Podobne
w' = wiwjwh - -+, kde w) € R a w}, € S pre i > 0. Nech ¢;41 je stav v behu p,
po naéitani wq - - - w; a I je mnozina indexov, pre ktoré ¢; ~4p qi+1 (takychto je
nekoneéne vela). Potom akceptaény vypocet p’ na slove w’ zaéne v rovnakom
stave ako p; kedze w; ~4 w}, existuje vypocet z ¢; do ¢;11 a ak i € I, existuje
vypocet, ktory prejde cez F. Takze w’ € L. (]
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Désledok 16.2. Tedria S15 je rozhodnutelnd v éase 211 O(n).

B Dé6kaz. Postupujeme podla konstrukcie z vety 16.4. Kazd4 negécia sposobi
exponencidlny ndrast stavov (najviac o 2 vyssiu mocninovi vezu). O

Safra (1988) neskor ukézal efektivnejsiu konstrukciu automatu s n©™ =

20(nlogn) gtaymi. Tento vysledok je optimalny aZ na konstantu v exponente
— d& sa ukdzaf, Ze pre niektoré automaty na ich komplement potrebujeme
nf2n) = 99nlogn) stavoy. Vsimnite si, Ze to je viac ako v pripade komplementu
obycajnych koneénych automatov, kde v najhorsom pripade treba a zaroven
staci 2™ stavov.

Dalsf vyskum a snaha zmensif rozdiel medzi dolnym a hornym odhadom
kulminovali pracami Yan (2006) a Schewe (2009), ktor{ dokézali, Ze v najhorsom
pripade treba a zdroven sta¢i na komplement priblizne (0.76n)" stavov. Horny
odhad je len O(n?)-krat viesf ako dolny.

Veta 16.6 (Nekoneind Ramseyho veta). Predstavme si nekonecény kom-
pletny graf, kde vrcholy si prirodzené ¢isla a hrany ofarbime k (konecne wvela)
farbami. Nech tento graf ofarbime akokolvek, vidy bude obsahovat nekonecni
jednofarebni kliku.

B Dokaz. Predstavme si, Ze graf je orientovany ,zlava doprava® a hrana (x,y)
pre x < y ide z = do y.

Za¢énime s Ag = N, a9 = 0; z vrcholu ag vychddza nekone¢ne vela hrén,
ale mame len koneéne vela farieb. Preto z ag vychddza nekoneéne vela hrin
niektorej farby (povedzme modrej).

ag ay

Oznatme A; vrcholy spojené s ap modrou hranou a nech a; = min A;. Ostatné
vrcholy zahod'me. Z a; opét vychadza nekoneéne vela hran, takze nejaké farba
sa musi opakovaf nekonecne velakrat (povedzme zelend).

Vrcholy z A; spojené s a; zelenou hranou dame do A, a pokratujeme s ag =
min As. Ostatné vrcholy zahodime. Stéle ndm ostdva nekoneény pocet vrcholov,
takze mozeme pokracovat.
Takto postupne ziskame nekoneént postupnost vrcholov ag, a1, as,. .. takd,
ze vSetky hrany vychadzajuce z a; maju rovnaku farbu f;:
¥ F o F ¥ F ¥ FOF
as ay

ap a; as as ag az as ag



Literatira 221

Ked'ze farieb je len koneéne vela, niektord sa v postupnosti fo, fi, fo, ... vysky-
tuje nekonecéne velakrat (povedzme modrd).

L % ° ¢ [

ag as ay ar ag

Ak vezmeme vrcholy, z ktorych vedi modré hrany, dostdvame nekone¢nu jed-
nofarebnu kliku. U

Ulohy
e Skiiste implementovat ndsobenie celych éisiel v S18S.

e Dokézte, ze monadickd druhorddové logika (N, <) (teda namiesto funkcie
successor mame reldciu mensi ako) mé td istu silu ako S18S.

e Dokézte, ze neexistuje deterministicky Biichiho automat pre (0 | 1)*1¢.
St teda slabsie ako nedeterministické.

e Trieda (tradi¢nych) reguldrnych jazykov je uzavretd na prienik. Pre kone¢né
automaty sa dokaz spravil pomocou kartézskeho sic¢inu automatov A; x
Az Q = Q1 % Q2, 6((q1,q2),a) = (61(q1,0a),02(q2,a) a F = Fy x Fy. Pre
Biichiho automaty vSak tdato konstrukcia nefunguje! Néjdite protipriklad
— Biichiho automaty Aj, Ay také, ze L, (A1 x As) # Ly,(A1) N Ly, (A4z).
Plati aspon jedna inkltuzia?

(w-reguldrne jazyky st uzavreté na prienik, ale automat pre prienik treba
skonstruovat inak.)

e Dokézte vetu o limite: Pre R C ¥« nech limR = {w € ¥ | 3*°n € N :
wo..n € R}. w-jazyk L je w-reguldrny prave vtedy, ked existuje reguldrny
R taky, ze L = lim R.

e Uvazujme Presburgerovu aritmetiku Th(N, +, V5) s pridanim funkcie V5 (n)
,hajvyssia mocnina 2, ktora deli n“. Je tdto tedria rozhodnutelna?
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Cast VI

Derandomizacia
(Treba nam nahodu?)






Uvod

Vieme s pomocou ndhody riesit viac problémov ako deterministicky? Nakolko
nam randomizécia pomaha?

Néhodné ¢isla maji uplatnenie v roznych oblastiach informatiky. V kryp-
tolégii potrebujeme volit ndhodné klice, aby ich ttoénik nedokdzal predpove-
dat a ak tajni sprdvu zo-xor-ujeme so skutoéne ndhodnou postupnostou, do-
staneme perfektne bezpeént Sifru. V tedrii hier uvazujeme pravdepodobnostné
(zmiesané) stratégie. V ddtovych struktirach vieme vdaka (pseudo-)ndhode
Setrit pamiit za cenu pribliznych vysledkov (Bloom filtre, streamové algoritmy).
Presne spocitat vSetky hlasy vo volbach je pomerne drahd zalezitost, ale od-
hadntt vysledok v prieskume verejnej mienky je nepomerne jednoduchsie. Po-
dobne dokazeme priblizne (ale s Tubovolnou presnostou v polynomidlnom ¢ase)
spo¢itat objem mnohorozmerného konvexného telesa.

N4s bude zaujimat otdzka asovej zloZitosti: Vieme niektoré problémy riesit
rychlejsie pravdepodobnostne ako deterministicky?

Zd4 sa, ze odpoved je 4no. Jeden sposob ako sa pozerat na pravdepodob-
nostné algoritmy je, Ze polavujeme z nadich narokov: netrvdme na postupe,
ktory funguje vZdy, staci aby fungoval vicsinou (pri vécsine hodov mincou).
Je preto prirodzené ocakdvat, Ze najlepsi pravdepodobnostny algoritmus bude
aspont trochu lepsi ako ten, ktory m4 nahodu zakdzani. Pre velmi obmedzené
modely to vieme aj dokézat, napriklad hladanie medidnu sa d4 pravdepodob-
nostne pomocou 1.5n porovnani, ale kazdy deterministicky algoritmus potrebuje
viac ako 2n porovnani. To je, samozrejme, velmi maly rozdiel a otdzka znie, &i
vieme pomocou ndhodnosti dosiahnuf aj vii¢sie, povedzme exponencidlne (alebo
aspon superpolynomidalne) zrychlenie. Alebo naopak dokdzeme vsetky algoritmy
efektivne ,,derandomizovat®, tzn. zbavit sa ndhodnosti a vytvorit ekvivalentny,
nie ovela pomalsi deterministicky algoritmus?

V sti¢asnosti odpoved na ttto otdzku nepozndme: teoreticky je stéle mozné,
hoci nepravdepodobné, 7e BPP = EXP, teda Ze vsetko, éo vieme vypoéitat v
exponenciidlnom &ase, vieme s pomocou ndhody vyriesif v polynomidlnom ¢ase.

Jeden z hlavnych problémov, ktoré vieme riesif rychlo randomizovane a ne-
dokézeme rychlo deterministicky je testovanie rovnosti polynémov (nad nejakym
polom). Napriklad, je pravda, ze

2

(uzx + 2vy)* + z(ve — uy)? (u? + 20%) (z? + 29?)
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alebo
102420+ (2+v/3) 0+ (2—/3) 04+ (VB2 +1) 0+ (vBz—1)10 £ 1512(22+1)°—1024.

Mohli by sme skiusit zatvorky roznasobit a jednoducho porovnaft koeficienty:

W2a? 4+ uly?s + 022z 4 vPy? 22

1512219 + 75602% + 151202° + 151202 + 756022 + 488

avSak vo vieobecnosti narazime na to, zZe ¢lenov méze byt velmi vela, zatial¢o
na vstupe moze byf polyném zapisany tsporne pomocou aritmetickej formule
alebo obvodu®. Ak mame k dispozicii skutoéne ndhodné ¢isla, staéi dosadit a
vyhodnotit formulu/obvod na ndhodnom vstupe — p = ¢ prave vtedy, ked p—q =
0 a nulovy polyném je na kazdom vstupe nula, zatialéo nenulové polynémy na
vela vstupoch daji nenulovy vysledok. Bez toho, aby sme zatial zachiddzali do
detailov, akonahle trafime nenulovi hodnotu, vieme, ze polyném je nenulovy,
naopak, ak vysktsame vela ndhodnych vstupov a vysledok je vidy nulovy, s
velkou pravdepodobnostou je polyném nulovy (rovnost plati). Otdzka znie, ¢i
by sme nevedeli vstupy vygenerovat aj deterministicky (pseudondhodne) a &i
by dokézali zaruéit, Ze neexistuje nenulovy polyném, ktorému by sme ako na
potvoru triafali prave jeho korene.

Dalsi (trochu umely) problém, ktory nevieme riesit deterministicky v poly-
nomialnom ¢ase je CAPP — circuit approximation probability problem. Dany je
booleovsky obvod C a tilohou je aspoii priblizne spoéitat pocet vstupov, ktoré
obvod akceptuje, alebo ekvivalentne, tilohou je odhadnif pravdepodobnost, ze
obvod akceptuje ndhodny vstup. Ak by sme vedeli odhadnif Pr,.[C(r) = 1] pove-
dzme s presnostou 40.1, vedeli by sme rozhodovat, ¢i ITubovolny BPP-algoritmus
akceptuje dany vstup — pravdepodobnost, Ze taky algoritmus akceptuje vs. ne-
akceptuje, sa totiz lisi o viac ako 0.2.

problém najlepsie zname riesenie
pravdepodobnostne  deterministicky
medidn 1.5n > 2n porovnani
minimdlna kostra O(m) O(ma(n))
minimalny rez O(n?) O(n?)
test prvociselnosti O(n?) O(nf)

linedrne programovanie O(d2n~+ 20(Vdlogd)) Q(do(d)n)

3-SAT 0O(1.308™) 0(1.334™)
test rovnosti polynémov O(n) EXP

Tabulka 16.1: Porovnanie najlepsich zndmych pravdepodobnostnych a determi-
nistickych rieSeni pre rézne problémy.
2?7

3 Aritmetické obvody definujeme podobne ako tie booleovské ako acyklické grafy s tym, ze
hradl4 aritmetickych obvodov mézu byt konstanty, séitanie a ndsobenie.
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4

Na druhej strane mame viacero uspesnych prikladov derandomizécie. Asi
najznamejsi je testovanie prvociselnosti. Tento problém mé zaujimavu histériu
(pozri obr. 16.1). Zjavne ak je ¢islo zlozené, existuje kratky dokaz tohto tvrdenia
(stacf jeden netrividlny delitel); uz nie tak zrejmé je, 7e existujui aj kratke dokazy
prvoéiselnosti. Podla Lucasovej vety, ak pre nejaké a je a” ! = 1 (mod n) a pre
kazdé prvocislo ¢ deliace n — 1 je a(»~1/9 # 1 (mod n), tak n je prvocislo.
Certifikat prvociselnosti potom obsahuje ¢islo a, prvociselny rozklad n — 1 a
rekurzivne dokaz, ze kazdy ¢len rozkladu je naozaj prvocislo.

Podla Fermatovej vety, ak n je prvocislo, tak a"~t = 1 (mod n) (pre 0 <
a < p). Toto sa dd pouzitf ako jednoduchy test zloZenosti: zvolime nahodné
a; ak nespfﬁa kongruenciu, n musi byt zloZené. Tento test m4 isté problémy
(vid Carmichaelove ¢isla), ale dajui sa opravit (vid Rabin-Millerov test) a dé sa
dokdzat, ze ak je n zlozené, ndhodne zvolené a to odhali s pravdepodobnostou
aspon 3/4.

Deterministicky AKS test je zalozeny na zovSeobecnenej Fermatovej vete:
Nech n > 2 a &isla a a n st nesidelitené; potom n je prvoéislo prave vtedy,
ked (z +a)® = 2" + a (mod n). (Pre z = 0 dostdvame Fermatov test.) Mimo-
chodom d'alsf mozny pravdepodobnostny test prvoéiselnosti je zvolit napriklad
a = 1 a otestovat rovnost polynémov (z + 1)" = 2" + 1 (mod n) — ak by sme
vedeli derandomizovat testovanie rovnosti polynémov, dostaneme novy determi-
nisticky algoritmus pre testovanie prvociselnosti. Agrawal a spol. namiesto toho
dokazali, ze staci pre vhodné r vyskuisat len polynomialne vela a-¢ok a rovnost
polynémov testovat modulo z" — 1.

PRIMES €
coNP (trividlne)
NP (Pratt, 1975)

P, ak plati rozsirend Riemannova

NP iv. NP
CONT v NP pconP hypotéza (Miller 1976)
IR RP (Rabin 1976)
/ co abin
coRP 1976* 7pp RP
s coRP (Solovay-Strassen 1977)
1002 QuasiP (Adleman—Pomerance
*2002 —Rumely 1983)
[ ZPP, ak plati Cramérova hypotéza
(Goldwasser—Kilian 1986)
ZPP (Adleman-Huang 1992)
QuasiP P (Agravsfal—i{zi,yallfsag(;;12?)02)
povodny alg.: E
EXP

LenstraPomerance: O(/3°)
kde 3 je dlzka vstupu (pocet bitov)

Obr. 16.1: Pokrok pri rieSeni problému testovania prvociselnosti.

~ 4Zatialéo O-notécia zanedbiva konstanty, O zanedbéva polylogaritmické ¢leny, tzn.
O(f(n)) = O(f(n) - polylog(f(n))), napriklad O(n¢) = O(nclogkn) a O(2°") = O(2°™ - n*)
pre nejaké k.
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Druhy velky tispech bolo derandomizovanie algoritmu pre hladanie cesty v
neorientovanom grafe s malym priestorom (tzv. USTCON). N4jst cestu medzi
dvoma, vrcholmi je jednoduché v linedrnom ¢ase Standardnym prehladdvanim
do sirky ¢i do hibky. Tie v8ak potrebujui aj linedrnu pamit na oznacovanie
navitivenych vrcholov. Otdzka znie, ¢i sa d4 néjst cesta aj s malym — logarit-
mickym priestorom. (Len oznacenie jedného vrcholu zaberd logn bitov, takze v
O(logn) pamiiti si moéZzeme dovolif pamiitat len konstante vela vrcholov naraz
a nedokdzeme si pamétat, ktoré vrcholy sme uz navstivili.)

Existuje primitivny randomizovany algoritmus: za¢neme v jednom vrchole a
hybeme sa ndhodne (v kazdom vrchole si vyberieme ndhodného suseda) az kym
nedorazime do ciela. Zaroven si poéitame pocet krokov a ak sa do ciela nedosta-
neme ani na 16n® krokov, prehldsime, ze cesta neexistuje. Teda USTCON € RL.
Zo Savitchovej vety vieme, ze existuje algoritmus v O(log2 n) paméti. Nisan—
Szemerédi—Wigderson nasli algoritmus s O(logl'5 n) a Armoni a spol. s O(log4/ 3 n)
pamitou. Uplnzi derandomizacia sa nakoniec podarila Reingoldovi, ktory v roku
2004 dokazal, ze USTCON € L. Ekvivalentne, majme d-regularny graf a v kazdom
vrchole oznac¢me vychédzajice hrany ¢islami od 1 po d. Pre takto oznackovany
graf mdzeme kazdy refazec nad abecedou {1,...,d} chipat ako ndvod, po kto-
rej hrane mame fst v kazdom vrchole. Univerzdina postupnost je ndvod, ktory
garantuje, ze navstivime vsetky vrcholy bez ohladu na poéiatoény vrchol, sa-
motny graf, ¢i jeho oznackovanie. Z pravdepodobnostného algoritmu vyplyva,
ze takéto postupnosti existuji — nadhodne zvolend dostatoéne dlhd postupnost
mé4 nenulovt pravdepodobnost, Ze je univerzdlna. Reingoldov vysledok ukazuje,
7e takéto postupnosti sa daji zostrojit v logaritmickom priestore.

Mimochodom, otazka, ¢i L ZRL a dsa dajti derandomizovat vsetky RL-
algoritmy je stale otvorens (vieme vsak, ze RL € DSPACE(log"® n)). Podobny
problém STCON pre orientované grafy je NL-iplny a nepozndme ani randomi-
zovany algoritmus s logaritmickou pamifou. Ndpad s ndhodnou prechadzkou
nefunguje, pretoze v niektorych grafoch sa na niektoré miesta dostaneme len s
exponencialne malou pravdepodobnostou, ¢o je mélo.

Do tretice spomenme tuspech s perfektnym parovanim, pricom nas zaujima
rychle paralelné riesenie (NC — polylogaritmicky ¢as s polynomidlne vela proce-
sormi). Majme graf G. K nemu zostrojme maticu A tak, ze ak (4,5) je hrana
grafu, tak na policku A; ; bude premennd x; ; (pre kazdd hranu méme ind pre-
menni) a na policku A;; bude —z; ;; ak medzi 4, j nie je hrana, tak A, ; = 0.
D4 sa dokazat, Ze G ma perfektné parovanie prave vtedy, ked det A je nenulovy
polyném.? Ulohu sme teda redukovali na testovanie rovnosti polynémov. Staci
teda za z; ; dosadit ndhodné hodnoty (povedzme zo Z,, pre dostatocne velké
prvoéislo) a vyhodnotit determinant — to dokdZeme v RNC. Deterministicky NC
algoritmus vynasli Eppstein a Vazirani o viac ako 30 rokov neskor, v roku 2018.

5Myslienka dékazu v skratke: Determinant je suma cez vietky permutécie 7, pricom &len
je nenulovy, ak vsetky (i,m;) sd hrany v G. Staéf teda poéitat len stcet cez vietky cyklové
pokrytia. A ak mame cyklové pokrytie s cyklom neparnej diiky, zmenenim orientacie dosta-
neme ¢len s opaénym znamienkom, tzn. vSetky takéto Cleny sa navzajom vyskrtaju a ostani
len cyklové pokrytia, kde kazdy cyklus mé parny pocet hran — a z tohto sa d4 l'ahko vybrat
perfektné parovanie.
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Vrétfme sa viak k asovej zlozitosti. Co vieme povedat o triede BPP? Trividlne
BPP C EXP, resp. BPP C PSPACE. V predchédzajucich kapitolach sme si
ukdzali, ze BPP je v polynomidlnej hierarchi{ (Sipser—Gacsova veta: BPP C
¥%) a hody mincou vieme zamenit za polynomidlnu radu (Adlemanova veta:
BPP C P/poly). Lepsie vysledky momentdlne nie st zndme. Napriklad je otvo-
reny problém, ¢i BPP C NP, alebo & vieme BPP-problémy rozhodovat éo i len
v sub-exponencidlnom case.

Naprick tomu verime, Ze BPP sa d4 tplne derandomizovat a vsetky BPP-
problémy vieme riesit — sice mozno v hor§om — ale stale polynomidlnom &ase.
Inymi slovami, verime, ze

P = BPP.

A prec¢o by sme mali? O tom si povieme v nasledujucich kapitolach. Ukazeme,
ze vysledok P = BPP vyplyva z ¢oraz slabsich a slabsich predpokladov.
Konkrétne, postupne si dokdzeme, ze:

1. Ak vieme priblizne odhadovat pravdepodobnost, Ze dany obvod akceptuje
(riesit problém CAPP), potom vieme derandomizovat.

2. Ak existuje ,dobry“ pseudondhodny generdtor (PNG), potom vieme od-
hadnit pravdepodobnost, ze BPP-algoritmus akceptuje. Intuitivne, dobry
PNG je taky, ze ak vymenime skutotne ndhodné bity za pseudonahodné,
nikto si to nevsimne. Existuje vsak dobry PNG? Verime, ze dno. Ukazeme,
ze:

3. Ak existuje ,pekelne tazka“ funkcia, dokdzeme z nej vyrobit dobry PNG.
Intuitivne, pekelne tazks funkcia sa nedd vypoéitat ovela lepsie ako ze
ndhodne tipujem vysledok. Ak by sme jednoducho tipovali spravnu od-
poved, mame poloviéni Sancu, Ze sa trafime. Respektive, ak by sme na
vstupoch diiky n odpovedali bud vzdy ANO, alebo vzdy NIE, tak v jed-
nom z tychto pripadov budeme odpovedat spravne pre asponn polovicu
vstupov. Pekelne fazka funkcia je takd, Ze ak chceme odpovedat spravne
na ¢o i len o chlp viac ako polovici vstupov, potrebujeme exponenciilne
velké obvody. Na prvy pohlad toto znie ako pomerne odvézna hypotéza,
my si véak d'alej ukazeme, ako sa z tazkych funkcii daji skonstruovat este
tazsie:

4. Ak existuje ,velmi fazkd“ funkcia (je tazké ju spocitat na 99% spravne),
vieme z nej spravit pekelne fazki funkciu (je fazké ju spocitat na ¢o i
len o chlp viac ako 50%). Existencia velmi fazkych funkcif uz neznie tak
prekvapujico, pojdeme vsak este d'alej:

5. Ak existuje fazka funkcia (v klasickom zmysle, t.j., na jej vypocet po-
trebujeme exponencidlne velky obvod), tak z nej dokdZeme vyrobit velmi
tazkd funkciu (na ktord potrebujeme exponencidlne velky obvod, hoci ju
staci spocitat na 99% spravne).
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Takze ak

3 fazk4 funkcia = 3 velmi fazkd funkcia = 3 pekelne fazkd funkcia
= J dobry PNG = vieme odhadnit Pr[BPP-algoritmus akceptuje]
— P = BPP.

Pod tazkou funkciou méme pritom na mysli funkciu, ktora sa neds spocitat
obvodom velkosti 27" pre nejaké v > 0. N4§ dokaz vsak bude vyzadovat fun-
keciu, ktord sa da vypocitaf v case 200" teda funkciu, ktord patri do E =
DTIME(29(™). Méze to byt napriklad funkcia, ktord sa da vypoéitaf v case
21000n " 5]e neds sa spoéitat obvodom velkosti 20:0017,

Pripomenime, 7e vd aka jednoduchému poéitaciemu argumentu (kolko je vietkych
obvodov velkosti s? a kolko je vsetkych funkeii f : {0,1}" — {0,1}?) vidime,
7e existuju funkcie, ktoré sa nedaju spocitat ani len obvodom velkosti 2" /10n a
skoro vsetky funkcie potrebuji obvody viésie ako 2°-001" Dokonca to plati, aj
ked’ ndm staéi funkciu spoéitat len povedzme na 90%. Ak by sme teda vybrali
néhodnt funkciu (pre kazdy vstup zvolime ndhodnii odpoved 0 alebo 1), takmer
na 100% bude tdto funkcia velmi fazks. Na derandomizéciu viak potrebujeme
konkrétnu funkciu z E.

Ak by to este stéle niekoho nepresvedéilo, tak v skuto¢nosti aj z menej ako
exponencidlne tazkych funkcii vyplyva aspoii &iastoénd derandomizéicia. Pri-
pomeiime, ze podla Kannanovej vety uz 5 obsahuje funkcie, ktoré nemaji ob-
vod polynomialnej velkosti — toto na derandomizaciu nestaci. Z funkcii, ktoré po-
trebuji superpolynomidlne obvody uz vSak vieme derandomizovat. Konkrétne:

e Ak existuje f € E, ktorda potrebuje obvod superpolynomialnej velkosti
(n®™) | kde a(n) modze rast Tubovolne pomaly, ale s rasticim n rastie do
nekoneéna), tak BPP-problémy vieme riesif v subexponencidlnom ¢ase,
teda lepsie ako v ¢ase 2" pre lubovolne malé ¢ > 0: BPP C SUBEXP =
Neso DTIME(2™).

e Ak existuje f € E, ktora potrebuje obvod velkosti 2" (pre v > 0),
napriklad 2"V tak BPP C QuasiP = DTIME(2Pooe(™)), Kvézipolynomidlna
zlozitost je plos" n — olog"*'n pre nejaké k. Je to viac ako n©(!) | ale me-

nej ako 22 (exponent rastie do nekoneé¢na, ale iba polylogaritmicky, nie

linedrne).

e Nakoniec, ak existuje f € E, ktord potrebuje obvod velkosti 27" (pre
v > 0), tak mdme uplnd derandomiziciu BPP = P.

Skratka, ak existuje f € E, ktord potrebuje

— BPP C  EXP

o ne@ BPP C SUBEXP

obvod velkosti one ( tak 4 ppp C  QuasiP
29(n) BPP = P

Cim fazsie funkcie existujd, tym lepsie vieme derandomizovat.
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Pseudonahodné generatory
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Obr. 17.1: Pomerne slaby pseudondhodny generator.

17.1 Derandomizacia pomocou pseudonahodnych
generatorov

Ako zistime, ¢i je pseudondhodny generdtor (PNG) ,dobry“? Ak za mnou niekto
pride, ze navrhol novy generator, ako zistim, ¢i produkuje ,,dostatoéne nahodné*
¢isla?

V praxi sa na testovanie pouzivaju batérie Statistickych testov, napriklad
Diehard (Marsaglia, 1996), TestU01 (L’Ecuyer a Simard, 2007), NIST (Rukhin
a spol., 2001). Kazdy test vii¢sinou spocita nejakd hodnotu, ktorej distribiiciu
pozndme a ak je tdto hodnota len velmi mélo pravdepodobnd, prehlési, Ze vstup
nie je nahodny. Napriklad:

e Frekvencny test: pocet nil a jednotiek (ng, n1) by mal byt zhruba rovnaky,

teda ak je rozdiel n; — ng prilis velky', prehldsime, ze postupnost nie je
nahodna.

1Co je to prilis velky? Pocet jednotiek ny ma binomické rozdelenie, resp. Z = (n1 —ng)/v/n
ma4 priblizne normdlne rozdelenie a Pr(Z < z) = ®(z), teda Pr(|Z]| > z) =~ 2(1 — ®(z)) — ak
je tato hodnota povedzme 1%, znamen4 to, Ze pre skuto¢ne ndhodné ¢isla by takato situdcia
nastala iba v 1% pripadov, o je dost malo pravdepodobné.

231
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e Viobecnejsi blokovy frekvenény test: rozdelme postupnost diiky n na k
blokov diiky m; ak spocitame podiel jednotiek p; v kazdom bloku, dosta-
neme distribticiu hodnét, ktord by sa mala podobat na binomické (v limite
normélne) rozdelenie. A ako zistime, ¢i sa dve distribiicie dostato¢éne po-
dobaju? Na to sa pouziva tzv. test dobrej zhody (goodness of fit); jeden zo
sposobov je tzv. chi-kvadrat test, kde spocitame sicet stvorcov odchyliek
X = S (pi — 0;)%/0;, kde p; st pozorované a o; ocakavané hodnoty; pre-
mennd X m4 priblizne x7_, rozdelenie s k — 1 stupiiami volnosti?; ak je
hodnota X prili§ vysokd, generator odmietneme.

e Test behov a medzier: spoc¢itajme distribiciu dizok stuvislych tsekov niil
a jednotiek (dfzky tzv. medzier a behov); ocakivame, ze behov/medzier
diiky k je zhruba 1/2%; pozorované distribiicie porovname s teoretickymi
pomocou x>-testu.

e Narodeninovy test: vyberieme m datumov narodenin z roku, ktory ma n
dni, zotriedime, zratame poéet dni medzi narodeninami a spo¢itame, kolko
medzier sa opakuje viackrat; toto &slo by malo mat Poissonovu distribiiciu
s parametrom \ = m?/4n. Napriklad pre n = 232, m = 212 X\ = 4; pokus
zopakujeme 5000-krat a spocitame x2-test.

o Gorilf test: vygenerujeme 226 4- 25 bitov, nech x je pocet 26-bitovych slov,
ktoré sa v tejto postupnosti nenachddzaji; potom x by malo mat zhruba
normalnu distribiciu s priemerom 24687971 a standardnou devidciou 4170,
takze ®((z —24687971)/4170) by malo byt rovhomerne ndhodné ¢islo me-
dzi 0 a 1.

e Test hodnost{ matic: rozdelme postupnost na bloky dizky k x ¢, kde
kazdy blok predstavuje jednu bindrnu maticu; spocitajme hodnosti (ranky)
tychto matic a porovnajme s teoretickym rozdelenfm pomocou x2-testu.

e Gecd test: spustime FEuklidov algoritmus na ndhodnych 32-bitovych vstu-
poch a spocitame 1) k — pocet iterdcii a 2) konetnid hodnotu ged. Ak
spustime tento test 10-milion-krat, ocakavané pocty roznych k a roznych
ged by mali byt zhruba ako v tabulke (plati: Pr[ged = 2] = —5):

k <3 4 5 6 7 8 9 10
ocak. pocet: 5.5 29.5 144.6  590.7 2065 6277 16797 39965
ged 1 2 3 4 5 6 7 8

ocak. pocet: 6079271 1519817 675474 379954 243171 168869 124067 94989

Opit pouzijeme x? na test dobrej zhody, ¢i pozorované data zodpovedaji
ocakdvanému rozdeleniu.

Vo vSeobecnosti je Statisticky test nejaky algoritmus, ktory na vstupe do-
stane postupnost bitov, nie¢o si popoéita a nakoniec rozhodne, & vstup vyzera
nahodne, alebo nie. Vi¢sinou si spocita nejaku statistiku — nejakd hodnotu Y,

2Distribtcia Xi je sucet k normdlnych distribucii N(0, 1).
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ktorej distribiiciu pozndme (za predpokladu nulovej hypotézy, ze vstup je po-
stupnost nezavislych ndhodnych bitov) a vyhldsi, Zze postupnost je nendhodn,
ak je spocitand Statistika prili§ malé alebo naopak prilis velka.

Statisticky test sa teda snazi rozligit ndhodné postupnosti od tych, ktoré ne-
vyzeraji ndhodne. Takémuto algoritmu budeme tiez hovorit ,rozlisovaé“. Ako
sme spominali, v praxi sa pri testovani pseudondhodnych generatorov pouzivaji
celé batérie statistickych testov. V tedrii si mézeme dovolit definiciu este sprisnit:
budeme hovorit, Ze PNG je dobry vtedy, ak prejde cez vsetky efektivne Statistické
testy. Alebo inymi slovami, PNG je dobry, ak Ziadny efektivny algoritmus ne-
dokaze rozlisit distribiiciu nfm vygenerovanych pseudondhodnych postupnosti
od skutoéne ndhodnej distribiicie. Pod'me si tieto pojmy zadefinovat exaktnejsie:

rozliSovaé R
vygenerovand postupnost G(Up) | | iplne ndhodn4 postupnost U,

T
PNG

|
dplne ndhodny seed diiky 0

Obr. 17.2: Pseudondhodny generator G dostane na vstupe seed deky { a vygene-
ruje pseudondhodnti postupnost diiky m. Dobry PNG je taky, ze vysledni dis-
tribiiciu refazcov je £azké odlisit od skutoéne ndhodnych. Presnejsie: Lubovolny
(dostatocne maly) obvod, rozlisovaé¢ R, si ,nevsimne* rozdiel medzi G(Uy) a uni-
formnou distribiciou U,, — pravdepodobnost, ze C' d4 na tychto vstupoch iné
vysledky je mala.

Definicia 17.1 (RozliSovaé a pseudondhodna distribtcia). Nech D je dis-
tribicia nad {0,1}™. Hovorime, Ze obvod R je rozliSovaé pre D, ak

mgrD[R(x) =1]— rePg [R(r) =1]| > 1/10,

kde U, je uniformnd distribicia na m bitoch. Skrdtene budeme pravdepodob-
nost, Ze R akceptuje na vstupe z distribicie D znacit Pr[R(D)] = Prye,p|[R(z) =
1].

Hovorime, Ze distribicia je S-pseudondhodnd, ak neezistuje rozlisovac vel-
kosti S. To znamend Ze pre kazdy obvod C velkosti S je

Pr[C(D)] ~ Pr[C(U,,)] £ 1/10.
Definicia 17.2 (Pseudondhodny generator). S(¢)-pseudondhodnyj generdtor

35 : N — N je casovo konstruovatelnd, neklesajica
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je
o funkcia G : {0,1}* — {0,1}*, ktord na vstupe dizky ¢ vyprodukuje v case
0(2%) postupnost dlzky S a

o G(Uy) je S(£)3-pseudondhodnd distribicia.

Vstup, teda inicializacnid hodnotu generdtora, voldme tiez seed a S(¢) je
predl/ienie. Napriklad 229 -PNG znamend, Ze na postupnost dl/iky m ndm staci
seed dl/zvky ¢ = O(logm) a neexistuje obvod velkosti m?, ktory by pseudondhodnai
postupnost odlisil od ndhodne;.

V&imnime si, ze PNG m4 ovela viac asu ako obvody, ktoré sa ho snazia
rozlisif! Nam by napriklad stacil aj PNG, ktory v ¢ase O(2%) vygeneruje postup-
nost dizky m = 20-901¢_ Takyto generdtor pracuje v case O(m109) (
od diiky vystupu), zatialéo rozliSovace si iba obvody velkosti m?. Preto hy-
potéza, ze dobré PNG existuji, znie celkom uveritelne.*

Pod'me si teraz ukézat, ze ak existuje dobry PNG G, vieme vd aka nemu de-
randomizovat Tubovolny BPP-algoritmus A. Hlavnd myslienka je jednoduché:
namiesto ndhodnych bitov pouzijeme tie pseudondhodné. (Koniec-koncov, v
praxi sa éasto pravdepodobnostné algoritmy sptistaji len s nejakym standardnym
knizniétnym PNG — bez dokazu, ze to funguje.) Ak vSak pouzijeme dobry PNG
a vyskisame wvsetky mozné seedy s, dokazeme spocitat Pr[A(z, G(Uy)], ¢o je
Pr[A(z,U,,)] £ 10% a vezmeme vicsinovii odpoved. Ked'ze BPP-algoritmy ak-
ceptuji s pravdepodobnostou bud > 2/3 > 66% alebo < 1/3 < 34%, nejakych
+10% vysledok neovplyvni.

Preco to funguje? Nuz ak by neplatilo Pr[A(z, G(Uy)] = Pr[A(z, U,,)] +10%
(pre vietky z od ur¢itej velkosti), tak algoritmus A ndm poslizi ako rozlisovag!
V takom pripade existuje nekoneéns postupnost ,zlych“ vstupov z, na ktorych
sa Pr[A(z, G(Uy)] a Pr[A(z,U,,)] dost lisia. Tieto vstupy mézeme zadrdtovat
do obvodu pre A. Napriklad v Miller-Rabinovom teste prvociselnosti (pozri sek-
ciu 2.6) namiesto ndhodnych 0 < a < n vygenerujeme pseudondhodné (pre
vsetky mozné seedy). Ak by takyto test nefungoval, potom Miller-Rabinov test
(na konkrétnych zlozenych &islach) dokéze rozlisit vygenerované pseudondhodné
od skutocne nahodnych bitov.

Lema 17.1. Ak existuje 2" -PNG, potom BPP = P.

v zéavislosti

B Doékaz. Majme 2°-PNG G a BPP-algoritmus A, ktory pracuje v ¢ase
m = O(n*) (takze pouziva najviac m nahodnych bitov). Nahradme v algo-
ritme ndhodné bity pseudondhodnymi. KedZe G je dobry PNG, pre vietky (aZ

4Len tak na okraj, kvoli perspektive dodajme, ze predpoklad, ze existuje dobry PNG je
eSte velmi skromny napriklad v porovnani s tym, Ze existujd kryptograficky silné PNG —
comu verime tiez. Pri kryptograficky silnych PNG nédm sice sta¢i len polynomidlne prediienie,
avsak rozlisovace mozu pracovat v lubovolne velkom polynomidlnom ¢ase a napriek tomu
vyzadujeme, aby bol rozdiel | Pr[R(G(Uy))] — Pr[R(Un)]| zanedbatelny (tzn. 1/m*() — mensi
ako 1/m¢ pre Tubovolne velké c pre dostatoéne velké m). V definicii kryptograficky silnych
PNG st rozlisovace silnejsie (majui viac ¢asu) ako samotny generdtor (Co ddva zmysel, ak
chceme byt odoln{ voéi titoku vypoétovo silnych protivnikov, akymi st nadndrodné korporacie,
¢i §tétni aktéri).
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na konecne vela) z plati:

1

10°

Teda rozdiel medzi pravdepodobnostou akceptovania pri ndhodnych a pseudo-
ndhodnych bitoch je len 1/10. Ak by sa totiz algoritmus A nespraval s PNG
podobne ako s naozaj ndhodnymi bitmi, mohli by sme ho vyuzit ako ,test*,
ktory rozlisuje dany PNG G od skuto¢ne ndhodnych bitov: Obvod, ktory ma
zadrdtované z1é vstupy x a pocita funkciu r — A(z,7) je obvod, ktory rozoznava
G(Uy) od U,y,, o je spor.

Pripomenme, ze BPP-algoritmus pre x € L(A) akceptuje s pravdepodob-
nostou aspon 2/3 a pre z ¢ L(A) najviac 1/3. Ak mame dobry PNG, pravdepo-
dobnost bude +rovnaka a navyse Pr[A(z, G(Uy))] vieme vypocitat tiplne presne
tak, ze vyskusame vsetky seedy:

Na derandomiziciu staéi algoritmus A spustif pre vsetky seedy dfzky (=
Llogm = O(logn) a rozhodnit sa podla vécsinovej odpovede. Ak € L(A),
pravdepodobnost akceptovania so skutoéne ndhodnymi bitmi je > % a s PNG je
to najviac o % menej, ¢o je vSak stale viac ako polovica a na zéklade vécsinovej
odpovede algoritmus povie ANO. Naopak, ak = ¢ L(A), tak Pr[A(z,U,,)] < % a
s PNG to je maximélne o %0 viac, ¢o je stale menej ako polovica a teda vicsinova
odpoved je NIE.

x € L(A) = Pr[A(z, G(Uy)] = Pr[A(z,U,,)] £0.1 >2/3—-0.1 > 0.5
x ¢ L(A) = Pr[A(z,G(Up)] = Pr[A(z,Up,)] £0.1 < 1/3+0.1 < 0.5

Pr[A(z, G(Uy))] = Pr[A(z,Uy,)] +

O

Tito lemu a dokaz mozeme zovseobenit: ak existuje S(¢)-PNG a my budeme
skusaf vsetky seedy dlzky £(n), tak pravdepodobnostné algoritmy beziace v ¢ase
S(£(n)) vieme derandomizovatf v case 20(¢(™),

Zovseobecnenie lemy 17.1. Ak ezistuje S(£)-PNG (kde £(n) je vypocitatelnd
v polynomidlnom case), tak

BPTIME(S(£(n))) C€ DTIME(20((m)).
Konkrétne napriklad ok existuje
o 2"V _PNG, tak ¢ =10g°" n, takze BPP C QuasiP = DTIME(2pPooe(n)).
o (*M_PNG, tak ¢ = n°Y), takze BPP C SUBEXP = (.., DTIME(2"").

e>0

17.2 RozliSovace a predpovedace

Dobry pseudondhodny generator sme zadefinovali ako taky, ktorého distribuciu
nevieme efektivne rozlésit od skutoéne ndhodnej. Dalej sa ndm vsak bude hodif
iny pohlad na dobré PNG: vystup z dobrého PNG by mal byt nepredvidatelnsj
— ak dostaneme len ¢ast vystupu, nevieme efektivne predpovedat nasledujici bit
(pozri obrazok 17.3).
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predpovedac P

1

vygenerovand postupnost G(Uy) | ? |

4

6] e
I
tiplne nghodny seed dizky

Obr. 17.3: Pseudonahodny generdtor G dostane na vstupe seed diiky { a vyge-
neruje pseudondhodnii postupnost. Dobry PNG je taky, Ze vyslednu distribiciu
refazcov je fazké predpovedat. Presnejsie: Lubovolny (dostatoéne maly) obvod,
predpodovedaé P, nedokéze predpovedaf i-ty bit z predoslych — pravdepodob-
nost, Ze sa trafi, je len o kiisok viac ako 50%.

Definicia 17.3 (Predpovedag). Nech D je distribicia nad {0,1}™. Hovorime,
Ze P je predpoveda¢ pre D, ak pre nejaké i dokdZe P predpovedaf i-ty bit z
predoslijch s vijrazne vicsou uspesnostou ako len ndhodné tipovanie. Konkrétne

budeme vyzadovat, Ze P predpovedd i-ty bit sprdvne s pravdepodobnostou aspori

50% + 1/10m.:
1 1
Pr [P(ry,...,1i-1) =17i] > = + —.
reRrD[ (ry ri-1) =7 2 " Tom
Vsimnite si, ze ndm sta¢{ mensia dspesnost (1/10m) ako pri rozlisovacoch
(1/10). Uk4zZeme si, Ze ak je distribtcia nepredvidatelnd, tak je nerozlisitena
od skuto¢ne nahodnej:

Veta 17.1. Ak ezistuje rozlisovac velkosti S pre D, potom ezistuje aj predpo-
vedaé velkosti 2.

B Dokaz. Nech R je dany rozliSovac. Predpoveda¢ P na vstupe i, y1,...,%;—1
doplni postupnost o ndhodné z;, ..., z, a spusti rozlisovaé: nech

a=RY1, - Yi-1,Zis- -3 2m)-

Ak a = 1 (postupnost vyzera nendhodne), predpoveda¢ bude predpokladat, ze
tip z; bol spravny a odpovie z;; v opa¢nom pripade odpovie 1 — z;. Takyto pred-
povedaé sice pouziva nahodné bity, ale tie sa dajti vymenit za neuniformnost: ak
funguje v priemernom pripade, potom existuje volba konktrétnych postupnosti
Zis ..y Zm, pre ktoré bude predpoveda¢ fungovat.

Dokaz, ze takyto predpovedac¢ bude tspesny vyuziva tzv. ,hybridny argu-
ment“: predstavme si m+ 1 distribucii Dy, ..., D,,, kde Dq je iplne rovnomerne
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nédhodnd distribicia U,,, D,, = D a distribiicie medzi tym tvoria ,,plynuly pred-
chod“ od U,, ku D, konkrétne D; ma prvych ¢ bitov z D a zvySok st uplne
nahodné bity.

Ozna¢me p; = Pr[R(D;)]. Kedze R je rozlisovac, p,, — po = Pr[R(D)] —
Pr[R(U,,)] > %0. Ak rozpiseme p,, — pp ako teleskopickd sumu > p; — pi—1 =
Dm — Po, musi existovat i, pre ktoré je p; — pi_1 > ﬁ' Tento i-ty bit budeme
vediet Uspesne predpovedat:

P predpovie i-ty bit spravne bud ak y; = z; a R povie ANO7 alebo ak
y; = 1 — z; a R povie NIE. Uvazujme vSetky 4 moznosti, ktoré mozu nastat: &i

je z; z y; a ¢i R na vstupe (y1,...,Yi—1, i, - - - , zm) odpovie ANo alebo NiE:
Ano NIE spolu
Zi = Yi A B 1/2
Z3 75 Yi C D 1/2

spolu  pi—1 1—pi 1

Ak oznaéime pravdepodobnosti jednotlivych udalosti A, B, C, D ako v tabulke,
potom nés zaujima hodnota A + D.

KedZe z; je ndhodny bit, oba pripady, z; = y; a z; # y; nastani s rovnakou
pravdepodobnostou 1/2. Dalej vieme, ze R odpovie ANo s pravdepodobnostou
Pi—1; avSak za predpokladu, ze z; = y; dostaneme distribiciu D; a R odpovie
Ano s pravdepodobnostou p;. TakZe pravdepodobnost

A =Pr[ANo | 2z = yi] - Pr2; = y;] = Pr[R(D;)] - 3= 3bi
A+C= Pr[ANO] = PI‘[R(Di)} = Pi-1
C+D=Pr[z; £y;) =1/2

Z toho pravdepodobnost, Ze P spravne predpovie i-ty bit je
1
A+D=C+D-(A+C)+2x A= +p2 Di_1- O

Dosledok 17.1. Funkcia G : {0,1}* — {0,1}* s predizenim S(¢) vypoéitatelnd
v O(2%) je S({)-pseudondhodny generdtor, ak pre 7iu neevistuje predpovedac
velkosti 25(¢)3.

17.3 Ako vyrobit pseudonihodny generator

Ako sme spominali v tivode k tejto casti, dobry pseudondhodny generdtor vy-
tvorime z pekelne tazkej funkcie — ti vytvorime z velmi tazkej funkcie — a td
vytvorime z tazkej funkcie. Nastal ¢as presne si zadefinovat, ¢o tymito pojmami
myslime.

Ked budeme hovorit o tazkosti v priemernom pripade, mézeme hovorit o
pocte alebo o &asti vstupov, na ktorych d4 obvod sprdvnu odpoved. Avsak
prirodzené je pouzif v tomto pripade jazyk pravdepodobnosti: Ak obvod od-
povedd spravne na 99% vstupov, znamend to, Ze keby sme vygenerovali tiplne



238 Kapitola 17. Pseudondhodné generdtory

nédhodny vstup (rovnomerne z {0,1}"), tak pravdepodobnost sprdvnej odpo-
vede je 0.99. Budeme tiez hovorit, ze obvod C aproximuje funkciu f na 99%, ak
PrmGR{O,l}n[f($> = C(I)] Z 0.99.

Definicia 17.4 (Tazka, velmi fazki a pekelne fazka funkcia). Budeme
hovorit, Ze funkcia f je

o tazkd, ak ju obvody velkosti S < 27" nedokdzu spocitat presne (pre nejaki
konstantu v > 0),

o velmi fazkd, ak ju obvody velkosti S < 2™ nedokdZu ani len aproximovat
na 99% (pre nejakid konstantu vy > 0),

o pekelne tazkd, ak ju obvody velkosti S < 27" nedokdzu ani len aprozimovat
na 1/2 +1/S wvstupoch (pre nejaki konstantu v > 0).

Vseobecnejsie by sme mohli definovat

Definicia 17.5 (Tazkost v priemernom pripade). Pre f, : {0,1}"* — {0,1}
a p € [0,1] definujeme tazkost HE (fn) = S, ak Ziadny obvod velkosti S ne-
dokdze p-aprozimovat f,. Teda

HAye (fn) = max{S | Yobvod C, [C] < S: f{’gl} [C(z) = fn(z)] < p}.
x€R0,117

Pre f:{0,1}* — {0, 1}, t.j. pre lubovolnii velkost vstupu definujeme H, . (f)
prirodzene tak, Ze uvaiujeme rézne n samostatne: oznacme f, = f|sn ziZenie
funkeie na vstupy dizky n; funkciu ,pozliepame* z HE o (f)(n) = HE (fn) pre
vsetky n.

Zlozitost v naghorsom pripade je Hyrs(f) = Hi (f) (f chceme spoéital na

100%; rozmyslite si, Ze Hyws(f) = S znamend, Ze f ¢ SIZE(S)). Priemernd
Zlozitost definujeme ako Hayg(f) = max{S | H;\/,éﬂ/s(f) > S}.

Potom f je
o fazkd, ak Hys(f) = 290,

o velmi tazkd, ak HO.9O(f) = 2%,

e pekelne tazkd, ak Haye(f) = 290,

Geometricky pohlad (pozri obrazok 17.4): MoZeme si skiisit predstavit pries-
tor, kde kazdy bod je jedna funkcia (kazda funkcia je vlastne vektor 2™ hodndt).
Hodnota

A(f,9) = Pr[f(z) # g(x)]

definuje vzdialenost dvoch funkcif (nie je to ni¢ iné ako normalizovand Hammin-
gova vzdialenost tabuliek hodnot) a g aproximuje f na 99%, ak je vzdialenost f
a g najviac 0.01. Kazdému bodu takéhoto priestoru priradime hodnotu Hy.s(g)
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(a) Spicaté kopce: niektoré funkcie st (b) Velké kopce: existuju funkcie, ktoré
sice velmi tazké, ale nedaleko nich je sa nedaju spocitat ani priblizne: aj v
vzdy nejakd Tahk4 funkcia. blizkom okol{ sii funkcie tazké.

Obr. 17.4: Predstavme si, Ze rovina zy znazorniuje vietky funkcie, pricom body,
ktoré su blizko si podobné funkcie, tzn. na vela vstupoch dévaji rovnaky
vysledok. Predstavme si, Ze vyska znazoriiuje zlozitost (velkost najmensieho
obvodu, ktory funkciu poécita).

— velkost najmensicho obvodu, ktory pocita dant funkciu. Tazkd funkcia mé
vysoki hodnotu, velmi tazks mé vysoké hodnoty vade vo vzdialenosti do 0.01.

Have (f) = max{H.s(9) | A(f,9) < 4}

Pod'me sa teraz pustit do konstrukcie dobrého pseudondhodného generétora.
Predpokladajme, Ze existuje pekelne tazka funkcia.

Rozcviéka 1:  Ako rozevicku skidsme najskor vytvorif PNG, ktory vstup prediii
o 1 bit.

To je trividlne, staéf zobrat G(z) = z f(z). Zjavne z sti ndhodné bity, ktoré sa
nedaji predpovedat vobec a ani f(z) sa neda lahko predpovedat zo 2. Dokaz:
Predpoveda¢ posledného bitu P je (maly) obvod, ktory aproximuje f(z) na
aspon 1/2+1/10m vstupoch, ale ziadny (maly’) obvod C' nedokaze aproximovat
f na viac ako 1/2 + 1/S, pretoZe f je pekelne fazkd funkcia:

JP,|P| < 2m? : l?()rl}e[P(z) = f(2)] >1/24+1/10m (predpovedac)
zer0,

Ve, || < S ]?r }Z[C’(z) =f(z)] < % +1/8 (pekelne tazkd funkcia)
z€,{0,1

a to je spor uz pre S(¢) > 2m3 = 2(¢ + 1)3.

Rozcvi€ka 2: Skisme vytvorit PNG, ktory predlzuje o 2 bity.

Jednoducho rozdelime vstupny retazec z na dve polovice z1, 2o a definujme
G(z) = 21 f(21) 22 f(22). Zrejme 21, 23 sa nedd predpovedat a f(z1) zdovodnime
rovnako, ako vyssie. Ale ¢o f(z2)? Nemohla by ndm vedomost f(z1) pomoct pri
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predpovedani f(z2)? VSeobecnejsie: ak by sme z rozdelili na k casti a definovali
G(2) = 21 f(21) 22 f(22) - -+ 2k f(2k), mohla by ndm vedomost hodnét f na k—1
néhodnych vstupoch pomoct pri predpovedani f(zx)?

Odpoved je NIE. Pri dokaze pouZijeme priemerovaci argument: ak je prie-
mer sady Cisel vacsi ako ¢, potom nejaké konkrétne ¢islo z tejto sady musi
byt viicsie ako t. V naSom pripade budeme pouzivat nasledovnd formu: ak
Proc,xyenv[Ezyl > t, co chdpeme ako priemer cez vsetky z, tak existuje
konkrétne x € X, pre ktoré je Pryc,v[Ey ] > t.

Ak by existoval predpovedac¢ P taky, ze

1 1
P P = 4
s msenfoyall 111 2) = [z > 5 4 o
potom existuje aspon jedno konkrétne z; také, ze
1 1
3 0,1}¥2. p P - Sy
a0 ylPa e ) = 1) > 5 + g,

Toto z1 spolu s hodnotou f(z1) mozeme ,zadratovat“ do obvodu P a dostaneme
zhruba rovnako velky obvod P’

P'(z) = P(z1 f(=1) 2),
~——
zadrdtovand konstanta
ktory poéita funkciu f na velkej ¢asti vstupov:
1 1

Pr  [P(z) = >S4,
xeR{O,rl}f/Q[ (@) = f(2)] > 5+ 35~

¢o je spor s tym, 7ze f je pekelne tazka (uz pre S(¢/2) > 2(¢ + 2)3).

Problém je, Ze takymto pristupom, Ze seed rozdelime na niekolko disjunktnych
casti, ktoré vopchame do f sa nedostaneme cez prediienie 2¢. Prirodzeny dalsi
napad je pouzif podpostupnosti z, pricom niektoré bity pouZijeme do via-
cerych vstupov. Ak I = {i1,...,ix} je podmnozina {1,2,...,¢}, ozna¢me z; =
Z{i1,in} = Ziy * " Zip- YO vSeobecnosti pre sadu takychto podmnozin definujeme
generator nasledovne:

Definicia 17.6 (Nisan-Wigdersonov generator). Nech f : {0,1}* — {0,1}
aZ ={I,...,In} je sada k-prokovych podmnozin {1,...,L}. Potom definujeme
Nisan- Wigdersonov generdtor ako funkciu NWIf :{0,1}* — {0,1}™,

NW{ (=) = f(z1,) f (1) -+ f(z1,),
kde z; je podretazec z s indexmi z I. Pozri priklad na obrdzku 17.5b.

Samozrejme, ak maji dve podmnoziny I;, I; velky prienik, znalost hodnoty
f(z1,) by mohla poméct predpovedat hodnotu f(z7,). My si ukdzeme, Ze

1. existuji velmi velké sady mno#in s malymi prienikmi a
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1 2 3456 7 1. 2 3 4 5 6 7
K seedz | | [ [ [ [ ]]
%
* * %
* % k%
* ok % %
* * vygenerovana
* * * postupnost:  f(zr,) f(21,) f(z1,) f(2n,) f(215) f(215) f(21,)
(a) (b)

Obr. 17.5: Priklad Nisan-Wigdersonovho generdtora pre sadu mnozin Z =
{{2,3,6,7},{1,3,5,7},{1,2,5,6},{4,5,6,7},{2,3,4,5},{1,3,4,6},{1,2,4,7}}
zobrazend vlavo: kazdy riadok predstavuje jednu mnozinu velkosti 4; kazdé
dva riadky maji 2 spoloéné prvky (je to (7,4,2)-dizajn). Samozrejme, tento
konkrétny generitor je nani¢, pretoze vobec nepredlzuje — na dobry PNG
potrebujeme exponencidlne velkid sadu mnozin.

2. f(z1;) sa neda lahko predpovedat ani z vela hodnét f(z7,), ak maju
mnoziny I; maly prienik s I;.

Prvy bod je doménou matematickej oblasti kombinatorickych struktir:

Definicia 17.7 (Kombinatoricky dizajn). Sadu mnozin T = {I1,...,In}
voldme (¢, k,d)-dizajn pre £ > k > d, ak

o vSetky mnoZiny I; si podmnoziny {1,2,...,¢},
e vsetky mnoziny maji velkost |I;| =k,
e kazdé dve mnoZiny maji prienik velkosti |I; N I;| < d (Vi # j).

(Presnejsie ide o tzv. packing design — v klasickej definicii dizajnu, v slovenskej
literatire tiez (¢, k, d)-konfigurdcie, maji prieniky velkost presne |I; N I;| = d.)

Priklad malého pakovacieho dizajnu je na obrazku 17.6.

Ak trochu predbehneme, z dékazov vyplynu rozne obmedzenia na volbu
parametrov. My budeme chciet konkrétne pre funkciu s Hayg(fx) > 27 dizajn
s parametrami

e m — exponencidlny poéet mnozin 2%/10 = 220 _ toto zodpoveda dizke
vygenerovanej postupnosti,

e ¢ —seed dlzky ¢ -logm, kde ¢ = (20/7)2,
e k — velkost mnozin /¢ - logm — toto bude dizka vstupu pre fy,

e d — velkost prieniku 10 - logm
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Obr. 17.6: (24, 8, 4)-dizajn: 759 stipcov, kazdy stipec predstavuje jednu mnozinu
velkosti 8; dve mnoZiny majui prienik velkosti < 4. Mimochodom, autor ho nagiel
jednoduchym greedy algoritmom, nasledne zistil, ze ide o zndmy Steinerovsky
systém S(5,8,24), zndmy aj ako Wittov dizajn (kazdd 5-prvkovd mnozina sa
vyskytuje prave v jednom stfpci; 759 x (g) = (254)) a mnoziny, ¢itané ako vek-
tory Z3* st prave vektory vahy 8 z tzv. Golayovho kédu. V tedrii kédovania
nés tiez zaujimaji sady vektorov, ktoré si d'aleko od seba (pri Hammingove;
vzdialenosti), pretoze ak posleme spravu zlozent z takychto vektorov, vieme ju
zrekonstruovat aj v pripade, Ze sa po€as prenosu zopar bitov preklopi. Pakovacie
dizajny s presne kédy s konstantnou vahou a vzdialenostou 2d.

Seed logaritmickej dfzky potrebujeme, ak chceme derandomizovat v polynomisl-
nom c¢ase. Pri konstrukcii dizajnu zase budeme potrebovat, aby ¢ > 10k?/d a
d bolo asponi 10logm. Z toho vyplyva, ze k < /c-log m. Pri dokaze kvality PNG
budeme potrebovat, aby 2d < «k; z toho plynie volba konstanty ¢ = (20/7)2.

Mimochodom, konstanty ktoré takto vznikni budi astronomické a absolitne
nepraktické. Ak napriklad predpokladdme, ze existuje funkcia f € E s v =
0.1, tak £ = 200logm a ¢ = 40000logm. Deterministicky algoritmus potom
skisa vietkych 2¢ = m*°990 moznosti. Doron a spol. (2019) dokézali, 7ze zo
silnejsich predpokladov sa daji pravdepodobnostné algoritmy beziace v case t
derandomizovat v case t2+O().

Lema 17.2 (Nisan a Wigderson (1994)). Nech T je (¢, k,d)-dizajn velkosti
m s parametrami vyisie a f : {0,1}* — {0,1} je pekelne tazkd funkcia. Potom
NW je 220_PNG.

Dokaz vyuziva podobni myslienku ako rozcvicka 2: ak existuje predpovedac
P pre i-ty bit, vSetky bity seedu mimo I; zafixujeme a zadratujeme do P.
Ukézeme, Ze zvysok sa d4 dopocitat nie prili§ velkym obvodom, ¢o bude spor s
tvrdenim, e f je pekelne fazka.

B Doékaz. Kvoli sporu predpokladajme, Ze existuje predpoveda¢ P velkosti
2m? = 234/10+1 teda 7z definicie:

P PG £ ) = Fe)] 2 S+ o

Oznacme f; funkciu, ktord si vytiahne tie spravne bity (z mnoziny I;) a na tie
aplikuje funkciu f, teda f;(z) = f(zr,):

1

Pr [P(fi(2),..., fi-1(2)) = fi(2)] = 10 2d/10°

1
5+
2€r{0,1}¢ 2

Otédzka znie: pomdZze ndm pri vypocte f na bitoch z I; vediet hodnoty f na
vstupoch Iy, ..., I;_1 (pozri obr. 17.7)?



17.3. Ako vyrobit pseudondhodnij generdtor 243

1 2 3 4 5 6 7
e TR

dizky ¢

n podmnozin velkosti k

vstupy sa prekryvaji
f(zn,) f(zr,) f(215) f(21,)  mna < d poziciach

V4

¢

predpoveda i-ty bit, t.j.,
f(sedych bitov) = f(z2232425)

Obr. 17.7: Predpovedac P, ktory predpoveda f(zr,) z hodnot f(zr,) pre j < .
(Pouzili sme generator s dizajnom z obr. 17.5b.)

Mnoziny Iy, ...,I; su vSetky rozne, ale maji neprazdny prienik. Oznac¢me
teda x = zj, bity v I; a 2* tie zvysné:

1 1
Pr P(fi(x,z"),..., fici(z,2") = f()] > = + ———.
IGR{OJ}"JZ*GR{OJ}Z*"'[ (il ) fimal ) =1@)]= 2 10-24/10
Opiit, podla priemerovacieho argumentu existuje konkrétne z*, pri ktorom je
pravdepodobnost rovnaks alebo viésia. Tieto bity vieme zadratovat do funkeif
[; (oznaéme takiito funkeiu f7):

1 1

[P(fT(2), s fina (@) = f(2)] = 5 +

zeﬁ{o 1}k 2 ' 10.24/10°

Ostéva uvedomit si, ze kazdé dve mnoziny v dizajne maji prienik velkosti
< d a teda funkcie f} v skutocnosti zdvisia iba od < d bitov vstupu(!) (pozri
obr. 17.8).

Ale kazdu funkciu d bitov vieme trividlne vypocitat obvodom g; velkosti
2%t1. Nahradme teda funkcie f; obvodmi g; — dostaneme tak obvod

2z P(g1(2),...,9i-1(2))

velkosti m - 24+1 4 23:4/1041 — 9lL4d+2 " 5 je menej ako 227 < 27%. Ak by
teda existoval predpovedag, vedeli by sme pomocou neho vytvorit takyto obvod,
ktory pocita f na viac ako % + ﬁ > % + % vstupoch. O

Zovseobecnenie lemy 17.2. AkZ je (£, k, d)-dizajn velkosti 2410 o f : {0,1}* —
{0,1} je pekelne tazkd (Havg(f) > 224 = 27%), tak distribicia NWif(Ug) je
Have (f)/10-pseudondhodnad.
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2 3 4 5

z Dj:l:‘ zafixujeme zvysné bity

m\ tieto funkcie zdvisia
* *

f1 fr iba od < d bitov
3 4 takze sa daju vypocitat

fi f3
\\ // obvodmi velkosti < 29+1

P

v

predpoveda f(z)

Obr. 17.8: Zafixujeme ostatné bity seedu a funkcie f7 vypocitame trividlnym

obvodom velkosti O(2%); spolu s predpovedacom P tak dostaneme obvod, ktory
poéita f na dostatoéne velkej ¢asti vstupov, ¢o je spor s pekelnou tazkostou f.

17.4 Sady mnozin s malymi prienikmi

Zacnime s ,hrackarskym“ prikladom, s ktorym ste sa mozno uz stretli: v hre
Dobble (zndmej tiez pod menom Spot It!) mame sadu kariet; na kazdej je 8
roznych obrazkov. Co je vsak zaujimavé: kazda dvojica kariet mé prave jeden
spolo¢ny obrézok (pozri obr. 17.9).

Na obr. 17.9b je vysvetlena konstrukcia takejto sady kariet: ak nase mnoziny
budi priamky (v nejakom kone¢nom poli F,,), tak kazdé dve priamky sa pretnd
najviac v jednom bode. Mnozin (priamok) je rdédovo p? a bodov tiez. Ak chceme
viac mnozin, potrebujeme povolif viésie prieniky. Tato konstrukcia sa vsak da
zovieobecnit, ak vyuZijeme polynémy malého stupia: polynémy stupiia d sa
pretinaji najviac v d bodoch a je ich rddovo p®tt.

Lema 17.3. Pre kazdé k —1>d >0 a { > 2k? existuje ({, k,d)-dizajn velkosti
aspori (£/2k)4+1,

B Do6kaz. Nech p je prvoéislo medzi £/2k a ¢/k a zvolme nejaki k-prvkovi
podmnozinu X C F,. Body budd X x F, a mnoziny budid grafy polynémov
stupia d, teda mnoziny tvaru {(z,p(z)) | € X}. Polyném stupnia d ma naj-
viac d korenov a teda dva rézne polynémy stupna d sa pretinajui najviac v d
bodoch (prieseéniky si korene ich rozdielu). Pocet takychto mnozin je rovny
poétu polynémov, pd*t > (¢£/2k)4+1. O

Konkrétne pre

o [ =2k%=2c%log’m,
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Grid items Example cards

(a) Hra Dobble. Na kazdej karticke je  (b) Konstrukcia: Zoradme si obrazky
8 druhov obrdzkov a kazdé 2 karticky do tabulky 7 x 7 plus 8 &pecidlnych
maji prave jeden spoloény obrdzok. obrazkov — oznacenych 0,1,2,...,6,00.
Napriklad na dvoch hornych je fialovy = Kazda karticka bude ,priamka“ v nasej
vték, na dvoch dolnych kvet, na dvoch  tabulke (mno#ina tvaru {az +b | z € Z7}),
lavych Zlty pes a na dvoch pravych ko-  spolu s obrazkom sklonu priamky (&islo
rytnacka. MoZete skisit néjst spoloéné  a). Napriklad prvé, cervend karticka je
obrazky aj na d'alsich dvojiciach kariet.  horizontdlna priamka so sklonom nula;
druhd, zelend karticka je Sikm& priamka
so sklonom 1, Specidlne stfpce — zvislé
priamky budid mat sklon ,00“. Kazdé dve
priamky s roznym sklonom sa pretinaju
prave v jednom bode a dve priamky s
rovnakym sklonom maji spoloény prave
obrézok pre tento sklon.

Obr. 17.9: (57,8, 1)-dizajn v hre Dobble. Ide o priklad tzv. projektivnej roviny,
kde karty su ,,priamky“ a kazdé dve priamky sa pretinaji prave v jednom bode.
e k=clogm, kde c=20/v a
e d=1logm

dostdvame dizajn velkosti viac ako k¢ > m. (V skutoénosti by stacilo £ =

2
@(légglo;nm)v ¢o je viak stale vela.) Toto este stdle nie si parametre, s ktorymi

by sme boli spokojni: Velkost seedu az log” m znamend, 7ze vietkych seedov
je az 2°g"m — mlogm o gice stacf na BPP C QuasiP, ale nestaéf na dplnt
derandomizéiciu BPP = P.

Existuji dizajny s lepsimi parametrami? Ukazeme, Ze éno:

Lema 17.4. Pre kazdé ¢ > 10k*/d a k > d existuje (¢, k,d)-dizajn velkosti
aspori m = 2419 Navyse existuje algoritmus, ktory pre dané (0, k,d) takgto
dizajn vygeneruje v éase 2000
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(a) Fanova rovina — 7 bodov, 7 pria-  (b) Mini-verzia hry Dobble so 7 kartami. Tu
mok. Kazd4 priamka m4 3 body, kazdé  pouZivame duslny pohlad: karty st body a
dve sa pretinaji v jednom bode a  priamky obrazky; priamka ide cez body—
dudlne cez kazdé dva body vedie prave  karty, ktoré obsahuji dany obréazok.

jedna priamka.

Obr. 17.10: Iny znamy priklad je (7,3,1)-dizajn a.k.a. Fanova rovina. Na obr.
(b) je mini-verzia hry Dobble, ktord jej zodpoveda.

Ingmi slovami, ak chceme dizajn velkosti m, potrebujeme d = 10logm;
zdroveri ak £ = c-logm, tak k < \/clogm.

B Dokaz. Greedy: Za¢neme s prazdnou rodinou a v kazdom d'alSom kroku
prehladdme vsetky k-prvkové podmnoziny [¢] a priddme prvti, ktorej prienik s
kazdou doteraz vybratou mnozinou mé velkost najviac d. Toto je zjavne v 20();
ostava dokézaf, ze ak vyberieme lubovolné mnoziny {I, ..., I,,} pre m < 2410,
vieme vybrat d’algiu.

Vyuzijeme pravdepodobnostny argument: predstavme si, ze vyberieme prvky
I ndhodne tak, Ze kazdy prvok x € [¢] zvolime nezdvisle s pravdepodobnostou
2k /L. Takto bude E[|I|] = 2k a E[|I N I;|] = 2k%/¢ < d/5. Z Cernofovej ne-
rovnosti potom vyplyva, ze Pr[|I| < k] < 0.1 (dokonca exponencidlne mald) a
Pr[|INI;| > d] < 1/2%/10F1 Kedze vybratych mnozin je < 24/19 pravdepodob-
nost, ze pre aspon jednu bude prienik prilis velky je najviac 2%/10-krat tolko,
cize < 1.

Dokopy je pravdepodobnost, Ze I nevyhovuje najviac 0.6 a teda menej ako
1. Inymi slovami, je nenulova pravdepodobnost, ze I je dostatoéne velks a ma
maly prienik s kazdou doteraz vybratou mnozinou — a teda takd mnozina musi
existovaf. O

Spojenim lemy 17.2 a 17.4 dostavame kyzeny vysledok:

Veta 17.2 (Nisan a Wigderson (1994)). Ak existuje pekelne tazkd funkcia
v E, tak BPP = P.

Vseobecnejsie, ak existuje funkcia f € E takd, ze Havwg(f)(k) > S(k), tak
existuje S’(¢)-pseudondhodny generétor, kde S’(¢) je ,o Cosi menej ako S(£)“.
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Konstrukcie PNG sa postupne zlepSovali a s nimi vztah medzi fazkostou f a
predizenim §’(¢). Konkrétne povodny Nisan-Wigdersonov vysledok bol §’(¢) >
S(k)® pre k > 6+/€log S(k) po sérii vylepseni Umans (2003) dosiahol S’(¢) =
S(6¢)° pre nejaki konstantu § > 0.

Veta 17.3 (Umans (2003)). Ak existuje funkcia f € E takd, Ze Ze Havg (f) (k) >
S(k) pre kazdé k, tak existuje S(5¢)°-pseudondhodnij generdtor pre nejaki kons-
tantu § > 0.

Dosledok 17.2. Ak existuje f € E takd, Ze

o Have(f) =290 tak BPP = P,
o Hae(f) =2, tak BPP C QuasiP,

o Have(f) =W tak BPP C SUBEXP.

Ulohy

e Dokézte, 7ze pre kazdé dostatocne velké n existuje funkcia f : {0,1}" —
{0,1} s HY%8 (f) > 27/10 (t.j. ak ju chceme vypocitat spravne aspoil na

avg

60%, potrebujeme obvod velkosti 2*/10).

e V tejto kapitole sme ukazali, Ze ak existuju tazké funkcie, vieme z nich
vytvorit dobry pseudondhodny generator. Ukazte, ze to plati aj naopak —
ak existuje dobry PNG, tak E obsahuje tazké funkcie. Presnejsie, dokazte,
ze ak existuje S(¢)-PNG, tak existuje f € E takd, ze Hyys(f)(n) > S(n).
(Hint: Pre PNG G so seedom dIZky ¢ vezmime len prvych ¢ 4+ 1 bitov;
zistit, & takyto refazec G vygeneruje je tazké; formalne: pre |z| = £+ 1
nech f(z) =1, ak 32 € {0,1}" : x je prefix G(z).)
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Kapitola 18

Velmi tazké funkcie z
tazkych

V predchédzajiicej kapitole sme si ukazali, ako z velmi tazkyjch (potrebujeme
exponencidlny obvod, ak ju chceme spocitat na 99%) dokdzeme vyrobit pekelne
fazké funkcie (potrebujeme exponencidlny obvod, ak ju chceme spocitat ¢o i
len na 3 + + vstupoch). V tejto kapitole si ukdzeme, ako vyrobit velmi fazké
funkcie z fazkych v najhorsom pripade, teda takych, ktoré je fazké spocitat
iplne presne, na 100%.

Tym zakonéime nagu dlhua put, ktora dokazuje, ze ak existuju tazké funkcie,
potom existuju velmi fazké aj pekelne tazké funkcie, z nich vieme spravit dobry
pseudonahodny generdtor a derandomizovat BPP.

Veta 18.1 (Velmi tazké funkcie z tazkych v najhorsom pripade). Ak E
obsahuje tazki funkciu v najhorsom pripade, tak obsahuje aj vAel’mi tazki funkciu.
Presnejsie, ak f € E a Hys(f)(n) > S(n), tak existuje f € E a ¢ > 0 také,

Ze Hg'vggg(f)(n) > S(n/c)/n¢ pre vsetky (aZ na konecéne vela) n. Vimnite si,

Ze ak S(n) je exponencidlna alebo superpolynomidlna, tak aj S(n/c)/nc rastie
exponencidlne, respektive superpolynomidlne.

B Do6kaz. Mame funkciu f a chceme f takl, ze
e ak f je fazkd v najhorsom pripade,
e tak f je velmi tazké.
Inymi slovami:
e keby sa f dala vypoéitat na 99% vstupov
e tak by sa f dala spocitaf viade (nie o moc vA&sim obvodom)

Nepripomina vam to nie¢o?

249
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Samoopravné kédy (pozri obrdzok 18.1)! Pri samoopravnych kédoch cheeme
x zakédovaf na refazec 2 tak, Ze

e ak nam niekto posle Z a pri prenose mozno vzniklo najviac 1% chyb,

e tak vieme zrekonstruovat povodné x tiplne presne.

f:{0,1}™ — {0,1} dana

) . k -
retazec v € {01} ako retazec {0,1}2

i @
alg. po&itajuici g
~ f s chybami

‘ zakédované E(x) ‘ ‘ f=E(f) ‘ \j—/'

< A 7 alg. pocitajuci g IOké'ln/y

H | | | zasumené E(x) | | ‘ ~ f s chybami dekodér
@)
(a) (b) (c)

Obr. 18.1: (a) Samoopravné kédy (SOK) st sposob, akym vieme zakédovaf
spravu = tak, aby sme ju vedeli rekonstruovat aj v pripade, e sa pri prenose
vyskytni chyby. (b) Funkciu f : {0,1}" — {0,1} moézeme reprezentovat jej
tabulkou hodnét, ¢o je refazec dlzky 2. Tento refazec zakédujeme SOK a
vysledok interpretujeme ako funkciu f (na vi¢som vstupe). Vdaka samooprav-
nej vlastnosti kéddov vieme rekonstruovat hodnoty f, aj ked méme iba algorit-
mus, ktory pocita f priblizne, s chybami. (¢) Na rozdiel od tradi¢nych SOK, kde
sa dekéduje celd sprava x naraz, budeme potrebovat tzv. lokalne dekédovatelné
kédy, kde vieme efektivne dekédovat jednotlivé bity spravy. Lokéalny dekodér
je algoritmus, ktory dostane g ako ¢iernu krabicku; funkciu g vyhodnoti v nie-
kolkych bodoch g(ay),...,g(am) (pre véadsinu bodov bude g(a;) = f(a;), ale
niektoré hodnoty mozu byt chybné) a z nich odvod{ vysledok f(z).

Uvazujme refazec F € {0,1} dizky N = 2" vetkych hodnét funkcie f (x)
pre = € {0,1}". Zakédujme ho samoopravnym kédom E : {0,1}" — {0, 1}Nc.
Refazec I = E(F) zase interpretujeme ako funkciu f : {0,1}¢" — {0,1}.
Tvrdime, 7e ak f bola funkcia fazkd v najhorSom pripade, potom f je velmi
tazka, pretoze ak by sme vedeli poéitat f s < 1% chyb, tak by sme pomo-
cou dekédovacieho algoritmu dokézali chyby opravit a poéitat funkciu f dplne
presne.

Jediny podstatny rozdiel pri dekédovani je ten, ze ,klasické“ dekddovacie
algoritmy naéitaju cely zaSumeny retazec & a opravia v iom chyby. My vsak
chceme dokézat, Ze ak existuje nejaka funkcia g, ktord m4 maly obvod a poéita f
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01101010
10111100
10110111 A T O Dy ©as =0
11001100 T PrsdarsDreg=0
11101110
00101011 To BT3P T Dar=0
11010100
10110100

(a) Obdlznikovy (8%,7%)-kéd: bity v (b) Hammingov (7,4)-kéd: K pévodnej
poslednom riadku a stipci sme doplnili ~ sprdve zizoxszs priddme 3 bity tak,
tak, aby bol v kazdom riadku aj stipci  aby bol v kazdom kruhu pdrny stdet.
pérny pocet jednotiek. Takto vieme Takyto kéd dokdze opravit jednu chybu.

lahko néjst a opravif jednu chybu — Napriklad, ak parita nesedi v hornych
v priklade na obr. je chybny bit v 2.  dvoch kruhoch, ale v dolnom sedf, mus{ byt
riadku a 5. stlpci (nesedi parita). chybny z;.

Obr. 18.2: Dva jednoduché kédy, ktoré dokdzu opravit jednu chybu.

na 99%, tak aj f ma nie o moc vi&si obvod. A na to si nemdzeme dovolit naéitat
cely refazec G, ktory je exponencidlne dlhy a na nom este spustat polynomislne
algoritmy. Idedlne by bolo, keby sme kazdy jeden bit = vedeli zrekonstruovat iba
z malého poctu bitov &. Takyto dekodér volame lokélny (pozri obrdzok 18.1c).

Ked si to teda zhrnieme, potrebujeme efektivny samoopravny kéd s lokdlnym
dekodérom, ktory

e vie opravit 1% chyb,
e kédovanie je v ¢ase poly(N),
e dekddovanie je v ¢ase polylog(N) = poly(n).

Takyto kéd postupne zostrojime vo zvysku kapitoly.

Ak f € E, potom g je tiez v E (2"xvypocet f trvd 27 .20 = 20(n)
a kédovanie poly(27) = (27)F = 2°0(). Keby existoval obvod velkosti s(n)
pocitajici g na 99% vstupov, tak g + lokdlny dekodér pocita f presne a mé
velkost poly(n) - s(n). O

18.1 Samoopravné kédy

Samoopravny kéd je zobrazenie E : {0,1}* — {0,1}" (alebo vieobecnejsie F :
¥k — ') také, ze ak dostaneme zasument spravu y, ktora je blizko nejakého
kédu E(z), tak povodni spravu z vieme najst. Na to staci, aby sa pre kazdé
dve spravy = # x’ ich kédy E(z), E(2') 1iili na vela poziciach.

Definicia 18.1. Hammingova vzdialenost dvoch rovnako dlhijch refazcov x,y €
X" je pocet pozicit, na ktorych sa lisia:

Az, y) = {i | 2 # yi}l.
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01

00
(a) {0,1}*> je &tvorec,
¢ize 2D kocka. Este
jednoduchsi pripad je 1D
kocka, ¢o su len dva body
spojené hranou: 0—1.
Stvorec ziskame z dvoch
koépii 0—1, v jednej képii
priddme na koniec 0, v
druhej 1 a prislichajice

10
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011 111

010 110

001 101

000 100

(b) {0,1}* je kocka.
Predné stena st refazce
koné¢iace nulou, zadnd
stena st retazce konéiace
jednotkou. Kocku
kame 2z dvoch képil
2D kocky pospdjanim
prislichajicich vrcholov.

zis-

0111 1111

0110 1110

0701 1101

0100 1100

0011 1011

0010 1010

0001 1001

0000 1000

(c) {0,1}* je 4D hyper-
kocka. Jej steny tvoria 3D
kocky: Vsimnite si prednid
stenu, ktoru tvoria vset-
ky 3-bitové retazce a na
konci nula a zadnd ste-
nu, ktoru tvoria vsetky 3-
bitové refazce a na konci
jednotka.

vrcholy spojime.

0111 111111
011110 [tte— /[0LL 111011
011010 111010 /_/mm 110111
/_/010110 0101 11401}t
010010 11qo1p 00 101111
00111} 001 1001
10701p 000 100111
000 flogo11
10go10 01] 111101
01[110¢ 011 11100
01 00(/ 111000 01D 11p101
01p101 01 11p00|
01p000 11 00# E 001 101101
00110} 001 10100
00100) To100] 000 100101
Jo00| /V 100001
100000 100000

(d) {o, 1}6 je 6D hyperkocka. Na lavej strane vidime retazce konéiace
nulou, vpravo retazce konéiace jednotkou, respektive, vidime, ako sa
6D kocka sklad4 zo styroch 4D kociek: vlavo dolu si retazce konciace
00, vpravo dolu koné&iace 01, vlavo hore 10 a vpravo hore 11. Na
obrazku je tiez vyznacéeny bod 000000 vlavo dolu a vetky body vo
vzdialenosti < 2 od neho, takejto mnozine véésinou hovorime gula so
stredom v 000000 a polomerom 2.

Obr. 18.3: Metricky priestor {0,1}" si mézeme predstavit tak, Ze pospajame
vrcholy lisiace sa v jednom bite. Dostaneme tak n-rozmernu hyperkocku, pricom
Hammingova vzdialenost dvoch retazcov sa rovnd vzdialenosti (po¢tu hrén)
medzi dvoma vrcholmi.
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Relativna Hammingova vzdialenost je §(x,y) = A(x,y)/n.

Definicia 18.2. Hovorime, Ze E : ¥ — ¥™ je samoopravny kéd (SOK) so
vzdialenostou d € [0,1] nad abecedou ¥, ak Vx # vy : 6(E(x), E(y)) > d.

Na obrazku 18.2 si dva priklady velmi jednoduchych kédov, ktoré dokazu
opravovaf jednu chybu. My budeme potrebovat opravovat ovela viac. Postupne
si ukazeme tri lepsie samoopravné kédy. Vysledny kod dostaneme ich kom-
binéciou.

Hadamardov kod

Variant Hadamardovho kédu pouzivala napriklad americkd sonda Mariner 9
vysland na obeznu drahu Marsu. Fotografie Marsu v kvalite 6 bitov na pixel
(64 odtienov Sedej) kédovala 32 bitmi na pixel a posielala ich na Zem. Vdaka
tomuto kédu sa dalo opravit az 7 chybnych bitov v kazdom pixeli.

Definicia 18.3 (Hadamardov kéd). Hadamardov kéd H : {0,1}" — {0,1}>"
je SOK definovany H(z); = (x,i) = >_, x;i;.

Napriklad vektor 101 sa zakéduje na 01011010.

pozicia hodnota

000 0
001 1
010 0
011 1
100 1
101 0
110 1
111 0

Veta 18.2. Hadamardov kéd md vzdialenost 1/2 a emistuje lokdlny dekodér
opravugici < 1/4 chgb v éase O(n).

B Doékaz. Vsimnite si, ze Hadamardov kéd je linedarny (H(zx & y) = H(z) &
H(y)) a teda rozdiel

min 6(H (), H(y)) = min 3(H(z — 5). H(0)) = min (H(2),0)
vzdy vieme posunit do nuly a vzdialenost dvoch najblizsich vektorov je taka
ist4 ako najmensia vdha nenulového vektoru. Staci teda dokézat, ze kéd kazdého
nenulového vektoru mé polovicu jednotiek, o je zrejmé, vid priklad vyssie:
vektor 101 m4 prvy bit jednotku a teda pozicie zaéinajtice sa na 1 budd mat
opa¢nu hodnotu ako tie zac¢inajice sa na 0, takze nul a jednotiek bude rovnako.
Predstavme si teraz, ze mame 01011010 a chceme dekédovaf prvy bit vstupu.
Mbézeme pouzit rovnaky arguement ako vysSie: ak sa pozrieme na pozicie 0%
vs. zodpovedajuce pozicie 1**, vidime, ze hodnota na vystupe sa lisi, takze prvy
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bit musel byt 1. Naopak ak sa pozrieme na pozicie *0* a zodpovedajiice pozicie
*1*, zistime, Ze zmena iba v druhom bite neméa vplyv na vystup, preto druhy
bit musel byt 0.

Vo véeobecnosti, ak chceme dekédovat j-ty bit, nech e/ je vektor, ktory
ma jednotku iba na j-tej pozicii, zvySok st nuly. Zvolime si ndhodny vektor vy,
pozrieme sa na poziciu y a y@®e’ a tieto bity zoxorujeme. Ak f je nejaky retazec
dizky 2" (predstavme si ho ako funkciu f : {0,1}" — {0,1}) a predpokladajme,
ze existuje x také, ze vzdialenost f a H(x) je najviac p < 1/4, tzn. Pr,[f(y) #
(x,y)] < p. Potom hodnota f(y) je zle s pravdepodobnostou p, f(y + €’) je zle
s pravdepodobnostou p, takZze obe st spravne s pravdepodobnostou 1 — 2p a
vtedy £(y)® Fy®ed) = ((z,5)) & ({2, (y+¢))) = 2((z,9)) & ((z, ¢4)) = (z, €).
Teda s pravdepodobnostou 1 — 2p > 1/2 dame sprdvny vysledok. Pre vi¢siu
uspesnost mozeme zvolit viacero y a zvolif vicsinovi odpoved. O

Vzdialenost je super. Este raz: kédy kazdych dvoch réznych sprav sa lisia az
v polovici bitov. Jedind nevyhoda je, ze vstup sa az prili§ nafikne.

Reed-Solomonov kaod

Reed-Solomonov kéd je velmi prakticky kéd, ktory sa v vyuziva pri kédovani
udajov na CDé¢kach, DVDékach, Blu-ray diskoch, ¢i pri ukladani na disk (schéma
RAID 6), kéduje sa nim obsah QR kdédov, atd. Tento kéd pouzivali aj vesmirne
misie ako Voyager, Galileo, Cassini, Mars Pathfinder a iné.

RS kéd vyuziva véicsiu abecedu. Jednotlivé symboly interpretujeme ako prvky
pola F, (pre jednoduchost si mozete predstavit, ze ¢ je prvocislo, potom F, =
(Zg,+,-), teda celé ¢isla mod ¢). Zékladnd myslienka je, ze pévodnud spravu
deky d interpretujeme ako d bodov, ktoré jednoznac¢ne urcuju nejaky polyném
p stupna d — 1 (pozri obrdzok 18.4). Spravu zakédujeme tak, ze k nej priddme
d’alsie body, ktoré lezia na tomto polynéme. Uk4Zeme si, Ze ak mame napriklad
2d + 1 bodov a z toho menej ako 1/4 je chybnych, stdle dokdzeme polyném
stupna d zrekongtruovat.

Definicia 18.4 (Reed-Solomonov kéd). Nech F, je pole, d < n < ¢ a nech
ao, - .., an—1 jen prokov pola Fy. Sprdavucy . .. cq—1 interpretujme ako koeficienty

polynomomau
p(z) = Z cix'.
i

Reed-Solomonov kdéd RS : Fg — Fy je zobrazenie

co-.-Cd—1 > plag)...plan—1).

Reed-Solomonov kéd je tiez linearny, mé vzdialenost 1 —d/n (dva polynémy
d-teho stupiia, ktoré sa zhoduji v d + 1 bodoch sa zhoduju).

Veta 18.3 (Gemmell a Sudan (1992)). Dany je zoznam dvojic (a1,b1), ..., (an,by)
z Fg, pricom existuje polynom p : Fg — F, stupria d, pre ktory p(a;) = b; pre

t > n/2+d/2 dvojic. Existuje algoritmus, ktory dokdzZe p zrekonstruovat v po-
lynomidlnom case.
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Obr. 18.4: Reed-Solomonov (9,4)-kéd. Styri body (alebo styri koeficienty) jed-
noznaéne $pecifikuji kubicky polyném. Zakédovand sprava bude pozostdvat z
9-tich bodov, ktoré lezia na tomto polynéme. Takyto kéd dokéze opravit 3 chyby.
(Na obrazku je pre ilustrdciu polyném nad R — polynémy nad koneénymi polami
F, vyzeraji, samozrejme, trochu inak, ale funguji rovnako.)

B Dokaz. Rovnica p(a;) = b; pre k = n—t = |n/2 — d/2] bodov nie je
splnend, ale nevieme, pre ktoré. Predstavme si, ze mdme polyném e, tzv. chy-
bovy polyném, v ktorom st zakédované tieto miesta tak, ze ak p(a;) # b;, tak
e(a;) = 0. Ak vsetky rovnice prendsobime e(a;), dostaneme

e(a;)p(a;) = e(a;)b;, (*)

tieto rovnice vSak uz platia pre vsetky ¢ — tam, kde e(a;) = 0, sa p(a;) a b; mdzu
1i5it a aj tak dostaneme 0 = 0, ale vo zvysnych bodoch, kde e(a;) # 0, mdzeme
e(a;) z oboch stran vykratit a plati p(a;) = b;.

Ulohu teda mézeme preformulovat nasledovne: hladdme polyném p stupiia d
a nenulovy polyném e stupna najviac k také, ze e(a;)p(a;) = e(a;)b; pre vietky
i. Nenulovy polyném stupiia k¥ md najviac k nidl a teda p(a;) = b; pre aspon ¢
dvojic.

Dostédvame tak n rovnic, kde a;, b; pozname a koeficienty e a p si nezndme.
Problém je, Ze tieto rovnice nie st linedrne. Avsak stiéin e-p = ¢ je opit polyném
(stuptia k +d = |n/2 + d/2]) a namiesto (*) mozeme hladat riesenie rovnic

q(a;) = e(a;)b;.

Polyném p potom ziskame ako q/e. Ked'Ze e je nenulovy polyném, mozeme zafi-
xovat jeho vedici koeficient e;, rovny jednej. Ak oznaéime nezndme koeficienty
chybového polynému eg,...,ex—1 a qo, . .., qr+q koeficienty si¢inu ¢ = e - p, po
lprave dostaneme

Qo+ q1ai+qa? -+ qryaai T = eobi+eraib;+esalbi+ - ep_1at b +akb;,

¢o je m linedrnych rovnic o < n nezndmych. (Ak e, q aj €/, ¢’ st riesenia, potom
e/q = €'/q’: totiz ak q(a;) = e(ai)b; a ¢'(a;) = €'(a;)bi, tak g(a;)e’(a;)bi =
q'(a;)e(a;)b; a po vykréatent b; (platf aj pre b; = 0, pretoze vtedy q(a;) = ¢'(a;) =
0) g(a;)e’'(a;) = ¢'(a;)e(a;). Avsak ge’ aj ¢'e si polynémy stupna 2k + d, ktoré
sa zhoduji v n > 2k + d bodoch, takze ge’ = ¢’e a teda q/e = ¢'/€’.)
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(a) V dvoch rozmeroch 10 bodov (b) Pri dekédovani bodu si vybe-
(koeficientov) na vstupe S$pecifikuje rieme ndhodnud priamku, ktord cez
kubicky polyném dvoch premennych neho prechddza. Ak zdizime funkciu na
p(z,y) = >, <3 cijx'y’. Zakédovand, dani priamku, dostaneme polyném len
sprava pozostava z viacerych bodov, jednej premennej a tloha sa ndm redu-
ktoré lezia na p(z,y). kuje na dekédovanie RS kédu.

Obr. 18.5: Reed-Mullerov kéd s dvoma premennymi (m = 2). (Na obrdzku je
pre ilustrdciu polyném nad R — polynémy nad kone¢nymi polami F, vyzeraju,
samozrejme, trochu inak, ale funguji rovnako.)

Nevyhoda pre nés je, ze nemé lokalny dekodér.
Ten ma az zovSeobecnenie kédu na polynémy vyssieho stupina:

Reed-Mullerov kéd
Definicia 18.5 (Reed-Mullerov kéd). Nech F, je pole, d < q. Reed-Mullerov

m+d
kod s parametrami g, m,d je funkcia RM : IF((I ) — Fi, ktord sprdvu c inter-

pretuje ako koeficienty polynomu celkového stupria d s m premenngmi nad Fy a

vyhodnoti ho vo vsetkych bodoch Fy*. Tzn. na vstupe dl/z'ky (m;d) st koeficienty

{¢iy.....ir, }» Ktoré interpretujeme ako polyném

i i i
P(xla"'axm) = E Cily---yimm11x22 Ty
i1+ iy, <d

a na vystup ddme postupnost {P(z1,...,zm)} pre vetky x1, ..., Ty € Fy.

Pre m = 1 dostdvame obycajny Reed-Solomonov kéd; naopak pre d =1 a
q = 2 dostavame Hadamardov kaéd.

Veta 18.4. Reed-Mullerov kéd md vzdialenost 1—d/q. Lokdlne vieme dekédovat
spravy, ktoré maji menej ako p < (1 —d/q)/6 chyb.

B Dokaz. Vzdialenost 1 — d/q vyplyva zo Schwartz-Zippelovovej lemy.
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Dekédovanie: Na refazec sa budeme pozerat ako na funkciu f : Fy' — Fy,
pricom predpokladdame, ze f je blizko nejakého polynému p stupna d:

Pr(f(z) # pla)] <

MbZeme si to predstavit tak, Ze f poéita p, ale s chybami a my by sme chceli
algoritmus, ktory vyhodnoti f v niekolkych bodoch a na zdklade nich spoéita
p(zx), pricom opravi chyby.

Nech a,b € F}' st dva body (zaciatok a smer), potom definujeme priamku
¢:F, — F* dani predpisom £, 4(t) = a +tb. Pre t1 # ty € F; st body £45(t1)
a Lqp(t2) distribuované nezédvisle rovnomerne na Fy'. Pre kazdé a a pre kazdé
t € F,—{0} ak b vyberieme ndhodne, tak ¢, ;(¢) je ndhodny bod z Fy. Ozna¢me
fle : Fy = F, ztzenie funkcie f na priamku ¢ dané predpisom fl,(t) = f(£4(¢)).
Ak p je polyném viacerych premennych stupna d a ¢ je priamka, tak ply je
polyném jednej premennej stupna najviac d.

Nech L = ¢, , je ndhodn4 priamka idica cez . Pozrieme si hodnoty f(z+tz)
vo vsetkych bodoch L. Pomocou dekodéru pre Reed-Solomonov kéd zistime
polyném r : F, — F,, ktory sa zhoduje s f|; na najvic¢Som pocte bodov a
odpovieme r(0).

Kedze body £, . pre ndhodné z si distribuované rovnomerne po Fy', oca-
kdvany pocet bodov na L, kde sa f a p lisia je najviac p - q. Z Markovovej
nerovnosti vyplyva, Ze s pravdepodobnostou 2/3 chyb na L nebude viac ako 3x
tolko. Kedze 3 x pg < (1—d/q)q/2 = q/2—d/2, v tom pripade vieme r spravne
dekédovat: r = p|p, a r(0) = p(x). O

Reed-Mullerov kéd je super, jediny problém je, ze (podobne ako RS) pouziva
velki abecedu. V praxi, napriklad pri Reed-Solomonovom kéde moézeme zvolit
q = 256 a prvky kédovaf ako 1 byte. Napriklad pre n = 230 a m = 256
dostdvame RS kéd opravujici 13 chyb (5% bytov / 0.6% bitov).

Vo vieobecnosti mozeme 1 prvok F,, zakédovat pomocou log g bitov. Problém
je, ze takymto sposobom dostaneme dost malii vzdialenost (v prepocte na bity).
Moze sa totiz stat, ze jeden chybny znak z F, bude zodpovedat len jedinému
chybnému bitu z loggq. Takymto spésobom preto nedosiahneme vzdialenost
vicsiu ako 1/logg.

Riesenie? Jednotlivé znaky F, nebudeme kédovat priamo pomocou log g bi-
tov, ale opit pouzijeme samoopravny kéd! Tym padom zmena v jednom znaku
bude zodpovedat vela chybam v bitovej sekvencii. Inymi slovami: ak kédujeme
znaky samoopravnym kédom, muselo by nastat vela chyb (vela zlych bitov) v
jednom znaku, aby sme ho nevedeli dekédovat.

Zlozené kédy

Ak mdme dva samoopravné kédy (s vhodnymi abecedami), mozeme ich zlozit
tak, ze spravu najskor zakédujeme pomocou E; a kazdy znak vysledku (zo X)
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zakédujeme pomocou Fs:
E1 m
E,: {0,1}" = X
By : s 20,1}
ByoBy: {0,130 24 wm 2 g0 1ymk
EsoFy:x v Es(y1): - Ea(Ym), kde y = Eq(x)

AKk3 je vzdialenost takéhoto kédu? Ak 61, o st vzdialenosti Ey, Fs, znamena,
to, ze kazdé dve kédové slova Fq sa liSia aspon v di-tine znakov. Tieto odlisné
znaky st dalej zakédované E, a teda kazdy sa lisi aspoil v do-tine znakov. Kazdé
dve slova zakdédované Fs o Ey sa tym padom liSia na aspon 47 - do-tine pozicii.

Kéd, ktory hladdme, je H o RM (prvky pola F, reprezentujeme bindrne ako
{0,1}189):

. k RM q" log g-¢™
RM: {0,1}* — FZ ~{0,1}
H: {0,1}led H, {0,1}¢
L RM log g-g™ H m+1
HoRM: {0,1}* — {0,1}°¢%9" — {0,1}7

Pouzijeme RM-kéd s parametrami

o ¢=1log° N

e m = log N/loglog N

o d=1log’N
a H-kéd s parametrom n = loggq, t.j. H : {0,1}!°8¢ — {0,1}%, ¢o je H :
{O, 1}510glogN N {0’ 1}10g°N.

Vsimnite si, ze

A . log N/ loglog N .
(logc N)log N/loglog N _ (20 log log N) / — 9¢ log N _ ]\[c7

takze dizka spravy bude (“T™) > (d/m)™ > (logN)™ = N a dlzka kédu
qm+1 — O(N5+E).
Zopakujme si, aky kéd sme hladali:

e vie opravit 1% chyb,

e kédovanie je v ¢ase poly(N),

e dekédovanie je v Gase polylog(N) = poly(n).
A ¢o sme ziskali?

e H m4 vzdialenost 1/2, pri¢om lokdlne vieme dekédovat 1/4, RM s tymito
parametrami m4 vdialenost 1 —log? N / log? N=1-1 /n3, pricom lokalne
vieme dekddovaf asi 1/6 chyb; teda H o RM vie lokdlne opravovaf asi
(1/4) - (1/6) = 1/24 — O(1/n?), teda asi 4% chyb,
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dizka Spravy
dizka kédu
velkost abecedy
vzdialenost
kolko chyb vieme lokdlne opravit

259
H RS RM
noood (S @mn =N
A n qm = N°
2 q=n q = polylog(N)
1/2 1-d/n  1-d/g~l—¢
/4 — 1/6 —d/6g~1/6—¢

Tabulka 18.1: Prehlad parametrov spomenutych kédov. V Reed-Mullerovom
kéde sme dosadili parametre vhodné pre nasu konstrukciu.

e kédovanie je v polynomidlnom ¢ase poly(N),

e dekdédovanie H je v O(n) = O(log q) = polylog(N), dekédovanie RM je v

case poly(g, m,d) = polylog(N).
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Kapitola 19

Pekelne tazké funkcie z
velmi tazkych

Pripometime, Ze velmi fazkd funkcia potrebuje exponencidlne velky obvod, ak
ju checeme spoéitat na 99%, zato pekelne tazkd funkcia potrebuje exponencidlne
velky obvod, ak ked' ju chceme spocitat ¢o ilen na & 4+ < vstupoch.

Znie to az neuveritelne. Existujui vobec pekelne fazké funkcie? Nie je to prilis
silny predpoklad? V tejto kapitole ukdzeme, Ze ak existuji velmi fazké funkcie,
vieme z nich zostrojit este tazsie, dokonca pekelne tazké funkcie.

A dokonca tazki funkciu zostrojime velmi jednoducho: Intuitivne pre kazdy
problém mozu existovat vstupy (instancie), ktoré si jednoduché, ale aj vstupy,
ktoré si fazké (predstavte si napriklad Sudoku — niektoré zadania maji vela
predvyplnenych policok a tie zvyiné vieme doplnit jednoduchymi ivahami, iné
zadania mozu byt tazké a musime skiigat rézne moznosti). To, €o chceme dosia-
hnut, je, aby viésia cast vstupov bola ,fazka“. Majme teda funkciu f a vstup
x. Rozdelme ho na dve polovice x = 122 a uvazujme funkciu

g(@122) = f(21) © f(22).
Ak checeme vypoéitat g(x1xs), musime sprdvne vypoécitat aj x1 aj x2 (alebo obe
nespravne). Opét intuitivne: ak je asponn jeden zo vstupov z; alebo zy tazky,
potom spoéitat f(z1)® f(x2) je tazké. Ak ma f napriklad 1/10 tazkych vstupov,
potom g bude mat 2-1/10 — 1/100 fazkych vstupov (takmer dvakrat viac).
Téato konstrukcia sa dd zovSeobecnit: definujme

(@, .. a) = @f(xi).

Yaova XOR lema hovori, ze
ak f je velmi fazké, tak f€* je pekelne fazks.
Presnejsie:

261
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Lema 19.1 (Yaova XOR lema (Impagliazzo, 1995)). Nech f : {0,1}" —
{0,1}; ak je tazké (treba exponencidlne velky obvod) spocitat funkciu f na 99%,
tak 1000 je fazké spocitat ¢o i len ma 50.01% wvstupov a fEPNY() je fazké
spocitat éo i len na 50 + 1/ exp(n)% wvstupov.

Presnejsie, pre p < 1 a pre ¢ > 2pF je

1/2+4¢( p@k
Haég E(f ) > p0|y(€a 1/”) : Hgvg(f)'
Napriklad pre p = 0.99 a k = 1000 je 2p* < 0.01%.

Dokaz tejto lemy naozaj postupuje podla intuicie vyssie, ze f&* mé ovela
viac ,tfazkych vstupov® ako f. Zastavme sa viak ete pri spojeni ,fazky vstup“,
¢o je nepresné — ziadny jeden konkrétny vstup nie je fazky, pretoze sa dé
Lvypoéitat trividlnym obvodom, ktory méa spravnu odpoved zadratovani. Tazk4
teda moze byt len mnozina dostatoéne vela vstupov. Avsak predstavme si, ze
zoberieme tazky problém a ,,vyhodime® ,lahké“ vstupy. Ak sa obmedzime len
na ostavajice ,tazké“ vstupy .....

Presne toto hovori tzv. hardcore lema, alebo Lema o fazkom jadre.

Hovorfme, Ze S je (0-)velkd mmnozina, ak mé aspoii 62" prvkov. Kazdej
mnozine prirodzene prislicha uniformnd distribticia Ug, kde prvky S maja prav-
depodobnost 1/|S| a ostatné nula. Predstavme si, ze mame k velkych mnozin
S1,...,8, a uvazujme nasledovny postup: najskor si podla nejakej distribtcie
«a vyberieme jednu mnozinu S; a z nej potom vyberieme ndhodny prvok. Dosta-
neme tak distribtciu o;Ug, + @2Us, + - - - + @ Ug, , mix uniformnych distribicif
na velkych mnozindch.

D je 6-distribiicia, ak je mix uniformnych distribiicii na d-velkych mnozinéch.
D je d-distribicia, ak D(x) < 1/§2™ pre kazdé x.

Lema 19.2 (Hardcore lema (Impagliazzo, 1995)). Ak f je velmi fazkd,
tak emistuje mnoZina H velkosti ﬁ2” takd, Ze f je pekelne tazkd na H.

Presnejsie: existuje mnozina H velkosti 62" takd, Ze Fiadny obvod C mensi

ako €2/100n - H1 2 (f) nedokdze spocitat f na viac ako 1/2+ e-tine vstupov z H :

xePRrH[C'(x) = f(z)] <1/2+¢.

Pod'me si obe lemy dokézat.

19.1 Yaova XOR lema

Spit k Yaovej XOR leme:
F @y, ) = @D ).
Pre § >0, ¢ > 2(1 — §)* je

2
1/2+e( Dk € 1-6
Ha\//g E(f ) > 400n, : Havg (f) :
S
(S ——
S/
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B Do6kaz. Uk4zeme si dokaz pre k = 2, zovieobecnenie prenechdme &itatelovi.
Sporom: Nech H je tazké jadro, mmnozina velkosti 2" a G je jej doplnok
G = {0,1}" — H. Predpokladajme, Ze existuje maly obvod C poéitajici f®2
s pravdepodobnostou > 1/2 + ¢. Uk4zeme, Ze z obvodu pre f©? vieme vyrobit
maly obvod pre f na fazkom jadre H.

Pravdepodobnost, 7e C(x) = f®2(x) mozeme rozlozit na Styri moznosti,
podla toho, & x1 a 22 patria do H alebo G a kedze |H| = §2™:

[C(z) = f®%(z)] = Prlzizo € GG]-Pr[C(z) = fP%(2) | 2122 € GG

xe{o,li}?n
[P (x) | 2172 € HG|
[P%(x) | 2122 € GH]
f%%(z) | x120 € HH|

+ Prlzias € HG] - Pr[C(x)
+ Pr[ziz2 € GH] - Pr[C(x)
+ Przizo € HH] - Pr[C(z)

Ak pre podmnozinu D C {0, 1}2" oznaéfme Pp = Pr,e,p[C(x) = f¥?(x)] =
Proef0.132:[C(2) = f¥2(z) | © € D], tito istd rovnost vieme napisat jedno-
duchsie:

Pyo 1y = (1- 5)2 Pg2 +(1 —0)0Pgu +0(1 — 6)Puc + (52PH2
——

<eg/2 <1

Podla nésho predpokladu Pyg132n > 1/2+¢ a (1 — 6%) < £/2 a ak pravde-
podobnost Pgz odhadneme zhora 1 (nech C poéita f mimo jadra ¢o aj so 100%
tispecnostou), dostaneme

1/2+¢/2<(1—6)6Pgy +6(1 —6)Pug + 6° Py
Sucet koeficientov na pravej strane je menej ako 1 a preto z priemerova-

cieho principu vyplyva, Ze aspon jeden Elen Pp musi byt viac ako 1/2 + &/2.
Predpokladajme napriklad, ze Pyg > 1/2 +¢/2, teda

[C(w1,72) = f(21) © f(22)] > 1/2+¢/2.

r
z1€ERH,x2€RG
Opiit, podla priemerovacieho principu musi existovat konkrétne zo také, Ze

oL [Clan, 22) © flaz) = fl1)] > 1/2 +€/2.

D(wl)

Potom ale moZeme zobraf toto jedno konkrétne xo a konkrétnu hodnotu f(x2)
a zadrdtovat ju do C. Dostaneme tak obvod D velkosti S’ (pocitajici x1 +—
C(x1,22) @ f(x2) so zadrdtovanym zo, f(x2)), ktory pocita f na H s pravdepo-
dobnostou > 1/2 +¢/2, ¢o je spor s hardcorovostou H. O
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19.2 Mala odbocka do tedrie hier

Skor ako pustime do dékazu hardcore lemy, spravime mali odbockou do tedrie
hier — budeme ju potrebovat v dokaze.

Vezmime si napriklad hru kamen—papier—noznice, alebo, nech je to zaujimavejsie,
kamen—papier—noznice—ohenn—voda, kde ohen vyhra nad vSetkym okrem vody a
voda prehra so vSetkym okrem ohmna. Na obrazku 19.1 je tidto hra zobrazend
vo forme grafu a matice vyhier. Otézka samozrejme znie, ako médme hrat? Aka
stratégia je optimalna? (Vedeli by ste ju ndjst?)

Kamen

/\ K P N O V
0 -1 +1 -1 41

Papier Noznice K
P +1 0 -1 -1 +1
N -1 +1 0 -1 +1
O +1 41 +1 0 -1
Oheri <—— Voda v -1 -1 -1 +1 0
(a) Graf ,¢o porazi ¢o“ (b) Matica vyhier

Obr. 19.1: Hra kamen—papier—noznice—oheni—voda.

Druhy priklad je hra Morra, ktort hravali uz staroveki Gréci ¢i Rimania.
M4 viacero varidcii a mozu ju hraf aj viaceri hraéi, my vsak budeme uvazovat
nasledovnt verziu: Hraju dvaja hraci, ktori naraz ukazu 1 az 5 prstov na ruke a
zvolaju ¢islo (od 2 do 10). Vyhra ten hré¢, ktory uhddne sicet ukdzanych prstov
na oboch rukéach — tento pocet je zaroven jeho vyhra. Ak ani jeden netrafi, alebo
ak obaja zvolaju rovnaké ¢islo, je remiza.

Napriklad ak Alica ukédze 3 prsty a povie ,,7¢ a Bob ukaze 4 prsty a povie
,6“, Alica vyhrala (lebo 3 +4 = 7) a Bob jej musi zaplatif 7 minci. Takato hra
sa dé reprezentovat maticou M velkosti 25 x 25:

+k aki+j=k#L
Mg o=~ aki+j=L#k
0  inak,

kde index (i, k), (j,¢) znamend, ze Alica ukdzala i prstov a zvolala k a Bob
ukdzal j prstov a zvolal £. Opit rovnakd otdzka: vedeli by ste ndjst optimalnu
stratégiu, ako hrat?

Vo v8eobecnosti majme maticu A a uvazujme nasledovni hru: Alica si zvoli
riadok 7, Bob si zvoli stfpec J a to je celé — koniec hry. Hré sa o peniaze a A;;
je vyhra/prehra z pohladu Alice, t.j., ak A;; je kladné, vyhrala Alica a Bob jej
vyplat{ A;;; naopak, ak je A;; zdporné, vyhral Bob a Alica mu vyplati |A4;;].
Takéto hry, kde jeden hra¢ ziska presne tolko, éo druhy hra¢ strati, sa volaji
hry s nulovym suc¢tom.

A ¢o si predstavujeme pod odpovedou na otdzku ,éo mam robit“, ,ako
mém hrat“? O¢ak4dvame pravdepodobnostné rozdelenie, ktoré pre kazdy mozny
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(1,2) (1,3) (2,3) (2,4)
+2 -3

2
3) -2 +3
3) 43 —4
4 -3 +4
Optimaélna stratégia:
(1,2) s pravdepodobnostou
4)7~57% a
(2,4) s pravdepodobnostou
3/7 ~ 43%.

(Nikdy sa neoplati povedat ,3%.)

(a) Hra Morra, David Allan, 1765 (b) Matica hry, ak by sme sa ob-
medzili iba na 2 prsty.

Obr. 19.2: Hra Morra.

tah povie s akou pravdepodobnostou ho zvolit. Takato pravdepodobnostné dis-
tribuicia nad riadkami pre Alicu a stipcami pre Boba sa v tedrii hier nazyva
tiez zmieSand stratégia (na rozdiel od deterministickej ,rydzej“ stratégie, kde
si Alica a Bob mozu vybrat iba jeden fixny riadok/stfpec). Napriklad v hre
kamen-papier—noZnice je najlepsie zvolif kazdy fah s pravdepodobnostou 1/3.
A optimdlna stratégia v hre Morra je:

D12y = 56/190 ~ 29.5%,
P(2,4) = 42/190 ~ 22.1%,
Ds.s) = 35/190 ~ 18.4%,
P(a,8) = 30/190 =~ 15.8%,
D510y = 27/190 ~ 14.2%,

kde p; j je pravdepodobnost, Ze ukdzem i prstov a zvoldm j. Zaujimavé je, Ze
sa neoplati zvolaf iné éislo ako dvojndsobok poctu prstov, ktoré ukazem. (Vedeli
by ste zdovodnit, preco?)

Ozna¢me p, q pravdepodobnostné distribiicie nad riadkami/ stfpcami (zapisané
ako stfpcové vektory). Potom pravdepodobnost, Ze hragi zvolia i-ty riadok a j-ty
stfpec je pig; a teda octakdvany bodovy zisk Alice je

E[vyhra Alice] = )  Pr[Alica zvolf i] - Pr[Bob zvolf j] -A;;

,J

Ppi q;

=> pi-Aij-q;=p"Aq.
,J

Inymi slovami, ak by Alica a Bob hrali opakovane, pricom by vzdy volili ndhodny
riadok /stlpec podla distribticii p a q, potom v priemere by Alica vyhrala p? Aq
(za jednu hru).
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Ak by Alica poznala Bobovu stratégiu q, potom si vie pre kazdy riadok
spocitat priemernd vyhru:

E[vyhra pre i-ty riadok] = Z Pr[Bob zvoli j] - A;; = Aq.
J

Stacilo by jej teda zvolit riadok s maximalnou oéakavanou vyhrou. Naopak, ak
by Bob poznal Alicinu stratégiu p, zvolil by st[pec pT A s minimalnou hodnotou.
Teda ak by sme poznali stratégiu stpera, je jednoduché prist s optimalnou proti-
stratégiou (a t4 je navySe deterministickd). Inymi slovami, ozna¢me e; vektor,
ktory ma na i-tej pozicii jednotku a vSade inde nuly, potom

maxp’ Aq = max eiTAq a minp’ Aq = min pTAej.
p i q J

Predstavme si, ze pre kazdi Alicinu stratégiu p spoc¢itame hodnotu v4(p) =
ming p7 Aq — kolko zfska, ak Bob zvol{ optimalnu stratégiu proti p. To znamend,
ak Alica pouzije p, md garantovani vyhru aspon va(p). Mohla by sksit ttto
hodnotu maximalizovat:

nech v4 = maxva(p) = max(minp’ Aq) = max(minp” Ae;).
P P a P J
Pri takejto stratégii, oznacme ju p, ma garantovanu vyhru aspon vy4. Pri inych
stratégiach to je (pri optimalnej hre sipera) menej (nanajvys rovnako vela).

Podobne by Bob mohol skiisit pre kazdii svoju stratégiu q vypoéitat optimalnu
proti-stratégiu Alice a kolko pritom Alica ziska: vp(q) = max, p? Aq — tito
hodnotu chce Bob minimalizovat:

nech vp = mO}n vp(q) = m(in(mgx plAq) = mqin(max el'Aq).
3
Pri takejto stratégii, oznacme ju q, Alica vyhrd najviac vg. Pri inych Bobovych
stratégiach moze vyhrat aj viac.

Samozrejme, implicitne sme predpokladali, Ze Alica a Bob fahaji naraz a
nevedia, ako ten druhy potiahne — nepoznajui jeho stratégiu. A nie je ani jasné ¢i
optimaélna stratégia vzdy existuje (mozno proti Bobovej stratégii q je najlepsia
Alicina stratégia p, proti ktorej je zase najlepsie pouzif q’, atd’.). John von
Neumann vSak dokazal, ze optimalne stratégie existuju vZdy a hracom vobec
nepomdze, ani ked dopredu poznaju stratégiu protihraca. Skiste si rozmysliet,
7e musi platit

va < Up

(to je pomerne jednoduché — totiz pre lubovolni funkciu f plati max, min, f(z,y) <
min, max, f(z,y)). Von Neumann vsak dokazal, ze

va=v4(P) =P’ Aq =v5(q) = vp.

Téato hodnota v = pT Aq sa vola hodnota hry A. Ak Alica pouzije p, méa garanto-
vant vyhru aspoii v a ak Bob pouZije q, ma garantovand stratu® najviac v. Alici

lSamozrejme, ak v < 0, je to Alicina strata a Bobova vyhra. Ak v = 0, hra je férové a pri
optimdlnej hre oboch stperov je otakdvand vyhra/strata nulova.
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ani Bobovi sa neoplati hrat inak, pretoze v tom pripade moézu pri optimélnej
hre stipera ziskat menej/stratit viac.

Veta 19.1 (Neumann (1928)). Pre kaZdd hru s nulovgm sictom danid mati-
cou A plati
max(min p’ Aq) = min(maxp? Aq).
P q a p
Optimdlna stratégia Alice je distribicia p, ktord mazimalizuje lavi stranu a
optimdln stratégia Boba je distribicia q, ktord minimalizuje pravi stranu.

Len na okraj este prezradme, ze hodnota hry a optimélne stratégie sa
daji nédjst pomocou linedrneho programovania. Pripomeifime, Ze minimum =
najvicsie dolné ohranicnie:

min X = max{m |Vz € X : m < z}.

Takze hodnotu v4(p) = min; pTAej vieme vyjadrif ako najvicsie v také, ze
(p"A); = ZpiAij > pre kazdé j.
i

Vypocet minima sme tak nahradili sériou linearnych nerovnic. Hodnotu v chceme
maximalizovat cez vietky Alicine stratégie p — takze tlohu mozeme preformu-
lovat nasledovne:

maximalizuj hodnotu v,

za podmienok: ZPiAij > v prej=1,...,n
i

aprtpet--+pn=1
p17p25"'apn20

alebo skratene:

max v,

za podmienok: pTA >wv-1

(p je pravdepodobnostnd

distribiicia)
...a podobne pre Boba:

min v,

za podmienok: Aq<wv-1

17q=1
q>0

pi1=1

p>0

A to st presne tlohy linedrneho programovania a tie sa daji vyriesif v po-
lynomidlnom case. NavysSe tieto dva programy st navzdjom dualne a z tedrie

linedrneho programovania vyplyva, ze maji rovnaké optima — von Neumannova
min-max veta vyplyva z vety o silnej dualite.

19.3 Tazké jadro

Spét k Hardcore leme.
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Na tejto leme je zaujimavé, Ze je uveritelnd alebo neuveritelna podla toho, z
ktorej strany sa &ita. Intuitivne je uveritelné, Ze ak je nejaky problém tazky a vy-
berieme z neho sadu len tych ,fazkych“ vstupov, dostaneme zapeklity problém
(je tazké riesif ho aj s pomerne malou tispesnostou).

Pozrime sa vSak na tu istd lemu z druhej strany (na obmenu implikacie).
Lema vravi:

ak f je velmi tazkd = Jpekelne fazké jadro H,

tzn.
kazdy maly obvod .. Vmaly obvod dokaze vyriesit
_, =—> Jmnozina H
spocita f na < 99% len < 50 + &% vstupov z H.
Obmena:
Apekelne tazké jadro = Imaly obvod, ktory poéita f skoro vsade,
tzn.

Jmaly obvod C, ktory vyriesi . Jmaly obvod, ktory

k V zinu H
aK vinnozinu > 50 + % vstupov z H riesi f na > 99%.

Predstavme si, ze uéitel chce dat na konci skolského roka pisomku. Vsetky
mozné otdzky si dopredu zname s tym, ze na teste bude nejakd podmnozina z
nich. Ziakov je velmi vela a st lenivi (alebo nestihaji), takze sa nenaucia celé
ucivo, ale len si letmo prebehnu nejaki sadu otdzok. Predstavme si, ze na kazda
sadu otdzok (pre kazdy test) mdme nejakého ,experta®, ktory ten test napise
na 51% (€o je velmi slaby vysledok, len o 1% lepsie ako tpln4 tipovacka). Veta
o tazkom jadre hovori, Ze ak tito experti daji hlavy dokopy, mozu test napisat
na 99%(!) A to znie pomerne neuveritelne.

Té4to veta m4 teda velmi prakticki motivaciu a aplikacie v teérii strojového
uéenia. Namiesto ,7ziak® si dosadte ,klasifikdtor“. Na trénovacich datach si
najskor natrénujeme hordu pomerne slabych klasifikatorov. Vieme z nich vy-
skladat dobry klasifikdtor? Odpoved’ je Ano, existuju rézne metoédy zname pod
menom ,boosting®.

Samozrejme, v tedrii ucenia potrebujeme mozno silnejsie vysledky, mozno
pre konkrétne modely klasifikatorov a najmé potrebujeme efektivny postup,
ako zo slabych klasifikdtorov vyrobif ten silny. My si v tejto kapitole ukaZeme
¢o najjednoduchsi dokaz. Bude dost nekonstruktivny (dokazeme iba existenciu
obvodu, nie ako ho zostrojit), ale to ndm postagi.

B Do6kaz. Uvazujme takito hru:
e Alica zvoli mnozinu vstupov H velkosti aspon 62"
e Bob zvoli obvod C velkosti < S’

e Alica zaplati Bobovi sumu v = Pryc,g[C(x) = f(z)]
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Z nésho predpokladu vie Bob vidy vyhrat aspon v > 1/2 +¢

VHIC: Pr [C(a) = f(@)] 2 1/2+¢

4

JCVH : CERCPTJEERH[C(QU) =f(x)]>1/2+4¢
Pomocou tejto distribicie zostrojime obvod, ktory pocita f na skoro vsetkych
(1 — 6) vstupoch. Vyberme nahodne ¢t obvodov Ci, ..., C; podla distribiicie C;
vysledny obvod na vstupe vypocita C;(x) pre ¢ = 1,...,t a zvoli vii¢Sinovi
odpoved'. Velkost takéhoto obvodu C bude t x S’ + daco < S.
Nazvime refazec x ,zIy“, ak menej ako polovica +¢ obvodov d4 na ifom
spravnu odpoved:

x je zly, ak Cle),r;,c[c(x) =f(z)]<1/2+e¢.

Zlych refazcov je len mélo, konkrétne menej ako 62". V opaénom pripade by sme
mohli vybrat mnozinu vietkych zlych retazcov Z a na nej by Pree pe,vepz[C(x) =
f(x)] <1/24 ¢, ¢o je spor.

Sustredme sa teraz len na tie ,,dobré“ z, teda také, Zze ndhodny obvod C €r
C odpovie sprdvne s pravdepodobnostou aspon 1/2 + &. Ale potom vécsinova
odpoved z t obvodov bude s vysokou pravdepodobnostou spravna — rovnako
ako ked zvySujeme tspesnost pravdepodobnostnych algoritmov opakovanim.
Presnejsie pre t = 50n/e? z Cernofovej nerovnosti vyplyva, ze

Pr  [MAJ(Ci(x),...,Cx)) # f(x)] < 1/2" pre véetky dobré .
Cy,...,CLeRC

Podl’a union bound je potom nenulové pravdepodobnost, Ze C odpovie spravne
na vietkych dobrych z a teda existuje konkrétna volba Ci,...,C;, existuje
konkrétny obvod C', ktory odpovie spravne na vsetkych dobrych vstupoch. A
kedze zlych vstupov je menej ako 627, obvod C odpovedd spravne aspoii na
(1 — §)-tine vstupov. Tak sme dokdzali, Ze ak pre vetky mnoziny velkosti 62"
existuje obvod, ktory poéita f na (1/2 + £)-tine vstupov, tak HLZ2(f) < S.
Alebo naopak, ak f je velmi fazkd, tak obsahuje pekelne tazké jadro.

O

Dokazy pomocnych tvrdeni

Lema 19.3. D je §-distribicia, tzn. miz uniformnych distribicii na mnoZindch
velkosti aspori §2™ prdve vtedy, ked D(z) < 1/(62™) pre kazdé x.

Lema 19.4. Ak 26-distribuicia H je e-tazké jadro, potom emwistuje mnoZina S
velkosti aspori 627, ktord je 2e-tazké jadro.
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19.4 Naozaj pekelne fazké funkcie

Mozno by sa zdalo, ze uz sme vyhrali: ak f je velmi fazkd, potom f&PY(™) vieme
spocitat len s exponencidlne malou vyhodou. Problém je, Ze sa nam zdrovei
nafiikne velkost vstupu. Napriklad ak sa f nedd spoc¢itat obvodom velkosti
20(m) tak f®O() ga neda spocitat obvodom velkosti 2€(™) avsak vzhladom
na velkost vstupu N = n? je to len 20VN).

Toto staci na slabsi vysledok, ze BPP C QuasiP (ak existuje f € E, ktord
potrebuje obvod zlozitosti 2”7). Na naozaj pekelne tazké funkcie potrebujeme
nade konstrukcie este vylepsit. D4 sa to urobitf viacerymi sposobmi:

Derandomizovana XOR lema

Ako prvi dokézali désledok BPP = P Impagliazzo a Wigderson (1997). Ich ndpad
bol , derandomizovat® XOR lemu! XOR lema vravi, 7e ak

L1, L2y, Tk

su uplne ndhodné, potom je tazké spocitat €, f(x;). Na to viak potrebujeme
prilis vela ndhodnosti. Co keby sme namiesto toho pouzili pseudondhodny ge-
nerator? Vstup x by sme nedelili na mensie casti, ale povazovali by sme ho za
seed do nasho generatora. Ten by vygeneroval pseudondhodné vstupy

G(x) = 21,29, -+, 2k

a tlohou by bolo spocitat f¥¢ = @), f(z) = D, f(G(x);).

Chceli by sme taky generdtor, ktory dokdze vygenerovat vystup diiky po-
vedzme (n?), pricom seed ma dlzku iba O(n) a aby f®¢ bola pekelne faizké,
t.j. aby vyhoda klesala exponencidlne. Je trochu ironické, ze pri derandomizacii
pravdepodobnostnych algoritmov chceme vytvorit dobry generdtor z pekelne
fazkej funkcie a na fiu potrebujeme opit derandomizovaf. Uvedomme si viak,
ze tentoraz potrebujeme PNG s trochu inymi parametrami: 1.) potrebujeme
woklamat® iba XOR lemu, nie vsetky obvody danej velkosti a 2.) sta¢i ndm
kvadratické prediienie.

Dobra sprava je, ze také generatory existuji, hoci vysvetlenie vSetkych detai-
lov je nad ramec tejto knihy. Hlavna myslienka je zalozena na pouziti expanderov
(pozri Hoory a spol. (2006)), ¢o st grafy, ktoré na jednej strane maji velmi malo
hrén, zato st velmi dobre poprepdjané. PresnejSie: maji konStantny stupei d,
ale kazdy rez ma asponn Q(n) hrin. Ekvivalentne, ak si vezmeme Iubovolnt
mnozinu najviac n/2 vrcholov S, tak tieto vrcholy maji ©(n) susedov mimo S.
Takéto grafy maji dobré miesacie vlastnosti: ak za¢neme v nejakom vrchole a
spravime nahodnu prechdadzku — t.j. vzdy si ndhodne vyberieme jedného z d suse-
dov — uz po par krokoch sa mézeme ocitnif v lubovolnom vrchole grafu, dokonca
v kazdom vrchole budeme s takmer rovnakou pravdepodobnostou! (Presnejsie:
nech P;(z) je pravdepodobnost, Ze po t krokoch skon&im vo vrchole z. Potom
rozdiel medzi P; a uniformnou distribiciou U(x) = 1/n, />, oy, (Pi(x) — 1/n)2,
klesa exponencidlne rychlo.) Inymi slovami, ak zaénem v Tubovolnom vrchole,
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spravim ndhodnu prechadzku, pricom kazdych zopar krokov si zapiSem, kde
som, tak vysledok sa bude celkom podobat na tplne ndhodny vyber vrcholov.
... vlastne za¢neme v ndhodnom vrchole a zapiSeme si kazdy...
ak chceme t ndhodnych vrcholov, potrebujeme t - logn bitov. ak namiesto
toho pouzijeme nahodnd prechddzku, sta¢i ndm logn + O(t) bitov.

Extrahovanie ndhodnosti

Druhd moznost je pozrief sa na to, preco Nisan-Wigdersonov generator potre-
buje pekelne fazké funkcie a ¢o by sa stalo, keby sme pouzili len velmi fazku.
Intufvne, ak x je tazky vstup, tak f(x) je na nerozoznanie od ndhodného bitu,
takZze ak je f pekelne fazkd, skoro vietky vstupy su fazké a vystup N Wg vy-
zerad ndhodne. Ak je f iba velmi fazk4, stdle mé tazké jadro — nejaky zlomok
§ vstupov, ktoré si extrémne fazkych. Z toho vyplyva, Ze oéakdvame aspon §
bitov NV WIf generatora vyzerd ndhodne. Aj s velmi tazkou funkciou teda vieme
vygenerovat postupnost, ktord sice nie je iplne ndhodn4, ale méd v sebe nejakui
nidhodnost. Potrebovali by sme len tito ndhodnost akosi ,,vyextrahovat*.

Extrahovanie ndhodnosti je mimochodom problém zaujimavy sam o sebe.
Asi najstarsi priklad je od von Neumanna: ako vygenerovat nidhodny bit, ak
méte iba mincu, kde hlava a znak nepad4 s rovnakou pravdepodobnostou? Ide
tiez o velmi prakticky problém: Linuxovy generator /dev/random sleduje akti-
vitu mysi, kldvesnice, disku a rozne interrupty, pricom predpoklada, ze takéto
udalosti sice nie st ndhodné, ale obsahuju ,,isti davku ndhodnosti“ — entropiu.
Casy a popisy udalosti zhromazduje a snazi sa odhadovaf ich entropiu a ex-
trahovat z nich nadhodnost. Na rozdiel od prikladu s mincou, kde s jednotlivé
hody nezavislé, /dev/random sa musi vysporiadat aj so zavislostami (napriklad
pozicia mysi zdvisi od predoslej polohy; ak niekto piSe text, symboly vytukané
na klavesnici budu zévislé, napriklad po dvoch spoluhldskach pojde velmi éasto
samohldska; Specifické zavislosti budi zdvisief od jazyka/témy toho textu; ¢asy
medzi stlaceniami klavesov su tiez zavislé).

Ako mieru ndhodnosti definujeme min-entropiu nahodnej premennej X ako
Ho(X) = min, 1/ Pr[X = a]. Hovorfme, ze G : {0,1}¢ — {0,1}™ je (k, S, ¢)-
generdtor pseudoentropie, ak existuje distribicia D na {0,1}™ s min-entropiou
aspon k takd, Ze Ziadny obvod velkosti S nedokéze odlisit D od G(Uy) s vyhodou
viac ako €.

Funkcia ExT : {0,1}™ x {0,1}? — {0,1}" je (k,¢)-extraktor, ak pre kazdid
distribiiciu D na {0, 1}™ s min-entropiou aspoii k je Statisticky rozdiel EXT(D, Uy)
a U, najviac ¢.

(Sudan a spol., 2001)

Zoznamové dekodovanie

Pravdepodobnostny algoritmus s ordkulom A je lokalny zoznamovy dekodér pre
kéd C : ¥F — ¥™ s polomerom 7, ak pre kazdé y € ™, AY vypise na vystup ¢
pravdepodobnostnych algoritmov s orakulom Ds, ..., D, takych, ze pre kazdy
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retazec z, ktorého kéd je blizko y, A(C(z),y) < r, s pravdepodobnostou aspon
3/4 existuje j také, ze Pr[Dy (i) = x;] > 3/4] (V).

Veta 19.2 (Goldreich-Levin 1989). Nech H : {0,1}F — {0,1}2k je Ha-
damardov kdd. Ezistuje algoritmus, ktory na vstupe y, € bezi v case poly(k/e)

a s vysokou pravdepodobnostou dd na vijstupe zoznam vsetkijch x takijch, Ze
A(C(a),y) < 1/2—=.

Nech z € {0,1}*; definujme L,(a) = a’x. Potom funkcia L, (respektive
tabulka hodndt L, pre vsetky a) je Hadamardov kéd refazca x. Potom exis-
tuje algoritmus, ktory na vstupe ¢, s pristupom k funkcii g : {0,1}* — {0,1}
vypiSe zoznam O(1/e?) sprav z, pre ktoré je A(L,,g) < 1/2 — . Respektive,
pravdepodobnost, Ze = s takouto vlastnostou sa objavi na zozname je aspoi
3/4.

Lokalne d-zoznamové dekédovanie pre SOK F je dvojica pravdepodobnostnych
algoritmov s ordkulom (Dy, Ds) takych, ze pre kazdé g a f= E(f) d-blizko g
plati: S pravdepodobnostou aspon 2/3 DY vygeneruje (ay, ..., as) také, Ze exis-
tuje i: Vo : Pr[D3(z,a;) = f(z)] > 2/3.

Ak FE je SOK s lokélnym d-zoznamovym dekédovanim (Dy, Ds), kde Do bezt
v ¢ase t a f je tazké pre obvody velkosti S, tak f = E(f) sa nedé vypocitaf
obvodmi velkosti S/t

19.5 BPP a polynomialna hierarchia

Na zéaver si ukdzme este jeden jednoduchy dosledok: V kapitole 7 sme dokézali
Sipser-Gacsovu vetu, podla ktorej BPP patri pod druhd troveii polynomidlnej
hierarchie:

BPP C ¥F,
teda BPP vieme derandomizovat za cenu dvoch alternicii.

Tento vysledok pomerne jednoducho vypadne z teérie, ktorti sme doteraz
vybudovali: BPP vieme derandomizovat pomocou dobrého pseudondhodného
generdtora a ten vieme zostrojit pomocou pekelne tazkej funkcie. ¥5 je vsak
dostatoéne silnd, aby takito pekelne fazkt funkciu nasla — jednoducho ju nede-
terministicky natipuje a paralelne overi vSetky obvody, ze ju nedokazu aproxi-
movat.

Ukéazeme si dokonca silnejsi vysledok:

BPP C zPPNP.

Pripomenme, ze ZPP C RP C NP, takze zjavne ZpPpNP je mensia trieda ako
NPNP — P Tito vetu ako prvi dokazali Zachos a Heller (1986), nasleduje
dokaz od Nisan a Wigderson (1994).

Désledok 19.1 (Nisan a Wigderson (1994)). BPP C ZPP"P. Ingmi slo-
vami, ak by sme mali ordkulum pre SAT, vedeli by sme lubovolny pravdepodob-

nostny algoritmus, ktory sa myli len s malou pravdepodobnostou, premenit na
algoritmus, ktory sa nikdy nemyli a skonci ocakdvane v polynomidlnom cCase.
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B Dokaz. Ako sme ukdzali, na derandomizdciu BPP staéi pekelne fazks fun-
kcia f na O(logn) bitoch, ktord sa nedd vypocitat obvodom velkosti O(n?).

Pre BPP C ¥F staéi najskor nedeterministicky natipovat tabulku hodnot f
(t4 je len polynomidlne dlha(!) ked'ze 2¢1°8™ = n°) a nésledne ko-nedeterministicky
(paralelne) overit, Ze Ziadny maly obvod ju nevie aproximovat. Pre kazdy obvod
C velkosti < k-n? prejdeme vietkych n¢ vstupov a spoc¢itame, na kolkych vstu-
poch sa C zhoduje s f. Ak je zhoda mensia ako 1/2 + 1/5, zostrojime NW%C a
pomocou neho odsimulujeme BPP algoritmus (spustime pre vietky seedy a vy-
berieme vi¢sinovii odpoved). Ako vidime, vysledny algoritmus by bol pomerne
komplikovany, no stile v polynomidlnom case.

Pre BPP C ZPPN stacf zvolif ndhodnt funkeiu a v coNP overit, ze je velmi
tazkd, ked'Ze skoro vSetky funkcie st velmi fazké (pocitaci argument)! Pomocou
Yaovej XOR lemy z nej vyrobime pekelne fazki funkciu a d'alej postupujeme,
ako sme popisali vyssie. O

Ulohy

e Jazyky v NP su také, ze ak by nam niekto povedal ,,dokaz* 7, tak ho vieme
overit deterministicky v polynomidlnom ¢ase. Uvazujme teraz randomizo-
vanu verziu NP: ked dostaneme dokaz m, pri overovani moézeme pouzit
ndhodné bity a slovo patri do jazyka, ak akceptujeme > 2/3 pripadov
a nepatri, ak akceptujeme < 1/3 pripadov. Dalo by sa teda povedaf, 7e
soverovac® je BPP-algoritmus.

Este raz a formaélnejsie: Nech C je trieda jazykov, pre ktoré existuje de-
terministicky TS V' (overovaé), beziaci v polynomidlnom ¢ase od z taky,
zZe

—akx € L, tak 37 : Pr, [V(z,m,r) =1] > 2/3

—akx ¢ L, tak Vo : Pr,.[V(z,7,7) =1] < 1/3.

Na C sa d4 pozerat ako na randomizovand verziu NP. C obsahuje aj NP
aj BPP.

Dokézte, ze ak existuje f € E a e > 0 také, ze Hae(f)(n) > 2°7, tak
C = NP. Inymi slovami, za predpokladu, ze existuji velmi fazké funkcie,
vieme triedu C derandomizovat.
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Uvod

Asi najlepsi ivod k tejto ¢asti je nasledujuci komix:

277



278

POTVEKY ZA OKRUHLYM STOLOM KRALA ARTURA A TAK ARTUROVI SLUZOBNICT
UZ ZACINALT BYT NEUNOSNE! SPISALT ZOZNAM VSETKYCH

: DVOJIC HOSTL, KTORT BY MOHLI
SEDIET VEDLA SEBA.

- —

_—
COCERT NECHZEL, VYSVITLO,

KRAL PRIKAZAL SVOT MU CARODET NIKOVI POVEDZME, ZE MERLIN JE NEKONEENE MUBRY A AK
MERLINOVI, ABY NASIEL ZASADACT r-:xIsTUJE VHODNY ZAS ADACT PORTAROK, NATDE ZE NEEXTSTUTE ZTADNY DOBRY
PORTADOK, PRI KTOROM BUDE KAZDY SEBIET . AK NIE, PRIDE NA TO.(TO SAMOZRET ME ZASADACT PORTADOK. ..

MEDZT DVO MA SVOTTMI PRIATELMI. znvzsmb KONKRETNEHO ZOZNAMU HOSTT . ) OTAZKA ZNIE, AKO MA MERLIN
s T T PRESVEDETT ARTURA, ZE TO JE |

A-ALE PANE... PO{.'ET VSETK\‘CH KOMBINACTI
JE VACST AKO POZET ATOMOW V CELOM
VESMIRE! 5

AZ VROKU1989 MERLINA ZACHRANILI JEHO POUZTLT NOVU MYSLIENKU
KOLEGOVIA, ¢ ARODEJNICT LUND, FORTNOW, ZVANUTINTERAKTIVNY
KARLOFF A NISAN. MOZNO NIE JE MOZNE BOKAZ, V KTOROM VERTFIER
PREstbéﬁ ARTURA 5 ABSOLUTNOUISTOTOU, ALE S OBMEDZENYM CASOM (AKO
DA SA HO PRESVEBETT NAD VEETKY POCHYBNOSTT JE ARTUR) WPOEUVA

MERLIN ARTURA NEVEDEL PRES\!‘EDC.ITI' A

TAK BOL UVRHNUTY O VAZENIA A

HOSTIA SA NADALE] OHADZOVALL
EDLOM ...

HMMM. . . =
TR : VSEVEDIACEHG PROVERA
Exonn ot ; 3 (AKO JE MERLTN)
-~ =
MATEMATICT VEDELT, ZE AK NEEXISTUTE UKAZALT, AKO 5A MOZE MERLINA OPYTAT NA AKO 5A ODPOVEDE HROMADIA A
DOBRY ZASADACT PORTADOK, HODNOTA SERTU suuszmc»-a wpoc-rov A AKO MOZE MERLIN VIE VZDY KONZISTENTNE
NE;I'!.KEHO VELMI \FELKEHO VIORAC TE SKONTRDI.O\MT ZEVYPOETY 50 NAVZATOM ODPO\«'EDAT ARTURD\M DO\«'ERA
VZDY NULOVA AVS AK SKONTROLOVANIE KONZISTENTNE BEZ TOHO, ABY NAOZAT OVERTL RASTIE. KVM SKONETA, MOZE SVOTE
CELEHO VYPOETU BY ARTURO VI TRVALG PRAVDIVOS T KONKRETNET OBPOVEDE POCHYBNOSTT ZM.Eh.L‘STI’ MNA
[ TAKMER) VEENDST - AKUKOLVEK MIERU CHEE !
HMMI PRAVDEPODOB—

L Rt na:mJE}:'lT&ll;.;]? MULA.
i & i MOST, ZE NEHOVORTE

- 2
32 PRAVDU TE MENET AKO
PSS

et 0000000000001/
b = e . an

g Lbhoy f wed 7
Pae s KRALT SA MIK-
Epmrtsy - s : b DY NEOSPRA-
LR ek 7 ! gL U S . . ™\ VELLRILTU.
Fr-gr i) ; :
E - g :




TENTO OBJAV BOL REVOLUENY!
0D DOB EUKLIDA STANDARDNY
DEKAZ ZNAMENAL ABSOLUTNU
ISTOTU... A ZRAZU LEN
ETATISTICK(.. A MOVE

MYSLIENEY PRIBUDALL.
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LANCELOT
CHODI MNA
TERAPIL

PAN PENDRAGON
VAS HNED

PRIJIME.

TEMTOKRAT VIE MERLIN MAPLSAT CELY
DOKAZ JETO LEN ZOZMAM SUSED-
WYCH DVOTTC A TEM SA DA CELKOM
LAHKD SKONTROLO\MT AVSAK ARTUR
NECHCE BYT RUBENY. .

AVEAK MERLIN UZ MA DALET TRIK
V RUKAVE! ZA BUDNITE NA INTERAK-
CIU.. JE TU TRANSPARENTNY DOKAZ!

MERLIN MUST NAJSKGR PREPISAT CELY
DGKAZ DO FORMALNEHO JAZYKA...
POTOM HO CELY MATEMATICKY
TRANSFORMUTE ZAZRAZNYM
SPOSOBOM ..

FORTMOW, LEVIN
SZESEDY. FELSE. LUND.
SOLDWASSER, LOVASZ,

SAFRA, ARORA,

NG'\I"? TRANSPARENTN? LOKAZ MA
UZASNU VLASTNOST: AK BY .

WV PG'\I"G’DNGM LOKAZE BOLA €O I LEN
JELINA CHYBA, W NOVOM DOKAZE BY

BGLA SKGRG VSA DE'

{ROKY STRAVENE
NA MATFYZE .

ARTUR 51 POZRIE TRANSPARENTIY
bOKAZ, SKOMTROLUTE ZOPAR
MIEST A AK MNEOBTAVI ZIADNU
CHYBU, JE 51 STATISTICKY ISTY,
7E CELY DOKAZ TE SPRA VMY

TAKZE UZ NETREBA KONTROLOVAT
BLHE VYPOCTY KROK PO KROKU,
NAMIESTO TOHO ICH MOZEME
SPRAVIT TRANSPARENTNE A OVERIT
KONZISTENTNOST ZOPAR MIEST.

A TOTO FUNGUJE PRE
LUBOVOLNE VYPOETY, MIELEN
PRE ZA 54 DA CIE PORIA DKY!

{'CO JE TO TEN CRAY?™
NTECO AKO KRAVA

TEORETICKY BY JEDEN STARY POCITAC MOHOL MONITOROVAT
CELE STADO CRAY-OV ...

L AKURAT
MENET INTELL-

a SPECIALME ;
POBAKOVAMIE bR.LASZLO
£ BABAIOVI OTCOVI INTERAKTIVNYCH |
DOKAZOV ZA VEDENIE, NAPADY __§
A FORIKY .
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Kapitola 20

Artur-Merlinove hry

20.1 Roznofarebné ponozky a grafovy neizomor-
fizmus

Zaénime zopar prikladmi.

Predstavme si, ze mdme farboslepého kamarata Fera a dve tplne rovnaké
ponozky (o sa tyka velkosti, tvaru, materidlu), ale r6znej farby. My jednoducho
vidime, Ze tie ponozky maju roznu farbu, ale farboslepy kamarat to nevidi.

Vedeli by sme ho presvedéit, Ze tie farby si rozne?

Tu je jednoduchy spdsob, ako sa to da: povedzme kamaratovi, aké farby
vidime a nechajme ho, nech si tuto informéaciu poznaé¢i niekde bokom, tak, aby
sme to nevideli. Nésledne budeme opakovat nasledujici pokus: Fero vytiahne
ndhodni ponozku a spyta sa nds, ktord to je. Nasu odpoved potom skontroluje,
podla toho, ¢o si poznaéil.

Ak su ponozky naozaj roznofarebné, nie je problém pri kazdom pokuse
spravne odpovedaf. Naopak, ak maji ponozky rovnakid farbu a teda sd ne-
odlisitelné, pri kazdom pokuse méme iba 50% sancu, Ze trafime spravnu farbu.
Ak teda pokus zopakujeme n-krat, pravdepodobnost, Ze by sme nasho farbo-
slepého kamardta dokdzali okabétit je len 1/2™.

Este zaujimavejsie je, ze okrem toho, ze sme Fera presvedcili, ze ponozky
majui roznu farbu bez toho, aby Fero vedel pre¢o. Bez toho, aby ich Fero ve-
del rozliovat. Je to velmi odlisny typ dokazu napriklad od toho, keby sme
cheeli Fera presvedéit, Ze 17461 573 nie je prvocislo. Preco? Pretoze 17461573 =
5479 x 3187. Aha, povie si Fero, ked sié¢in overi. Odteraz viak vie Fero hocikoho
iného presvedéit, Ze 17461573 nie je prvocislo — staéi, aby im ukazal dokaz:
17461573 = 5479 x 3187. Avsak Fero by nedokdzal teraz zobraf ponozky a
rovnakym sposobom presvedéif svojho farboslepého kamarata Fabidna, Ze si
roznofarebné. Takyto dokaz sa vold bezznalostny (zero knowledge).

Iny priklad: Grafovy neizomorfizmus.
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Predstavme si, ze mame dva grafy a nevieme, ¢i sd izomorfné (rovnaké az na
premenovanie vrcholov). Zistovat, & st dva grafy izomorfné je vo vieobecnosti
tazky problém. V siéasnosti neexistuje polynomidlny algoritmus, ktory by ho
riesil, hoci sa nepredpokladd, Ze by problém bol NP-fazky a existuje kvazipolynomidlny
algoritmus (v ¢ase nPoYo8(n)),

(b)

Obr. 20.1: Dané dva grafy st v skuto¢nosti len velmi odlisne vyzerajice nakres-
lenia toho istého grafu.

Predstavme si d'alej, Ze mame kamarata Merlina, ktory je mocny &arodej
(alebo m4 rychly superpo¢itac, na ktorom dokédze riesit grafovy izomorfizmus).
Merlin tvrdi, Ze nase konkrétne dva grafy nie s izomorfné. Vedel by nam to
viak rychlo dokdzat?

Ak by grafy boli izomorfné, jednoducho overitelny doékaz je izomorfizmus
popisat, jednoducho vymenovat, ktoré vrcholy si ekvivalentné. Avsak o v
pripade, ze grafy nie su izomorfné? Nevieme, ¢i vzdy existuje polynomidlne
dlhy dokaz, ktory sa d4 overit v polynomidlnom &ase. Inymi slovami, grafovy
izomorfizmus je v NP, ale nevieme, ¢i aj v coNP. Respektive komplementarny
problém, grafovy neizomorfizmus je v coNP, ale nevieme, ¢i je aj v NP.

Napriek tomu si ukazeme, Ze existuje jednoduchy interaktivny protokol,
ktorym sa vieme presvedéit, ze G # G5. Myslienka je podobnd ako pri ponozkéch:

Veta 20.1 (Goldreich, Micali, Wigderson). Ezistuje interaktivny protokol,
podla ktorého dokdze dokazovatel overovatela vidy presvedcit, Ze dva grafy nie
st izomorfné. Ak viak dané grafy su izomorfné, Sanca, Ze presvedci je len 50%

a dd sa lubovolne zmensit opakovanim protokolu. Grafovy neizomorfizmus patri
do IP[2].

B Doékaz. Dané su grafy G, Ga; zvolime ndhodni permutdciu 7 a ndhodne
zvolime prvy alebo druhy graf. Dokazovatelovi ddme H = m(G;); ak Gy # G,
bud je H = G, alebo H = G5, takie dokazovatel nem4 problém zistit, ktory
graf sme vybrali. V opa¢nom pripade H = G; = G a dokazovatelovi neostava
ni¢ iné ako si tipnut. O
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20.2 Stukromna a verejna minca

Vsimnite si, ze predchddzajici protokol podstatne vyuzival fakt, ze Artur si
tajne hddzal mincou a Merlin nevedel, ¢o mu padlo (Artur sa na zdklade ho-
dov mincou rozhodol, ktory graf/ponozku ukéze). Hovorime, Ze tento protokol
vyuzival sikromni mincu a otézka znie: Vedeli by sme najst protokol, pri kto-
rom Artur Merlinovi odhali vSetky hody mincou?

Veta 20.2. Existuje interaktivny protokol s verejnou mincou pre grafovy neizo-
morfizmus. Tento problém patri do AM[2].

B Doékaz. Navrhneme protokol, vd'aka ktorému budeme vediet rozlisovat, ¢i
je nejaka mnozina S ,mald“, alebo ,velkd“ (ndsobne viésia).

Predpokladajme najskor, ze G1 aj G su tzv. asymetrické grafy — ak precislujeme
vrcholy, dostaneme iny graf — a uvazujme mnozinu

S={H|H~GyVH~ Gy}

Ak Gy ~ Gs, tak |S| = n!, ale ak G; £ Go, potom |S| = 2nl.

Vo vieobecnosti sa moze stat, ze mnozina iso(G) = {H | H ~ G} je mensia
ako n!. Vezmime napriklad graf P, cestu 1-2-3. Ak precislujeme vrcholy tak,
ze vymenime 1 a 3, dostaneme identicky graf (takito permutéciu voldme au-
tomorfizmus), ale ak zmenime éislo izolovaného vrcholu, dostaneme iny graf,
takze |iso(Ps)| = 3. Ak si vezmeme cyklus C3, pri kazdej permutécii vrcholov
dostaneme identicky graf a |iso(C3)| = 1. Na druhej strane, P; méd dva au-
tomorfizmy (vratane identity) a Cs ich ma 6 (vSetky permutdcie). Definujme
aut(G) = {r | 7(G) = G}. Potom plati:

liso(G)] - |aut(G)| = n! = velkost multimnozZiny {r(G) | 7 je permutécia}.
Namiesto povodnej volby teda uvazujme
S={(H,7m)|H~G1VH~ Gy, € aut(H)}.

O tejto mnozine naozaj plati, ze

5] = n!  ak G1 ~ Go
2n!  ak Gl 75 G2
bez ohladu na automorfizmy G a Gs.

Ukézeme vSeobecny protokol pre lubovolnii mnozinu S taky, ze ak |S| > K,
dokazovatel to vie dokéazat s vysokou pravdepodobnosfou; naopak, ak |S| <
K /2, overovatel s vysokou pravdepodobnostou odmietne.

Nech S C {0,1}™, pricom prislusnost do S sa d& certifikoval a obaja
ticastnici vedia hodnotu K. Nech k € N je také, ze 2872 < K < 2F=1. Artur
vyberie ndhodnii hesovaciu funkciu h : {0,1}™ — {0,1}* zo silne univerzalnej
rodiny hesovacich funkeil H,, s, zvoli ndhodné y €r {0,1}* a posle Merlinovi
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dvojicu (h,y). Merlin skiisi najst = € S také, Ze h(z) = y a posle Arturovi hod-
notu x a certifikdt, ze x € S. Merlin overi certifikat a to, ze h(z) = y a ak vSetko
sedi, akceptuje. Rozdiel vo velkosti |S| sa odraz{ v rozdielnej pravdepodobnosti
akceptacie.

Konkrétne, nech p* = K/2* a nech A = Pry, ,[3x : h(x) = y] je pravdepo-
dobnost akceptovania. Ukdzeme, Ze

A < %p* ak |S| < K/2

3
A > Zp* ak |[S| > K
V prvom pripade je pravdepodobnost zjavne < [S|/2F < p*/2. V druhom

pripade nech E, je udalost, Ze h(x) = y pre x € S. Z principu inklizie-exklizie
je

Pr(3z : h(z) = y] = Pr[\/ E,] > ) Pr[E,] - % > Pr[E, A Ey).
h €S €S cz#x’' €S

Pr[E,] = 27% a, vdaka univerzalnosti H,, i, Pr[E; A Ey/] = 272%. Teda

S| 1IS]? _ IS 5] N 281\ 3,

Az —som 2o \ Lo geer ) 2P (1 ) = 42
Merlin si spocita p* = K/2F, posle dokazovatelovi niekolko ndhodnych dvojic
h,y a akceptuje, ak je podiel akceptovanych dvojic aspon 5p*/8. O

20.3 Triedy AM a IP

Definicia 20.1. Nech f,g:{0,1}* — {0,1}*, k € N; potom k-kolovi interakciu
f a g na vstupe x (znacéime (f, g)(x)) definujeme ako postupnost ay,az,...,a; €
{0,1}* taku, ze a1 = f(x), ag = g(x,a1), ..., aziy1 = f(x,a1,...,a9;), a2i12 =
g(x,a1,...,a241). Vystup na konci interakcie jeout¢(f, g)(z) = f(z,a1,...,ax) €

{0,1}.

Ak chceme definovat interakciu s pravdepodobnostnym overovatelom, vstu-
pom je este refazec ndhodnych bitov r a definujeme a; = f(x,7), az = g(x,a1),
as = f(x,7,a1,a2), atd. V tomto pripade funkcia g ,nevidi“ ndhodny refazec
a dostdvame model so sikromnou mincou. Naopak, moézeme definovaf ay =
g(z,7,a1), atd. model s verejnou mincou. V oboch pripadoch je outs(f, g)(z)
nédhodnd premennd — vysledok zévisi od ndhodného refazca r.

Definicia 20.2 (IP). L € IP[k] (kde k méze zdvisief od dizky vstupu), ak exis-
tuje PTS V  (overovatel) beZiaci v polynomidlnom case taky, Ze pri k-kolovej
interakcii s funkciou P (dokazovatel)

e z € L= 3P :Pr.fouty(V,P)(z) = 1] > 2/3 (dplnost)
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e 2 ¢ L=VP:Pr.louty(V,P)(x) =1] <1/3 (korektnost).
Definujeme IP = |, IP[n¢].

e konstanty 2/3 a 1/3 sa daji nahradif 1 — 1/2"" a 1/2"" pre lubovolni
fixnu konstantu s.

e pre daného overovatela V vieme vypoéitat optimalneho dokazovatela P
v polynomidlnom éase, teda moézeme predpokladat, ze P € PSPACE a
IP C PSPACE.

o ak v definicii konstantu 2/3 nahradime 1, trieda IP sa nezmeni (netrividlne)
e naopak, ak v definicii konstantu 1/3 nahradime 0, dostaneme len NP

Definicia 20.3 (AM). Pre kaZdé k definuyjme AM[k] ako podmnozZinu IP[k],
ktoru dostaneme, ak obmedzime overovatela nasledovne: sprdvy, ktoré posiela si
ndhodné bity, ktoré md k dispozicii a pri vijpoéte neméze pouzivat iné ndhodné
bity ako tie, ¢o poslal.

Toto je verzia IP s verejnou mincou. Vsimnite si, Ze dokazovatel nedostane
vietky nahodné bity naraz.

Specidlne AM = AM[2]: Artur povie Merlinovi vysledky svojich hodov min-
cou; Merlin odpovie dékazom pre tieto hody a Artur sa snazi skontrolovat dokaz
(ale uz nehddze mincou).

Definicia 20.4. AM je trieda jazykov, pre ktoré existuje deterministicky TSV,
beziaci v polynomidlnom case od x taky, Ze

e akx €L, tak Pry[3z:V(z,y,2) =1] >2/3
o akx ¢ L, tak Pry[3z:V(z,y,2) =1] <1/3.

V MA najskér hovorf Merlin; Artur si hod{ mincou a sna{ sa skontrolovat
dokaz.

Definicia 20.5. MA je trieda jazykov, pre ktoré existuje deterministicky TSV,
beziaci v polynomidlnom case od x taky, Ze

e akx € L, tak JyPr.[V(x,y,2z) =1] > 2/3

o akx ¢ L, takVy : Pr,[V(z,y,2z) =1] < 1/3.

Zjavne BPP C MA (Artur odignoruje dokaz a sdm si vstup overi) a NP C MA
(Artur nepouzije ndhodné hody mincou a overi dokaz deterministicky). AM sa
d4 povazovat za randomizovant verziu NP. St to vietky problémy, ktoré sa daji
redukovat na SAT randomizovanou polynomialnou redukciou.

Veta 20.3 (Goldwasser, Sipser). Pre kazdé k(n) : N — N, kde k(n) je
vypocitatelné v polynomidlnom éase, je IP[k] C AM[k + 2].

Dokaz je trochu technicky, my si dokdzeme len Specidlny pripad: protokol
pre grafového neizomorfizmus (veta 20.1) sa d4 upravit tak, aby pouzival iba
verejnu mincu.
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20.4 Perfektna tiplnost

Veta 20.4 (Perfektna tplnost MA). Kazdyj MA protokol sa dd upravit tak,
aby v pripade, Ze x € L Artur vzdy akceptoval. Teda konstanta 2/3 v definicii
20.5 sa dd nahradit 1.

B Dékaz. Dokaz je podobny ako pri BPP C ¥5: Ozna¢me S, mnozinu ndhodnych
refazcov, na ktorych Artur akceptuje. Opakovanim vieme dosiahnut, Ze ak
x € L, |S;| > 1—-1/2" ale ak = ¢ L, |S,| < 1/2". Potom ale ak x € L,
existuju posunutia tg, ..., také, ze Uf:o S @t; ={0,1}"™; naopak, ak = ¢ L,
zjednotenie bude stéle prilis malé. Merlin teda okrem svojho dokazu posle Ar-
turovi aj posunutia to, . .., tx; ten si nahddze mincou ndhodny refazec r a overi,
¢i by aspon na jednom 7 & t; akceptoval. O

Veta 20.5. MA C AM. Navyse v kazZdom Artur-Merlinovom protokole vieme
nahradit dve po sebe idice kold Merlin-Artur poradim Artur-Merlin a ak bol
povodny protokol perfektne uplny, aj novy bude.

B Dokaz. Predpokladajme, Ze MA protokol mé perfektni tuplnost; na vstupe
x Merlin posle sprava m a Artur ju pomocou ndhodného refazca r overi. AM
protokol bude vyzerat nasledovne: Artur posle Merlinovi ndhodny refazec r a
Merlin mu odpovie m. Vd'aka perfektnej tiplnosti, ak = € L, odpoved m Artura
presvedéi vzdy. Treba este dokazat, Ze ak x ¢ L, Merlin Artura nepresvedéi.
Uvedomte si, Ze vdaka vymeneniu krokov teraz Merlin dopredu vie, s akym
ndhodnym refazcom r bude Artur kontrolovat jeho dokaz. Avsak pre kazdé m/
existuje len mélo ndhodnych refazcov, na ktorych Artur akceptuje (pravdepo-
dobnost stlacime pod 1/25+1) kde k je dizka Merlinovej spravy). Korektnost
potom vyplyva z union boundu: pravdepodobnost, Ze existuje m’, ktord Artura
presvedéi < 2F-krat pravdepodobnost, ze konkrétna m’/ Artura presvedéi a to je
najviac polovica. O

Veta 20.6 (Perfektna dplnost AM). Kazdy AM protokol sa dd upravit tak,
aby v pripade, Ze x € L Artur vidy akceptoval. Teda konstanta 2/3 v definicii
20.4 sa dd nahradit 1.

B Doékaz. Dokaz je podobny ako pri MA; najskor vsak spravime MAM-protokol,
ten vieme pomocou predchadzajicej vety upravit na AM-protokol: Merlin povie
posunutia tg, ..., %, Artur mu posle ndhodny refazec r a Merlin mu dokaze,
Zer € Uf:o S @ t;: poSle mu index i a dokaz m pre r @ t;. Nakoniec Artur
uz len overi dokaz m s ndhodnymi bitmi r & ¢; tak, ako v pévodnom proto-
kole. Takto dostdvame ekvivalentny MAM-protokol s perfektnou tiplnostou. Z
predchddzajicej vety vieme, Ze kroky ,MA® vieme vymenit za ,AM*“ (pricom
sa zachova perfektnd tplnost) a dve spravy moze, samozrejme, Merlin poslat aj
naraz. g
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20.5 Dosledky

Dosledok 20.1 (Kolaps AM hierarchie). Pre konstantné k je AM[k] = IP[k] =
AM[2] = AM.

B Dokaz. Postupne nahradzame ,MA“-kroky krokmi ,AM®, napriklad pre
AM[6] mdme AMAMAM = AAMMAM = AMAM = AAMM = AM. O

Désledok 20.2. MA C X6 N ME, AM C ME.

B Do6kaz. Vdaka perfektnej iplnosti vieme triedu MA charakterizovat takto:
e ak x € L, ImVr : V(x,m,r) akceptuje
e ak x ¢ L, Vm pre vicsinu r : V(x, m,r) odmietne

naproti tomu v X5 ak x ¢ L, staéi, aby Vm3r : V(z,m,r) odmietne.
Podobne pre L € AM plati:

e ak x € L, Vram : V(x,m,r) akceptuje
e ak x ¢ L, pre vicsinu r Vm : V(x, m,r) odmietne

naproti tomu v M5 ak = ¢ L, staéi, aby Ir¥m : V(z,m,r) odmietne. O
Veta 20.7 (Boppana, Hastad, Zachos). Ak coNP C AM, tak PH = ¥5.

B Doékaz. Zjavne AM C M5, takze staéi ukdzat, ze z predpokladu vyplyva
P C AM. Nech L € £5, potom existuje L' € M} = coNP taky, ze v € L <=
Jy : (z,y) € L'. Ale podla predpokladu L’ € AM; niika sa ndm takyto protokol:
Merlin povie y a potom spustime AM protokol pre L’. Dostdvame L € MAM C
AM, teda 5 C AM. O

Ukézali sme si, ze podla Ladnerovej vety, ak P # NP, tak existuji problémy
medzi P a NPC. Hortucim kandiddtom na takyto problém je grafovy izomorfiz-
mus:

Désledok 20.3. Ak grafovyj izomorfizmus je NP-tiplng problém, tak PH = £5.

B Dokaz. Keby GI € NPC, tak GNI je coNP-uplny, teda coNP C AM.
O

20.6 Zhrnutie

Literatura
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BPP ‘ 3*/3h)
coRP RP (v/37) (EAVA))
(a) (b)

Obr. 20.2: Vztahy medzi triedami



Kapitola 21

Interaktivne protokoly

Veta 21.1 (Lund a spol. (1992)). NP C IP aj coNP C IP. Merlin vie dokonca
Arturovi dokdzaf, aky je presni pocet spliiujicich ohodnoteni danej formuly,
P#P C IP.

B Dokaz. Ukazme si protokol na konkrétnom priklade formuly
p=(@VyVz)A(—zVyVz)A(zV-yVz).

Formula ¢ ma presne 5 spliujicich ohodnoteni:

Ty z ¢(y2)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

K formule ¢ najskor zostrojime polyném f taky, ze ohodnotenie x,y, 2
spliiuje (resp. nesplituje) ¢ prave vtedy, ked f(x,y,z) = 1 (resp. 0). Pravdi-
vostné hodnoty budeme reprezentovat ako prirodzené &isla: 0 je nepravda, 1 je

pravda.
Aritmetizacia:

formula ¢(z,y,2z) — polyném f(z,y,z)
false — 0
true — 1

x € {false, true} — x € {0,1}

-z — 1—-2z

TAY — Ty
T Vy - 1-(1-2z)(1-y)
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d(x,y,2) = (xVyVz)A(—zVyVz)A(xV-yVz)
flzy,2) = 1-Q1-2)(1-y)(1-2))
(I—z(1-y)(1-2))
(1= -2)y(1-2))
Fakt, ze ¢ ma 5 splinujicich ohodnoteni je ekvivalentna tvrdeniu, ze
0> Y faye) =5
z€{0,1} ye{0,1} z€{0,1}

Ako nés o tom moéze Merlin presvedéit?

Artur: [Zvolf si vhodne velké prvoéislo (alebo si ho jednoducho vypyta od Merlina
a overf).] Vsetko budeme pocitat modulo 13.

Artur: Uvazujme sumu Zye{o 1} ZzE{O 1} f(z,y,2). To znamend cely vyraz ok-
rem vonkajsej sumy. Toto je polyném v x. Ako vyzerd tento polyném?

Merlin: g;(z) = —2% + 22 + 2.

Artur: [Ak hovorf Merlin pravdu, potom »_, 1013 2yeq0,13 2oy (@9, 2) =
er{m} g1(x) = g1(0)+g1(1). Dosadi teda 0 a 1 a overi, ze g1 (0)+g¢1(1) =
2+3=5]

Artur: [A teraz pride vyzva! Zvoli uplne ndhodné &islo pre  (mod 13) a dosadi.
Zvolme napr. ndhodne x = 8, ¢;1(8) = 6.] Ak hovoris pravdu, potom

Zye{o,l} ZZE{O,l} f(8,y, Z) = 6. Dokaz!

Ako? Protokol bude prebiechat podobne, opiit odstranime jednu vonkajsiu sumu:

Artur: Uvazujme sumu 226{071} f(8,y,2). To je polyném v y. Ako vyzerd tento
polyném?

Merlin: go(y) = 11y3 + 7y + Ty + 10.

Artur: [Ak je to tak, potom - o132 cq01y S8y 2) = X cq01y 92(y) =
92(0) + g2(1). Dosadi 0 a 1 a overi, ze g2(0) + g2(1) = 104+ 9 = 6. To
sedi.]

Artur: [Zvolf ndhodné &fslo pre y (mod 13) a dosadi do gs. Zvolme napr. ndhodne
y = 5, g2(5) = 9.] Ak hovoris pravdu, potom Zze{o,l} f(8,5,z) = 9.
Dokaz!

Ako? Odstranime aj posledni sumu:
Artur: Uvazujme f(8,5,z) — polyném v z. Ako vyzerd tento polyném?

Merlin: g3(z) = 423 + 1222 +32 + 8
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Artur: [Dosadi 0 a 1 a overi, ze g3(0) +g3(1) =8+1=9,]

Artur: [Zvoli ndhodné &fslo pre z (mod 13) a dosadi. Zvolme napr. ndhodne z =
11.] Ak hovoris pravdu, potom f(8,5,11) = g3(11) = 5. Sed{ to? Dosad'me
x =8,y =25,z =11 do polynému f:

f8,5,11) = (1-(1-8)(1—-5)(1-11))
S(1—=8(1—5)(1—11))
(1= (1—-8)5(1—11)) =5 (mod 13)

[Vsetko v poriadku, Artur akceptuje.]

Dokéaze nas Merlin presvedéit o nepravde? Napriklad, mohol by nas Merlin
presvedCit, Ze D5, c o1y Lyefo.1} 2osefoy f (@Y, 2) =177

Uvazujme sumu » -, cco1y > .e0,13 /(@ ¥, 2). Ako sme uz spominali, toto je
polyném v z, konkrétne g (z) = —2%+2x+2, ale Merlin neméze povedat g; (z),
pretoze g1(0) + ¢g1(1) =5 a nie 1 a Artur by to hned’ odhalil. Merlin teda mus{
zaklamaf a povedat nejaky iny polyném, napriklad hi(x) = 22 + 5z + 4.

Artur dosadi 0 a 1 a overi, ze hy(0) + hi(1) = 10 + 4 = 1. Zvoli ndhodné z,
napriklad 3 a dosadi A1 (3) = 2. Dokaze Merlin Artura presvedcit, ze 3-, 1o 1y 2.e 01y f(3,9,2) =
2, hoci spravna odpoved je g1(3) = 127 Uvazujme sumu > _ o1y f(3, ¥, 2), ¢o
je polyném v y, konkrétne go(y) = y* + 7y* + y + 8, ale Merlin nemédze povedat
g2(y), lebo g2(0)+g2(1) = 12 a nie 2. Merlin teda musi opét zaklamat a povedat
nejaky iny polyném, napriklad ho(y) = y> + 7y% +y + 3.

Artur: dosadi 0 a 1 a overf, Ze ho(0) + ha(1) = 12 4+ 3 = 2. Zvol{ ndhodné y,
napriklad 7 a dosadi h2(7) = 7. Dok4ze Merlin Artura presvedéit, Ze 226{071} f3,7,2) =
7, hoci spravna odpoved je go(7) = 12? Uvazujme f(3,7,2) = g3(z) = 823 +
8z + 11, ale Merlin nemoze povedaf gs(z), lebo g3(0) + g3(1) = 12 # 7. Merlin
musf opit klamat, napriklad, ze f(3,7,2) = h3(z) = 2% + 22 + 2.

Artur dosadi 0 a 1 a overi, ze h3(0) + h3(1) = 2+ 5 = 7. Zvoli ndhodné z,
napriklad 2 a dosadf h3(2) = 1. Ked’ v8ak nakoniec vyhodnoti f(3,7,2), zist{,
2

f3,72) = 1-01-3)1-7(01-2))
(1=3(1-T7)(1-2))
(1= (1-3)7(1—2)) =041 (mod 13)
a teda Merlin cely ¢as klamal.

Vo vseobecnosti pre dany polyném f(x1,...,x,), celé éislo K a prvocislo p
chceme overit, ze

21€{0,1} z2€{0,1} z,€{0,1}

Artur: Ak n =0, overi, ze f = K. Ak dno, akceptuje, inak odmietne. Pre n > 1 sa
spyta Merlina na polyném Zme{o;} e ane{o’l} flz, .. zn) = g(aq).
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Merlin: Odpovie nejakym polynémom h(z;) (ak nepodvddza, mal by odpovedat

g(z1))-

Artur: Overf si, ze h(0) + h(1) = K (ak nie, ihned odmietne). Zvol{ si ndhodné
¢islo a (mod p) a rekurzivne overi, ze

Yoo Y flama.. @) = h(a).

z2€{0,1} z,€{0,1}

Ak4 je sanca, ze h(a) = g(a) pre ndhodné a (mod p)? Pracujeme s po-
lynémami stupiia < n a h(a) = g(a) prave vtedy, ked a je korer polynému
h — g, ¢o je tiez polyném stupiia < n. A teda pravdepodobnost, Ze Merlin
zrovna traff koren je < n/p.

Naopak s pravdepodobnostou (1 — n/p) bude h(a) # g(a). Indukciou sa
dokéze, ze

Ak je hodnota nepravdivé, dokaz odmietneme s pravdepodobnostou aspoii

-3) -39 - -3

Ak teda na zaciatku zvolime dostatoéne velké p medzi 2" a 2"t pravdepodob-
nost oklamania je zanedbatelna. O

Veta 21.2 (Shamir (1992), Shen (1992)). IP = PSPACE.

B Doékaz. Stadéf ukdzat interaktivny protokol pre QBF. Mohli by sme skisit
pokracovat v aritmetizdcii:

formula ¢(z,y,2) — polyném f(z,y, 2)
(V) - H:L’G{O,l}
(317) - x€{0,1}>
= kde [[, f(z) =1-T[, (1 - f(z))

Napriklad formula
(Vz)(F2)(Vy)(zVy V) A(mxVyVz)A(xV-oyVz)

je pravdivd prave vtedy, ked

H H H flzyy,2) = 1.

z€{0,1} z€{0,1} ye{0,1}

Ak by sme vsak chceli pouzit vyssie uvedeny protokol, problém sa ukdze uz v

R , 1 1 1

prvom kroku. Predstavme si, ze za¢neme s vyrazom HZE{O 1} | | Y SR | -2
‘. sxs s . 1 1 1 .o

Artur odstrdni vonkajsi sicin a spyta sa na [[, _o[[,,—0 [l —02 = 2° -

Toto je polyném v z — aviak exponencidlne velkého stupiial
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Ako tento problém zaplatame? Vysledok polynému nas zaujima iba pre hod-
noty 0 a 1 a pre z € {0,1} plati 2% = .
Pridajme teda linearizacny operéator L, ktory definujeme nasledovne:

Ly f(x) = (1= 2)f(0) +xf(1) = £(0) + (f(1) — £(0))=.

Jednoducho bodmi 0 a 1 prelozime priamku. Vsimnite si, f(x) a L, f(x) ddvaji
rovnaké hodnoty pre z € {0,1}. Co je vsak podstatné, nech je f(x) polyném
Tubovolne velkého stupia, L, f(z) je uz iba linedrny.

Ekvivalentne L, f(z) = f(x) mod 22 — x. Preco? Vypoéitat zvysok po delenf
22— je to isté ako povedat, ze 22 —x = 0, ¢o je to isté, ako povedat, ze 22 = x,
¢o plati pre x = 0 a x = 1. NavySe zvySok po deleni je polyném mensieho
stupnia, v tomto pripade linearny.

Formula

(V2)(F2)(Vy)(zVyVz)A(mzVyVz)A(zV-yVz2)

je pravdiva prave vtedy, ked

I z- JI ZeZ: [] LoLyL:f(zy.2)=1

z€{0,1} z€{0,1} ye{0,1}

a vd'aka linearizaénému operatoru budi vetky polynémy malého stupia.
Ak teda chceme dokézat, 7e

0102 ce ng(xl, “ee ,xn) = K,
kde O; € {[, 1], L} st rézne operétory.

Artur: Ak n = 0, overi, ze f = K. Ak dno, akceptuje, inak odmietne. Pre n > 1
(premenujme premenné tak, ze O; operuje na z1) sa spyta Merlina na
polyném Oy --- O¢f (1, ..., 7,) = g(x1).

Merlin: Posle h(z1) (ak nepodvddza, mal by odpovedat g(z1)).
Artur: Skontroluje:
— pre O1 =[], ¢ h(0) - h(1) = K,
—pre O =[], ¢ 1—(1—-h(0)(1-hr(1) =K,
— pre Oy = Ly, ¢ (Lgy h)(a1) = a1h(0) + (1 —a1)h(1l) = K.

nie, ihned odmietne. Zvoli si ndhodné é&islo a (mod a rekurzivne
Ak nie, ihned
overi, ze

Omz e O:Enf(ava . ,xn) - h’(a’)
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Kapitola 22

Interaktivne dokazy s
viacerymi dokazovatelmi

22.1 MIP
Definicia 22.1 (MIP). Model: jeden PTSV (overovatel) beZiaci v polynomidlnom
éase a k neobmedzengjch dokazovatelov Py, ..., P.. V s kaZdym dokazovatelom

zdiela osobitni komunikacni pdsku; véetci icastnici zdielaji read-only vstupnai
pdsku, avsak Ziadni dvaja dokazovatelia okrem toho nemaji mi¢ spoloéné a ne-
dokdzu spolu komunikovat. L € k-MIP, ak existuje PTS V (overovatel) beZiaci
v polynomidlnom case taky, Ze

e x€L=13P,...,P;:Pr.outy(V,P,...,P)(x) =1] > 2/3 (iplnost)

e ¢ L =VP,...,P, : Pr.Jouty(V,Pp,..., Pp)(x) = 1] < 1/3 (korekt-
nost).

Definujeme MIP = |, k-MIP. (MIP je skratka pre multi-prover interactive pro-
tocol).

Veta 22.1. PCP[poly, poly] = MIP = 2-MIP.

B Dékaz. Simuldcia PCP M dvomi dokazovatelmi: V sa spyta prvého doka-
zovatela vietky na vsetky miesta v dokaze, ktoré sa pyta M. Potom si vyberie
jednu nahodntd z poloZenych otdzok a spyta sa ju aj druhého dokazovatela a
overi, ze odpovede boli rovnaké. (Rozdiel medzi dékazom a otdzkami pre P; je,
Ze interaktivny dokazovatel sa méze rozhodniit, ako odpovedat na d'alsie otazky
podla tych predoslych; naproti tomu P, histériu nepozn4.)

Zjavne, ak v € L, existuje dokaz m, ktory vie M overit a ak budd P; aj
P, odpovedaf podla , presvedéia V. Naopak, ak = ¢ L, predstavme si, Ze
odpovede P, na vsetky otdzky dopredu napiSeme ako refazec m (aj tak sa P
pytame iba raz). Ak P; odpovie rovnako, ako , tak kazdy dokaz presvedéf
M s pravdepodobnostou najviac 1/3 a ak P; hovori nie¢o iné, V to odhalf s

295
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pravdepodobnostou aspoii 1/n* (kde n* je pocet otazok). Opakovanim protokolu
sa této pravdepodobnost d4 zmensit pod 1/3.

Naopak, aj viacerych interaktivnych dokazovatelov vieme zakédovat ako
dokaz: jeho (4, j, k, Bi1, - - -, Bij)-ty bit bude k-ty bit j-tej odpovede dokazovatela
P; na otdzku B;;, pricom Bi1,...,B;j—1) si vSetky predoslé otdzky, na ktoré
odpovedal. O

f %5 g, ak Pry[f(z) £ g(n)] < 6

Ak f1 =5 g aj fo =s g a fi1, fo su polynémy malého stupna, potom aj
f = fi — f2 je malého stupna, ktory je nulovy na 26 vstupov z I™, takze
ak [I| > 2dm a 6 < 1/4, potom f = 0, teda f; = f2 je jedineény polyném.
Polynémy malého stupiia tvoria samoopravny kod.

Lema 22.1. Nech 7w je dokaz ktory kdéduje hodnoty nejakej funkcie h, t.j. na
pozicii (11,...,Tm), kde r; € I CF je hodnota h(ry,...,rn) € F. Nech |I| =
kdm. Potom existuje polo-interaktivny protokol taky, Ze

o ak kdduje polynom h stupria < d v kaZdej premennej a Exle{o,l} ZIQE{O,I} . Za:me{O,l} h(zxy,...

a, tak existuje dokazovatel, ktory overovatela urcite presvedcy,

e ak m kdduge funkciu, ktord je 6-blizko (6 < 1/4) polynému f stupria < d v
kazdej premennej a ak existuje dokazovatel, ktory presvedéi s pravdepodob-

nostou viésou ako 6+1/k, potom Zmle{o,l} EIzE{O,l} - wae{o’l} flxy, ... xm) =
a.

B Dokaz. Protokol je tplne rovnaky ako v dokaze vety TODO NP C IP
iba s tym, Ze uplne na konci polyném h nevyhodnotime, ale pozrieme sa na
hodnotu v dokaze 7. Prvy bod je jasny. V druhom predpokladajme, ze v dokaze
je zakédované f namiesto h (kde f je jedineény polyném malého stupnia, ktory
je d-blizko h). Rovnako ako v dokaze TODO dokazovatel musi klamat v kazdom
kole s pravdepodobnostou 1 — 1/k. Na konci je jeho jedind zdchrana, 7e f a h

sa lisia na v ndhodnom bode (71, ..., 7.,), €o je s pravdepodobnostou najviac 6.
O

Definicia 22.2 (Oracle-3-SAT). Nech z a by, bs,bs st refazce premennijch,
|z| =7, |bi] = s, oznaéme b = bibabs a w = zb. Necht = 117a713. Nech B(w,t) je
booleovskd formula s r+3s+3 premenngmi. Hovorime, Ze funkcia A : {0,1}* —
{0,1} je spliugice ordkulum pre B, ak pre kazdé w je B(w, A(b1), A(b2), A(b3))
splnené.

Veta 22.2. ORACLE-3-SAT je NEXP-ipiny.
B Dokaz. Pozrime sa na NEXP vypocet stroja M na vstupe x a vytvorme
preii 3-CNF formulu ¥ ako v Cook-Levinovej vete (hoci v tomto pripade expo-

nencidlne dlhi). Nech pocet premennych je 2%, kde s = poly(n). Oznaéme pre-
menné X (b), kde b € {0,1}*. Kazdui klauzulu mozeme zapisat v tvare

Cb, f, X) = (91 ® X (b1)) V (92 ® X(b2)) V (93 & X(b3)),
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kde ¢; = 1, ak je premennd v klauzule negovana, takze f kdéduje znamienka
premennych a b kéduje indexy premennych v klauzule. Nech By (f,t) = (¢1 €
)V ($2 ® 72) V (d3 D T3);

Samotné klauzuly st rozpoznatelné v polynomiilnom ¢ase — existuje poly-
nomidlny algoritmus, ktory na vstupe x,b, f povie, ¢ sa klauzula C(b, f, X)
nachadza v ¥, alebo nie. Na tento vypoéet mdzeme opét pouzit Cook-Levinovu
vetu a dostaneme formulu By(u, f,b).

Preto = € L prave vtedy, ked existuje funkcia A takd, ze A spfﬁa c, f,X),
alebo C'(b, f, X) nie je klauzula ¥: Teda

\Ill(uvba fa t) = Bl(fv t) Vv _‘BQ(ua b,f)v

¢o je tsporny (polynomidlne velky) zépis formule W. O

Lema 22.2. Pre instanciu (B,r,s) ORACLE-3-SAT vieme v polynomidlnom
¢ase vypocitat polyném g s celociselngmi koeficientmi na rovnakej mnoZine pre-
menngjch taky, Ze A : {0,1}* — Q je splriiujice ordkulum pre B prdve vtedy, ked
Zwe{o,1}r+33 g(w, A(by), A(b2), A(bs)) = 0.

B Dokaz. Tak ako pri IP, dostaneme polyném f. Vyledok je g(w, t) = f(w,t)*+
(11(m1 — 1))2. Sticet §tvorcov je nulovy, ak si vietky éleny nulové, eleny (71 (71 —
1))? zaistuji, ze A nadobtida iba hodnoty {0, 1}. O

MEH

Lema 22.3. Nech L € NEXP. Potom existuje konstanta c takd, Ze pre vsetky
x € {0,1}" existuje 3-CNF formula

O, (X(0),X(1),...,X2" —1))= N\ G

exponencidlnej dl/zvky s exponencidlne vela (Q"C ) premennymi, pricom kazdd klau-
zula C; sa dd vypocitat v polynomidlnom case zx a i a x € L prdve vtedy, ked
existuje ohodnotenie premenngch A : {0,1}™ — {0,1}, ktoré spliia vietky klau-
zuly.

Lema 22.4. Nech L € NEXP. Potom ezistuje konstanta c¢ a predikdt p, :
{0,1}*7°+3 — {0,1} wypocitatelny v polynomidlnom case taky, Ze

x €L < A :Vi,b,t: ( (i, b,t) = A(b1), A(bo), A(bs) spliiaji klauzulu c[t})

< JA: -3, b, t: (pw(i7 b, t)A—A(by), A(by), A(bs) splriaji klauzulu c[t]),

kdei € {0,1}" je index klauzuly, b = bybabs € {0,1}*" sii éisla premennych a t
je typ klauzuly. p,(i,b,t), aki-ta klavzula C; md tvar t1X (b1)Vta X (b2)Vits X (bs).
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Lema 22.5. Eristuje konstanta ¢’ takd, Ze pre kazdé x existuje aritmeticky vijraz
P, vypocitatelny v polynomidlnom case s 4n¢ + n® + 6 premennymi stupna
najviac n¢ taky, Ze pre kazdé i,by, by, bz € {0,137 a pre kazdé t € {0,1}3:

Z Pm(iabatvzaA(bl)’A(bZ)vA(bB’))

zE{O,l}”CI

je 1, ak py(i,b,t) = 1 A —A(by), A(by), A(bs) spliiaji klauzulu c[t], inak 0.

B Dokaz. 7 Cook-Levinovej vety mame F),. taku, ze
> Fu(ist,b,2) = [pa(i,t,b)]

(z st pomocné premenné); nech ¢(t, a1, as,as) je polyném, ktory aritmetizuje
»01, G2, az splnaju klauzulu c[t]“. Potom P, (i,b,t,z,a) = F(i,t,b, 2)(1—q(t,a)).
Il

Odteraz dalej true bude 0 a false > 0.

> Puliybt, 2, A(br), A(by), A(bs)) = 0, ak neexistuji i,b, t...

i,b,t,z

Lema 22.6. Nech L € NEXP. Potom existuji konstanty ¢, ¢’ takd, Ze pre kazdé x
existuje aritmeticky vijraz P, vypocitatelnyj v polynomidlnom case s 4n€+nc +6
premennymi stupna najviac n¢ taky, Ze

reL<—3A: Z Py (i,b,t,z, A(by), A(by), A(bs)) = 0,
i,b,t,z
kde A :{0,1}"" — {0,1} aibtz € {0, 1}”4C+Cl+3.

Namiesto A budeme pouZivat A’ — multilinedrne rozsirenie. To, ze A’(b) €
{0,1} pre vietky b € {0,1}™ mozeme overif tak, Ze overfme, Ze > befoyne [A(D)(1—
A'(b))]? = 0. Overf sa podobne ako v LFKN protokole, ale s pouzitim celych
¢isiel namiesto modularnej aritmetiky. D4 sa dokdzaft, Ze koeficienty maji po-
lynomidlne dlhy zépis. Nech N = 9(n¢ + 3)(4n¢ + n® + 3), vietky koeficienty
st najviac 297 N4

Podobne sa otestuje (za predpokladu, ze A’ je naozaj multilinedrne rozsirenie),
iy P, =0

Existuje test multilinedrnosti: pre N € N, 40n? < N < 2" nech I =
{0,1,...,N—1}. Nech A : I"" — @ je lubovoln4 funkcia. Existuje pravdepodob-
nostny test, ktory v polynomidlnom ¢ase overi, ¢i je A multilinedrna funkcia,
pricom ak je, tak akceptuje a ak nie je aspon 1/36-blizko multilinedrnej funkcie
g, tak akceptuje s pravdepodobnostou najviac 1/9. Pri teste sa spytame len na
4 hodnoty A’ a pravdepodobnost, Ze sa prave na nich A’ li§i od ¢ je najviac
4/36 = 1/9 — a ak sa zhoduju, overovatel by akceptoval aj s dokazom g namiesto
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A’, ale pre multilinedrnu funkciu uz vieme, Ze overovatel by akceptoval s pravde-
podobnostou najviac 1/9. Takze overovatel moze (mylne) akceptovat, ak a) A’ je
d’aleko od multilinedrnej, ale nezist{ to, b) A’ je blizko multilinedrnej funkcie g,
ale zrovna na otazkach, ktoré sa overovatel pyta, sa A’ a g lfgia, ¢) A’ je blizko g,
tie sa zhodujd na kontrolovanych hodnotach a dokazovatelovi sa predsa podari
overovatela oklamat. Kazd4 z tychto moznost{ sa stane s pravdepodobnostou
najviac 1/9, spolu je to najviac 1/3.

22.2 Multilinearne rozsirenia

0 1
01 2
111 4
0 1 2 3 4 0O 1 2 3 4 01 2 3 4
0|1 2 0|1 2 3 4 5 01 2 3 4 5
1|1 4 111 4 2 0 3 1({1 3 0 2 4
2 211 1 1 1 1 211 4 2 0 3
3 311 3 0 2 4 311 0 4 3 2
4 411 0 4 3 2 411 1 1 1 1
f(z,y) = ap+arz+asy+aszry 1-(1—z)(1—y)+2-(1—2)y+1-z(1—y)+4-zy =

2zy +y+1
Langrangeov interpola¢ny polyném ako pri CNF pre

Vo v8eobecnosti f(z1,...,25) = 2, eq0.13n f(W0) Xw(@1, ..., 2n), kde xo (21, . ..

[T (wiz; + (1 —w;) (1 —2;)). Xw(w) =1 a xyw(z) = 0 pre vietky z # w, a teda
> f(w)xw(2) = f(z) pre vsetky z € {0,1}".

Jedine¢nost: Ak p, q st multilinedrne a zhoduji sa na {0,1}", potom p — ¢
je tiez multilinedrny a je nulovy na {0,1}". UkdZzeme, Ze je nulovy na celom
F™. Ak by to nebol nulovy polyném, nech ¢ je ¢len najmensieho stupia. Ak
dosadime sa vSetky premenné v ¢t 1 a za vSetky ostatné 0, clen ¢ bude nenulovy,
ale vSetky ostatné ¢leny si vyssieho alebo rovnakého stupna a teda obsahuji
nejakd premennu, ktora nie je v t a ich hodnota bude nula. Takze sme ukazali,
ze nenulovy polyném nadobida nenulovii hodnotu na {0, 1}™.

Literatura
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Kapitola 23

»Zjemnend* teodria zlozitosti

Uvazujme problém 3-SuM: dané st mnoziny ¢isiel A, B,C (JA| = |B| = |C| =n)
a cielovd suma ¢. Ulohou je najst a € A, b € B, ¢ € C také, ze a + b+ ¢ =
t. Mozeme vyskusat vsetky trojice — riesenie v O(n?). Lepsie je vytvorit si
hesovaciu tabulku, kde pre kazdy prvok a € A vlozime hodnotu t — a. Potom
staci sktisat uz len vietky dvojice (b, c) a skontrolovat, ¢i sa ich sticet nachddza
v tabulke — rieenie v O(n?). Alternativne mozeme utriedif B a C' a potom pre
kazdé a € A hladat dvojicu (b, c), ktorej sicet je t — ¢; toto hladanie robfme
inteligentne: prechddzame prvky B od najmensieho k najvac¢Siemu a zaroven
prvky C od najvécsieho k najmensiemu.

zlepsené o ~ 1/log® n; dolny odhad Q(n?) v modeli, kde otédzky st sgn(cia+
cob + c30).

Hypotéza 23.1. 3-SUM sa nedd riesit v éase O(n?>~¢) pre e > 0.

k-SuM: Dan4 je cielova suma t a k mnozin Ay, ..., Ay, kazda velkosti |A;| =
n. Vyber z kazdej mnoziny jeden prvok tak, aby stucet bol t.

k-SUM sa dé riesit v case O(nl*/21).

k-SuM hypotéza: Neexistuje algoritmus, ktory riesi k-SUM v éase O(n!#/21-2),
tzn. existujdci algoritmus je v podstate optimalny.

Nech ¢; = inf . k—SuMm € DTIME(n®) je exponent v ¢asovej zlozitosti najrychlejsieho
algoritmu (resp. infimum, ak by existovala nekoneénd postupnost stdle lepsich
algoritmov).

Veta 23.1. Z ETH vypljva, Ze ¢, = O(k).

Hypotéza 23.2 (ETH). Hypotéza o exponencidlnom case (Exponential Time
Hypothesis): Pre kazdé k > 3 existuje € > 0 také, Ze k-SAT sa nedd riesit v ase
o(2em).

Hypotéza 23.3 (SETH). Silnd hypotéza o exponencidlnom case (Strong Expo-
nential Time Hypothesis): Pre kazdé € > 0 existuje k také, Ze k-SAT potrebuje
case (20172,

303
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Inymi slovami, nech s je najmensi koeficient ¢ taky, Zze k-SAT sa da riesit
v case O(2°"poly(n)) (sx = inf{§ | Jalg. riesiaci k-SAT v case O(2°")}) a nech
Seo = limg oo . ETH vravi, ze s > 0 pre vSetky k£ > 3. SETH vravi, ze
Soo = 1.

Problém kolmych vektorov — Ov (orthogonal vectors): Pre dané mnoziny d-
rozmernych vektorov A, B C {0,1}? existuje dvojica kolmych vektorov u € A,
v € B?

Hypotéza 23.4 (OVC). Problém kolmgch vektorov Ov pre d = Q(logn) sa
nedd riesit v ¢ase O(n?7¢).

Veta 23.2. SETH implikuje OVC.

B Dokaz. Majme k-CNF formulu ¢ s premennymi xq,...,z, a klauzulami

Ci,y...,Chp (m = O(n)). uvazujme vsetky ¢iastnoéné ohodnotenia « prvej po-

lovice premennych (takych je 27/2) a zostrojme vektory u® také, ze u$ = 0, ak

@ spiﬁa C;, inak u = 1. Podobne pre vSetky ¢iastnotné ohodnotenia 8 druhej

polovice premennych zostrojme vektory v, kde fuf =0, ak g spfﬁa C;, inak
B

vy = 1. Potom «, 3 (ohodnotenie vSetkych premennych) spifla ¢ prave vtedy,

ked pre kazdé i aspon jeden literal spiﬁa C;, a teda asponi jedno z uf, viﬁ je
nula, ¢o je prave vtedy, ked u® L v?. Formula ¢ je splnitens prave vtedy, ked
existuje dvojica kolmych vektorov u®, v?.

Ak by sme vedeli riegit Ov v ase O(N27¢), potom k-SAT by sme vedeli
riesit v case O((Z”/Q)Q_E) = 0(2(1=¢/2)7) pre Tubovolné k, ¢o je v rozpore so
SETH. O

Veta 23.3. Ak plati OVC, potom na vypocet priemeru grafu (mazimdlnej vzdia-
lenosti medzi dvoma vrcholmi) treba kvadraticky ¢as. Dokonca na 3/2-aproximdciu
treba Q(n?7F).

B Dokaz. OVC redukujeme na priemer grafu podla obr. TODO. Vrcholu st
vektory z A a B, indexy 1,...,d a dva Specidlne vrcholy. Vrcholy st pospdjané
ako na obr. s tym, Ze hrana medzi vektorom A; a indexom j vedie vtedy, ked
(A;); = 1. Plati, ze vzdialenost medzi vektormi A; a B; je 3 prave vtedy, ked st
kolmé — v opa¢nom pripade existuje nejaky index k taky, ze (4;)r = (Bj)r =1 a
teda cesta A;—k—DB; ma dizku 2. Presvedéte sa, ze vSetky ostatné vzdialenosti
si najviac 2, kedZe vrcholy susedia, alebo st spojené cez s alebo t. Z toho
vyplyva, Ze priemer grafu je 3 prave vtedy, ked existuji dva kolmé vektory
A;, B; a v opacnom pripade je priemer 2. Ak by existoval Q(n?~¢) algoritmus
pre 3/2-aproximéciu, tak existuje Q(n?¢) algoritmus pre OV. O

Veta 23.4. Ak plati OVC, tak problém Lcs sa nedd riesit v éase O(n?=¢%).

B Doékaz. (Ndznak.) Jednu suradnicu vektoru a € A nahradime 0 — 001,
1 — 111 a pre vektor b € B nahradime 0 — 011, 1 + 000. V&imnite si, ze
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Obr. 23.1: Redukcia OV na priemer grafu.

pre lubovolni kombindciu vstupov bude LCS rovné 2, okrem pripadu (1,1),
kde LCS(000,111) = 0. Takto zakédované siradnice oddelme dostatocne vela
(4d) znakmi # (tak, aby sa neoplatilo sparovat dve rozne stiradnice). Vysledné
stringy budid mat LCS rovné C = (d — 1)4d + 2d, ak a L b, v opaénom pripade
najviac C — 2. Nevyhoda je, Ze ak a a b nie st kolmé, LCS modze nadobudnit
vela roznych hodnot medzi C' — 2d a C — 2. Napravime to nasledovnym trikom:
Pridajme kazdému vektoru (d + 1)-vii siradnicu rovni 0, ak je vektor z A, resp.
1, ak je vektor z B (kolmost medzi vektormi z A a B sa zachova) a definujme
Specidlny vektor s = (0,0,...,0,1). Skaldrny si¢in s a lubovolného vektora
b€ B jel ateda LCS bude presne C' — 2. Vektory a, b zakédujeme takto:

(a) * * x (s)

ook (D) & ok

pricom pouzijeme dostatocne vela (10d?) oddelovacov * tak, aby sa v LCS vidy
oplatilo vietky sparovat. Tzn., v optimalnom rieseni budi oddelovaée sparované
bud’ s tymi pred b-ékom a b bude sparované s s, a LCS bude C’ = 10d? + C —
2, alebo ak a L b, oplati sa oddelovaée sparovat s tymi za b-¢kom, pricom b
sparujeme s a a LCS bude C’ + 2.

Ako zakdédujeme celi mnozinu vektorov? Vektory z A zakédujeme tak, ze
zakédujeme dve képie oddelené dostatoéne vela (100d?) oddelovacmi $:

(a1))$8$((a2)) 985 . .. $8$((an))$$$((a1))$8$((a2))$5$ . .. $85(an))

a vektory z B zakédujeme tak, ze podobne zakédujeme jednu képiu a na zaciatok
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aj na koniec priddme 100d? - 2n oddelovacov $:

559 (b1 ) S5 (b2)) $9S - - - $85((D,, ) $55$$$

Ak existuje dvojica a; L b;, LCS bude aspoii C” = (2n—1)100d*+nC’+2 (ak
existuje viacero kolmych dvojic, méZe to byt aj viac); naopak, ak taka dvojica
neexistuje, LCS bude najviac C” — 2.

Takto sme redukovali OV na Lcs pre stringy dlzky O(nd?) = O(n-polylog(n))
a ak by existoval O(n?~¢) algoritmus pre Lcs, tak existuje aj pre Ov. g



Kapitola 24
Zlozitost pocitania

e Kolko sledov dlzky k vedie medzi s a ¢?

e Kolko ciest vedie medzi s a t?

e Kolko kostier mé dany graf?

e Kolko parovani ma dany graf?

e Kolko 2-farbeni m4 dany graf?

e Kolko riesen{ m4 dany 3-SAT?

e Kolko rieseni mé dany 2-SAT?

Definujme ,pocitacie® triedy funkeii f : {0,1}* — N analogické P, NP:

Definicia 24.1 (FP, #P). FP je trieda funkcii f : {0,1}* — N vypocitatelnych
v polynomidlnom case. #P je trieda funkci? f : {0,1}* — N, pre ktory existuje
polyném, p a polynomidlny TS M taky, ze f(z) = |{y € {0,1}P1=D . M(z,y) =
1}|. Ingmi slovami, [ je pocet akceptacnijch vypoctov nejakého polynomidlneho
NTS.

Definicia 24.2 (FP). f € FP, ak f vieme vypodcital v polynomidlnom éase.

Definicia 24.3 (#P). f € #P, ak f je pocet akceptaénygch vipocdtov nejakého
polynomdlneho NTS.

f je poéet ,rieseni, pricom riesenia su poly velké a vieme ich overit v poly
case

Jpoly TS D, polyném p: f(x) = #{y € {0,1}*® | D(z,y) = 1}

*FP £ 4P 77 % FP = #P ===; P = NP * FP = #P j=== P = NP 77
(nevie sa)

Definicia 24.4 (#P-tuplnost). Funkcia f je #P-iplna, ak je v #P a #P C
FP/.
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— * Ak f € FP, tak FP/ = FP * Ak f je #P-tplné a f € FP, tak FP = #P.

Pocet sledov diiky k vedie medzi s a t?7 Pocet kostier ma dany graf? Pocet
2-farbeni ma dany graf? € FP

Pocet ciest vedie medzi s a t? Pocet parovani ma dany graf? Pocet rieseni
méa dany 2-SAT? si #P-uplné

#SAT je #P-tuplny. vic¢sina NP-iplnych problémov ma #P-tplnui poéitaciu
verziu Funkcia perm na maticiach nad Zy je #P-uplna.

Definicia 24.5 (permanent). Permanent n x n matice A definujeme ako

perm(A) = > [ Aiw).

oeS, 1t
Veta 24.1 (Valiant). Funkcia perm na maticiach nad Zs je #P-ipind.
Aky je vztah PH a #P?

Veta 24.2 (Toda). Vsetky problémy v PH vieme vyriesit pomocou jedinej otdzky
na #SAT.
PH C P#P,

24.1 Hladanie jedineéného riesenia
Dokaz Todovej vety za¢neme malou odbockou, a sice otazkou:
Aké fazké je hladaf jedineéné rieSenia?

Vezmime si napr. problém SAT. Ak ma formula n premennych, pocet rieSeni
(splitujiicich ohodnoten{) méze byt Iubovolné éislo medzi 0 a 2". Predstavte
si vSak, Ze pride niekto a d4 nam formulu ¢, pricom ndm slibi, ze ¢ je bud
nesplnitelnd, alebo ma prdve jedno jedineéné riesenie. Ak klame, je jedno, ako
sa zachovd nas algoritmus — ¢i povie dno / nie / zacykli sa / vybuchne. Tento
problém sa vola unique-SAT, USAT a otdzka znie: pomodze nam tato dodato¢nd
informdcia? Je jednoduchsie najst riesenie, ak jedineéné? Alebo je naopak USAT
NP-tiplny a teda rovnako fazky ako vieobecny SAT?

V stiasnosi na tito otdzku nepoznidme odpoved, ale sme velmi blizko:
USAT je ,skoro“ tak tazky ako vieobecny SAT. A ¢o myslime tym ,skoro“? Pri
studiu NP-uplnosti sme si povedali, Ze dva problémy budeme povazovat za rov-
nako tazké, ak vieme redukovat jeden na druhy deterministickou polynomidinou
many-to-one redukciou. A v st¢asnosi nie je zndme, ¢i sa d4 SAT redukovat na
USAT. Co vsak vieme, je ako SAT redukovat na USAT pravdepodobnostnou Tu-
ringovskou redukciou, ktord moéze mat mali, jednostranni chybu:

Veta 24.3 (Valiant, Vazirani). Ezistuje pravdepodobnostng polynomidlny al-
goritmus f taky, Ze

e ak ¢ € SAT, tak Pr[f(¢) € USAT] > 1/8n, ale
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o ak ¢ ¢ SAT, tak ani f(¢) ¢ SAT.

Inak povedané: Plati, ze NP C PSAT 4 nevieme, ¢i NP C PUSAT, ale dokazeme
si, ze
NP C RPUSAT,
Alebo este inak: Neverime, ze USAT sa da riesit (deterministicky) v po-
lynomidlnom &ase, pretoze potom by sa SAT dal riesit pravdepodobnostne v
polynomiédlnom ¢ase a potom by NP = RP.

Lema 24.1 (Izola¢ni lema, Valiant, Vazirani). Nech H,  je trieda po
dvoch nezdvisljch hasovacich funkeii h - {0,1}" — {0,1}* a S C {0,1}", 1-2F <
|S| < % -2k Potom Prpen, [Fa € S: h(z) =0 >1/8.

B Dé6kaz. Oznaéme p pravdepodobnost, Ze ak vyberiem nahodni heSovaciu
funkciu z H, tak sa nejaky (lubovolny) fixny prvok z zahesuje na nulu: p =
Pruepn, o [h(x) = 0%] = 1/2%. Nech N je ndhodna premennd oznacujiica pocet
prvkov z € S, ktoré sa zahesuju na nulu. Zjavne E[N] = |S|p € [, 3].

Plati: Pr[N =0} <1—|S|p+ ('gl)p2 (princip inklizie, exklizie) a Pr[N >
2] < (";‘)p2 (union bound), odkial Pr[N = 1] > |S|p(1 — |S|p) > 1/8. O

B Do6kaz vety. Zvolime ndhodné k €r {2,...,n+ 1} a h €g Hn (s prav-
depodobnostou 1/n bude 2¥=2 < |S| < 2F~1 a vtedy s pravdepodobnostou 1/8
existuje jediné x: h(x) = 0%). Nech teda 7(z, y) hovori ,h(x) = 0F“ (t1ito formulu
zostrojime bud priamo podla H, alebo v najhorsom pripade Cook-Levinovou
konstrukciou). Vysledkom je formula 1 = ¢(x) A 7(z, y). O

24.2 Parita poctu rieseni

Definicia 24.6 (®P). L € ®P, ak existuje poly-time NTS M taky, 2e x € L
prave vtedy, ak M(x) md nepdrny pocet akceptacnych vypoctov. Definujeme
@¢(x) ako pravdivi, ak ¢(x) md nepdrny pocet spliujicich ohodnoteni a ©SAT
ako jazyk pravdivijich ®&¢ formal (¢ nemusi byt v CNF).

Zatialco pri USAT je otvoreny problém zlepsit pravdepodobnost tdspechu o
i len na kon$tantu, pri @SAT to pojde.

Oznaéme #¢ pocet splitujicich ohodnoteni ¢. Pre ¢, 1 vieme vyrobif formuly
[0-¥](x,y) = ¢(x) AMY(y) a (predpokladajme, Ze ¢ mé n premennych a ¢ m < n
premennych) (¢ +](2) = [z0 A ¢(2) A N, —2i)] V [720 A(2) AN —z0)]
také, 7e #[0- U] = #6- #1 a #[o+ U] = #6 + #0.

Nech 1 je formula s jedinym spliujicim ohodnotenim. VSimnime si, ze

(D, o@D, v(W)] == B, ,[¢-VI(z,y) a D, ¢(z) = D, .l0+1](z,2).

Lema 24.2. Pre lubovolné k, m existuje pravdepodobnostny polynomidlny algo-
ritmus [ taky, Ze

e ak ¢ € X SAT, tak Pr[f(¢) € ®SAT| >1—1/2™, ale
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o ak ¢ ¢ NLSAT, tak ani Pr(f(¢) ¢ SAT] < 1/2™.

Ingmi slovami PH C BPPESAT

B Dokaz. Pre NP vezmeme formulu ¢ a pouzijeme redukciu z vety 24.1 R =
O(nm)-krat; vyslednd formula bude zakédovanie ich OR-u (popisané vyssie).
Ak redukcia nefungovala s pp. 1 —1/8n, tak R-krat zopakovand nefunguje s pp.
< 27™, Vdaka uzavretosti ®P na NOT nam prejde aj coNP.

Pre ¢ > 1 bude dokaz prebiehat indukciou. Nech ¢ = 3z : 9 (), x pozostiva
z n premennych. Z indukéného predpokladu existuje pravdepodobnostna re-
dukcia, ktord pre kazdé x zostroji @SAT formulu f(z) = @, p(z,x) ekviva-
lentnti 9 (z) s pravdepodobnostou aspoii 1 — 2=(m+1) Ak spustime Valiantovu-
Vaziraniho redukciu R = O(nm)-krat, dostaneme o = \/le(@xy Ti(z,y) A
B(z)). Ak je Fx : B(z) pravdivé, Prlaje pravdivd] > (1 —1/8n)f > 1 —2-(m+1),
Inak je o nepravdiva.

Z IP B je ©SAT instancia a a vieme do tohto tvaru upravit. Chyba moze
nastat pri prevode 9 (x) na 8 a pri Valiantovej-Vaziraniho redukcif; pravdepo-
dobnost je vsak najviac 2 x 2~ (m+1), O

Néaznak iného dokazu: Zac¢nime s tym, ze NP C BPP®P. D4 sa ukézat, ze
®PE” = ©P a ze keby NP C BPP (o nepredpokladdme), tak celd PH C BPP.
Vsetky tieto vysledky relativizuju, tzn. platia, aj keby sme vSetkym strojom
pridali (to isté) ordkulum:

povodna veta relativizovana
NP C BPPSP NPEP C BPPEP"
NP C BPP = PH C BPP NP®P C BPP®F = PH®" C BPP®P

Takze NP®? C BPP®P™" = BPP®P &z NP®P C BPP®P vyplyva PH C PH®® C
BPP®P.

24.3 Todova veta

Veta 24.4 (Toda). PH C P#P.

Lema 24.3. Ezistuje (deterministickd) poly-time transformdcia T, ktord ku
kazdej formule a vyrobi B = T(, 1%), pricom

o ak o € ©SAT, tzn. #a = —1 (mod 2), tak #5 = —1 (mod 2¢+1), ale

o ak a ¢ ©SAT, tzn. #a =0 (mod 2), tak #3 =0 (mod 2¢T1).
B Dokaz Todovej vety. Nech f je redukcia z Lemy 24.2 s m = 2, ktord na
vstupe dostane kvantifikovani formulu 3 a ndhodny refazec r dlzky R. Nech T

je redukcia z Lemy 24.3 s £ = R+ 2 beziaca v ¢ase poly(R, |f(¥)]). Vsimnime si
teraz hodnotu 3, o 1yr #T(f(3,7)) (mod 271).
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Ak je 1 pravdivd, aspoii 3/4 ¢lenov je —1, takze sticet lez{ medzi —27 a
—[2 x 27]. Na druhej strane, ak je ¢ nepravdiva, stcet je medzi —[1 x 2% a 0.
Staéi teda pomocou Cookovej-Levinovej konstrukcie zostrojit formulu I'(r, y, 2)
taku, ze

#T = #T(f(¥,7)) (mod 2F1).

I'(r,y, z) zostrojime tak, aby bola pravdiva prave vtedy, ked y spliuje T'( f (v, 7), 1¢),
pricom z si pomocné premenné kodujice vypocet. O

B Dékaz lemy. Nech g(z) = 42° + 324, ¢%(z) = =z, ¢"*1(z) = g(¢'(2)).
Vsimnime si, Ze ak = —1/0 (mod 22'), tak g(z) = —1/0 (mod 22 ).

To znamend, ze ak #7 = —1/0 (mod 22'), tak aj #[4r3 + 374 = —1/0
(mod 22i+1), kde 73 je skratka pre formulu [7 - [ - 7]].

Nech 1 = «, Y1 = 47 + 39} a B = Yliog(e+1)]- Formula § bude iba
exp(O(log¥)) = poly(¢)-krat dlhsia. O
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Kapitola 25

Derandomizacia a dolné
odhady

Veta 25.1 (Karp-Lipton). Ak NP C P/poly, tak PH = £5.
Veta 25.2 (Meyer). Ak EXP C P/poly, tak EXP = 5.

Veta 25.3. Ak NEXP C P/poly, tak NEXP = EXP = ¥5.

Veta 25.4. Ak PIT € P, a PERM € AlgP/poly, tak PPP*™ C NP.

B Dékaz. * nech L € PP"™M M ake. L v ¢ase m = n? * zostrojime N: * N
si tipne algebraické obvody C4,...,Cy, * overi, ze C; riesi PERM na maticiach
i X ¢ * simuluje M s pomocou {C;} * overovanie je induktivne: pre ¢ x ¢t maticu
je

t
perm A = Z a1; perm A; ;
i=1
* A;; je A's vynechanym i-tym riadkom a j-tym stfpcom * ak sme uz overili
C¢—1, nahradenim C;(X) za perm X dostdvame identitu s t2 vstupmi * td vieme

overit vdaka PIT € P. O

Veta 25.5. Ak PIT € P, tak NEXP ¢ P/poly alebo PERM ¢ AlgP/poly.

B Dékaz. * nech PIT € P, NEXP C P/poly a PERM € AlgP/poly * NEXP =
EXP = ZS C PH C P#P C PPERM C NP * spor s vetou o nedeterministickej
casovej hierarchii. O

vysledok 3. generacie“ * ¢asovéd hierarchia, Hartmanis, Stearns — 1965 *
nedeterministickd €asovd hierarchia, Cook — 1972 * permanent a #P-tiplnost,
Valiant — 1979 * Karp-Lipton-Meyer — 1980

* Todova veta — 1991 * Impagliazzo, Kabanetz, Wigderson — 2001
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Dodatok A

Uzitocéné znalosti z
matematiky

A.1 Aproximacie, odhady, nerovnosti
1 n 1 n+1
<1+n> <€<<1+n>
1 n 1 n—1
(1—) <1/e<(1+>
n n

Zjavne (n/2)"? < n! < n™ (polovica éinitelov je aspon polovica), takze
Inn! = O(nlogn). Presnejsi odhad ddva Stirlingova aproximécia:

n
n! ~V2mn (ﬁ)
e

Inn!=nlnn —n+O(Inn)
A.2 Zaklady pravdepodobnosti

Veta A.1 (Booleova nerovnost (Union bound)). Pravdepodobnost zjedno-
tenia je najviac sucet pravdepodobnosti:

Prl J 4] < Z Pr[A].

A.3 Pravdepodobnostna metéda

Ak chceme dokizaf existenciu objektu s nejakymi vlastnostami, méZeme na-
miesto toho skusit (zdola) odhadntit pravdepodobnost, Ze ndhodny objekt méd
dané vlastnosti. Ak je pravdepodobnost nenulova, taky objekt musi existovat.

317



318 Dodatok A. UZitoéné znalosti z matematiky

Obr. A.1: Pravdepodobnost A U B U C sa d& vyjadrit presne podla principu
inklizie a exklizie. Kazdopadne sa viak d4 zhora ohranicit sti¢tom jednotlivych
pravdepodobnosti A, B a C.

Veta A.2 (Priemerovaci princip). Zjavne pre lubovolni postupnost je mini-
mum < priemer < mazimum. To ale znamend, Ze ak priemer je p, potom exis-
tuje ¢len s hodnotou > p. Ak X je ndhodnd premennd nad konecénou mnoZinou
a E[X] > p, potom X > u s nenulovou pravdepodobnostou. Ak jav A zdvisi od
ndhodnyjch premennych X,Y , tak ak Prx vy [A(X,Y)] > p, tak existuje konkrétna
hodnota x, pre ktord Pry[A(x,Y)] > u.

A.4 Odhady chvostov distribucii

Veta A.3 (Markovova nerovnost). Nech X je ndhodnd premennd, ktord
nadobida iba nezdporné hodnoty. Potom pre kazdé k > 0 plati:

Pr[X > k] < E[X]/k  Pr[X >k <1/k

W Dokaz.

EX]=>tPrX=#>) t-Pr[X=12>) k-Pr[X =1 =kPr[X >F
t t>k t>k

O

Veta A.4 (Cebysevova nerovnost). Pre lubovolné k > 0 plati

Pr|X — E[X]| > k] < Var[X]/k*  Pr[|X — E[X]| > ko] < 1/k?

B Dokaz. Staéf si uvedomit, ze
PH|X — B[X]| 2 K] = Pr[(X ~ EX])? 2 &

a pouzif Markovovu nerovnost na premenni Y = (X —E[X])? (E[Y] = Var[X)).
O
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Veta A.5 (Cernofova nerovnost). Nech X1, ..., X,, st nezdvislé 0-1 ndhodné
premenné (tzv. Poissonove pokusy), pricom p; = Pr(X; = 1), X =3 .X; a
w = E[X]=>p;. Potom

e V5> 0:Pr(X > (14 8)u) < (e2/(1+0)+)m
e V0 <§<1:Pr(X>(1408)u) <er/3
e VR>6p:Pr(X >R)<2°F

B Doékaz. Opit pouzijeme Markovovu nerovnost, aviak tentokrat na vyraz
exp(tX), kde ¢ je vhodnd konstanta, ktori uréime az na konci. Vd'aka mo-
noténnosti exp plati

tX t(146) E[e]
Pr(X > (1+0)u) =Pr(e* > e ") <

— et(+d)p’

Ked'ze jednotlivé X; a teda aj e?X* st nezdvislé, mozeme pisat

Ble™] = Ble= ] = B[ ™) = [T B = [[ie'+(1-p2)) = [[pile' 1))

K3 ?

Kedze 1 +y < e¥, 1+ p;i(ef — 1) < exp(p;(e’ — 1)), tzn.

E[etX] < Hepi(et_l) _ Supilet1) _ (et =L

a teda
e(et -Du A

T4to nerovnost plati pre lubovolné t; na zaver uz len zvolime to najlepsie.
Zderivovanim zistime, ze e — 1 —t(1 + §) nadobtida minimum pre ¢ = In(1+4).
Dosadenim a zjednodusenim dostaneme prvii nerovnost. O

A.5 Polynémy

Veta A.6. Nenulovy polyném stupria n (nad lubovolngm polom) md najviac n
koreriov (vrdtane ndsobnosti). Ak sa teda dva polyndmy stupria < rovnaji vn+1
bodoch, musia byt rovnaké.

B Dokaz. Ak « je koren p, potom (x — «) deli p (vo vSeobecnosti p mod
(x — a) = p(a)) a p/(z — ) mé stupen o jedna mensi. Veta je teda dokdzand
indukciou.

Ak sa p, g stupnia < n rovnaju v n + 1 bodoch, potom p — ¢ je stupna < n a
mé n + 1 koretiov, takZe to musi byt nulovy polyném. O
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Obr. A.2: Odhady chvostov distribucii

Lema A.1 (Schwartz-Zippel). Oznaéme Fq mnoZinu polyndmov o k pre-
menngch celkového stupria d nad koneéngm polom F,. Nenulovy polyném z Fq
md najviac dg"=" koreriov, to znamend d/q-tina vietkijch bodov z ]F’;, Z toho
vyplyva, Ze dva rozne polyndmy z Fy . v zhoduji na nagviac d/q-tine vstupov. Z
pohladu pravdepodobnosti lema hovori, Ze pre dva rézne polynémy p,q € Fqy, je

Prlp(?) = (@) | p # d] < d/q,
resp. pre nenulovy polynom p € Fq ;, mdme

Pr[p(Z) = 0] p # 0] < d/q.

B Doékaz. Lemu dokazeme indukciou vzhladom na k: pre k = 1 mdme po-
lynémy jednej premennej a tie maju najviac d korenov (ak d je ich stupei),
pretoze f(a) = 0 prave vtedy, ked (X — «) \ f(X). Teda pre k = 1 naozaj
Pr,[f(z) = 0| f £ 0] < d/q.

Majme teraz polyném f(Xi,...,Xy) € Fqr. Nech m je najvyssia mocnina
X, v f; ak vyjmeme z kazdého ¢lenu mocninu X, dostaneme

(X1, X0) =Y Xt gi(Xa,..., X).
i=0
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Vsimnite si, ze ak za Xo, ..., X} dosadime nejaké konkrétne hodnoty o, ..., ay,
dostaneme polyném h(X;) = Z?lo B; X} jednej premennej stupila najviac m
(kde ﬁl = gi(a27 N ,Ozk)).

Nech (aq,...,a) je koreit f; toto moZe nastat iba dvoma spdsobmi:
e bud je (as,...,ax) je korefiom g,,, alebo
e dosadenim ao,...,a) dostaneme polyném h(X;) = f(X1,a9,...,01) a

teda a je korenom h(X7).

Vsimnite si, ze g, je stupna najviac d —m a teda z indukéného predpokladu na-
stane prvd moznost s pravdepodobnostou najviac (d —m)/q; v druhom pripade
mame polyném jednej premennej stupnia m a «q je jeho koreiiom s pravdepo-
dobnostou najviac m/q. Odtial

Prf(#) =0] f#£0] < (d—m)/q+m/q=d/q. O

A.6 Linearne programovanie
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Dodatok B

Zhrnutie

P

Problémy riesitelné deterministicky v polynomidlnom ¢ase, napr. na Turingo-
vom stroji, alebo na RAM. Tiez problémy riesitelné (logspace) uniformnymi
obvodmi polynomiélnej velkosti. P = AL, teda st to tiez problémy riesitelné v
logaritmickom priestore alternujicim TS.

Problémy CVP (circuit value problem — vyhodnotif dany boolovsky obvod)
¢i LP (linedrne programovanie) si P-tiplné (pri logspace redukcii).

NP a coNP

NP si problémy riesitelné nedeterministicky v polynomidlnom éase. Ekviva-
lentne, st to také problémy, Zze ak nam niekto prezradi rieSenie, vieme ho
efektivne (v P) overif. Problémy v NP maji pravdepodobnostne overitelné
dokazy, NP = PCP[O(logn), O(1)]. coNP tvoria komplementy jazykov v NP.

NP-tplné si napr. SAT, ILP (celociselné linedrne programovanie), CLIQUE,
VERTEX-COVER, HAMILTON-CIRCUIT, 3-COLORING. Zistit, ¢i je dana formula
tautolégia, je coNP-uplny problém.

PSPACE

Problémy riesitené v polynomialnom priestore, napr. na TS alebo RAM. Podla
Savitchovej vety je PSPACE = NPSPACE (nedeterministicky polynomidlny pries-
tor). Podla Immerman-Szelepcsényiho vety je priestor uzavrety na komple-
ment, teda PSPACE = coPSPACE. Dalsia charakterizdcia je PSPACE = AP
— sU to prave problémy rieSitelné v polynomidlnom ¢ase alternujicim TS; a
PSPACE = IP (interaktivne dokazovacie systémy).
PSPACE-tplné sit QBF (quantified boolean formula), GEOGRAPHY, SOKOBAN,

REVERS]I, ekvivalencia reguldrnych vyrazov, atd’.
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EXP a NEXP

EXP sii problémy riesitelné v exponencidlnom case (t.j. O(2P°Y(™)). EXP =
APSPACE — polynomiélny priestor + alternacie. NEXP to isté nedeterministicky.
NEXP si problémy, ktoré majui interaktivne dokazovacie systémy s aspon dvoma
provermi, NEXP = MIP, resp. pravdepodobnostne overitelné dokazy, NEXP =
PCPpoly(n), poly(n)] = PCP[poly(n), O(1)].

Hry ako ddma, Sach (zovSeobecneny), ¢i Go (s japonskym pravidlom ko)
sa ukazali ako EXP-tiplné. Roézne varianty NP-iplnych problémov, kde vstup
zapiseme usporne si NEXP-tplné, napr. usporny 3SAT: na vstupe je obvod,
ktory kéduje exponencidlne dlhi formulu — je splnitena?

PH

Polynomidlna hierarchia je hierarchia tried medzi P a PSPACE. P = ¥F
NP = P € ¥§ C ... C PH C PSPACE, resp. P = N§ C coNP = N{
n;’ C --- C PH C PSPACE. Definovat k-ty stupeii hierarchie méZzeme cez
alternujice TS, ktoré iba (k — 1)-krat alternuji alebo cez TS s ordkulom:

NN

ZE 1= NP™ alebo cez polynomialne relacie: L € ZE, ak y € L prave vtedy,

ked Jz1Vxy- - (3/V)eR(y, o1, ...,xk). N 4 = coNP™ = coXy ;.

Hoci PH samotn4 asi nemé tiplné problémy (inak skolabuje), na kazdej drovni
je tplny problém zistit, ¢i je kvantifikovand formula s k kvantifikdtormi pravdiva.
Vieme, ze BPP patri do druhej irovne polynomiélnej hierarchie a ak by sa SAT
dal riesit neuniformnymi polynomidlnymi obvodmi (ak NP C P/poly), hierarchia
skolabuje.

P /poly

Neuniformné triedy obvodov polynomiélnej velkosti. Pre kazdi velkost vstupu
méme iny obvod. Ekvivalentnd definicia je cez TS, ktorym pre kazdd velkost
vstupu mozeme daf ,radu“ polynomalnej velkosti. Rada zavisi iba od diéky
vstupu, nie od vstupu samotného.

P/poly je trochu ¢udnd trieda v tom, Ze obsahuje aj nerozhodnutelné jazyky
(odpovede mozeme zadratovat do obvodu vd'aka neuniformnosti). Avsak verime,
7ze ani neuniformné polynomiélne obvody nedokdzu riesit SAT (inak skolabuje
PH). Neuniformnost je viac ako ndhodnost: BPP C P/poly.

AC a NC

NC zachytava pojem ,efektivne paralelné algoritmy“. NC je trieda problémov,
ktoré sa daji na PRAM riesit paralelne v polylogaritmickom ¢ase s polyno-
midlnym poctom procesorov. Ekvivalentna definicia cez obvody: NC = AC su
problémy riesitelné (uniformnymi) obvodmi (s AND/OR/NOT) polynomiélnej
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velkosti a polylogaritmickej hibky. Obvody v NC maji AND/OR hradld s dvoma
vstupmi, v AC mozu mat neobmedzene vela vstupov. Pre AC a NC moZeme
zadefinovat hierarchie, pricom na k-tej tirovni povolime obvody hfbky O(log” n).
Zrejme AC’ C NC! C AC! CTNC?2 C AC?C ---. Podla Barringtonovej vety NC!
st prave problémy riesitelné vetviacimi programmi sirky 5. Vieme, Ze AC® #+
NC!. Predpoklad4, sa ze hierarchia je striktnd celd, ale je to otvoreny problém.

AC? obsahuje napr. nereguldrny jazyk ,,a™b™“, séitanie celych &fsel, ndsobenie
boolovskych matic, ale nedokéze spocitat paritu (reguldrny jazyk!), ¢i majoritu
(je na vstupe viac 0 alebo 17). NC! obsahuje vsetky reguldrne jazyky, stcin
celych éisel, AC! vie pocitat tranzitivny uzdver matice a teda napr. ¢ v danom
grafe existuje cesta medzi dvoma vrcholmi. AC' vie rozoznévat vietky bezkon-
textové jazyky.

L a NL

Deterministicky, resp. nedeterministicky logaritmicky priestor. NL = coNL. NC* C
L C NL = coNL C AC".

Hladanie cesty v orientovanom grafe je NL-tiplny problém. Uloha sa pre
neorientované grafy da riesit deterministicky v L (fazky vysledok zalozeny na
derandomizovani ndhodnej prechddzky po grafe).

BPP

Problémy riegitelné efektivnymi pravdepodobnostnymi algoritmami, ktoré sa
moézu pomylit (jednym aj druhym smerom) s pravdepodobnostou 1/3 (d4 sa
zlepsif na exponencidlne mali pravdepodobnost). BPP C P/poly a zirovei
BPP C XP. Predpokladd sa, ze P = BPP, teda kazdy BPP problém sa da
efektivne derandomizovat (otvoreny problém).

O zndmom probléme testovania prvoéiselnosti sa nakoniec ukazalo, ze sa da
riesit deterministicky v polynomidlnom &ase (hoci v praxi sa dodnes pouZivaji
rychlejsie pravdepodobnostné algoritmy). Problém testovania, ¢ sa dva po-
lynémy viacerych premennych (nad nejakym koneénym polom) rovnaji, je v
BPP (sta¢i polynémy vyhodnocovat na ndhodnych vstupoch). Zatial sa nevie,
¢i sa da efektivne derandomizovat.

#P

Trieda funkcif (nie rozhodovacich problémov) f, ktoré predstavuju pocet rieseni
problémov v NP (pocet akceptacnych vypoctov NTS). Prekvapujico, PH C
P#P C PSPACE.

Problém #SAT (pocet splitujicich ohodnoteni), ¢i #PERFECT-MATCHING
(pocitanie perfektnych parovani) je #P-tplné.
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