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Pytagorova veta



Pytagorova veta

c2

a2

b2

Figure: Pytagorova veta: Sú£et obsahov ²tvorcov nad odvesnami sa
rovná obsahu ²tvorca nad preponou.
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Dôkaz Pytagorovej vety
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Figure: �tvorec so stranou a+b sa dá rozloºi´ na c2+4 trojuholníky a
tieº na a2+b2+4 trojuholníky.
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Pappova veta

Figure: Pappova veta: Obsah dvoch men²ích rovnobeºníkov sa rovná
obsahu rovnobeºníka nad preponou.
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Hippokratove mesia£iky

Figure: Hippokratove mesia£iky: Obsah dvoch mesia£ikov je rovný
obsahu trojuholníka.
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Hippokratove mesia£iky
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Figure: Hippokratove mesia£iky a Pytagorova veta?
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kukova veta?

K · c2

K · a2

K · b2

Figure: Obsah dvoch pra£udesných obsahov je rovný obsahu toho nad
preponou.
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Obsah v 2D

a2

a 2a

4a2

Figure: �tvorec s 2-násobnou stranou má 4-násobný obsah!
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Obsah v 2D

Figure: A podobne to platí aj pre iné útvary.
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kukova veta?

K · c2

K · a2

K · b2

Figure: Obsah dvoch pra£udesných obsahov je rovný obsahu toho nad
preponou.
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Jednoduchá algebra

a2+b2 = c2

m

K · (a2+b2) = K · c2

m

K ·a2+K ·b2 = K · c2

pre K 6= 0
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Dôkaz Pytagorovej vety

Figure: Obsah dvoch men²ích trojuholníkov sa rovná obsahu trojuholníka
nad preponou.
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Dôkaz Pytagorovej vety

Figure: Obsah dvoch men²ích trojuholníkov sa rovná obsahu trojuholníka
nad preponou.
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Viacrozmerné priestory



Súradnice

x

y

[−5,−2]

[7, 4]

Figure: Descartesovi v¤a£íme za ¤al²iu abstrakciu: súradnice.
Vzdialenos´ dvoch bodov?
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Vyuºitie Pytagorovej vety

x

y

[−5,−2]

[7, 4]

Vzdialenos´ medzi (x1,y1) a (x2,y2) je

d =
√
(x2− x1)2+(y2− y1)2.
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Vyuºitie

x

y

z

[x1, y1, z1]

[x2, y2, z2]

Vzdialenos´ medzi (x1,y1,z1) a (x2,y2,z2) je

d =
√

(x2− x1)2+(y2− y1)2+(z2− z1)2.
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Abstrakcia: n-rozmerný priestor

súradnice X = (x1,x2, . . . ,xn)

vzdialenos´ medzi X = (x1,x2, . . . ,xn) a Y = (y1,y2, . . . ,yn)

d =
√
(x1− y1)2+(x2− y2)2+ · · ·+(xn− yn)2.
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Skalárny sú£in

Figure: Skalárny sú£in vektorov A a B.

(A,B) = |A| · |B| · cos(θ)

(A,B) = a1b1+a2b2
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Skalárny sú£in

Figure: Skalárny sú£in vektorov A a B.

(A,B) = |A| · |B| · cos(θ)

(A,B) = a1b1+a2b2
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Skalárny sú£in

Figure: Skalárny sú£in vektorov A a B.

Vo v²eobecnosti, skalárny sú£in medzi X = (x1,x2, . . . ,xn) a
Y = (y1,y2, . . . ,yn) je

(X ,Y ) = |X | · |Y | · cos(θ)

(X ,Y ) = x1y1+ x2y2+ · · ·+ xnyn = ∑
i

xiyi .
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Skalárny sú£in abstraktne

(x ,y) = (y ,x)

(ax ,y) = a(x ,y)

(x+ y ,z) = (x ,z)+(y ,z)
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Skalárny sú£in abstraktne

f (x ,y) = f (y ,x)

f (ax ,y) = af (x ,y)

f (x+ y ,z) = f (x ,z)+ f (y ,z)

Kaºdú funkciu f sp¨¬ajúcu tieto podmienky voláme skalárny

sú£in.
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Skalárny sú£in abstraktne

Hodnota (x ,x) je d¨ºka x na druhú, teda |x |2.
Ak (x ,y) = 0, hovoríme, ºe x a y sú kolmé.

Vo v²eobecnosti môºeme de�nova´ uhol medzi x a y :

(x ,y) = |x | · |y | · cos(θ)

cos(θ) =
(x ,y)

|x | · |y |
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Zmena súradnicovej sústavy



Súradnicová sústava

x

y

[2, 3]
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Súradnicová sústava

x

y

[2, 3]

Figure: Bod má súradnice [2,3], t.j. dostaneme sa tam, ak spravíme 2
kroky v smere x a 3 kroky v smere y .
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Iná súradnicová sústava

x

y

[2, 3]

[1.5, 0.5]

[−1, 1]

Figure: Aké súradnice má bod [2,3] v novej súradnicovej sústave?
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Iná súradnicová sústava

x

y

[2, 3]

[1.5, 0.5]

[−1, 1]

Figure: Do bodu [2,3] sa dostaneme, ak spravíme k krokov v smere
[1.5,0.5] a ` krokov v smere [−1,1].
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Iná súradnicová sústava

(
1.5
0.5

)
·k+

(−1
1

)
· `=

(
2
3

)
2 ·k = 5, k = 2.5

1.5 ·2.5− `= 2, `= 1.75
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Iná súradnicová sústava
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Iná súradnicová sústava

x

y

[2, 3]

[1.5, 0.5]

[−1, 1]

Figure: Do bodu [2,3] sa dostaneme, ak spravíme 2.5 kroku v smere
[1.5,0.5] a 1.75 kroku v smere [−1,1].

33 / 83



E²te iná súradnicová sústava

x
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2 ]

Figure: Aké súradnice má bod [2,3] v tejto súradnicovej sústave?
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E²te iná súradnicová sústava

x

y

[2, 3]
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√
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√
3
2 ]

Figure: Sta£í spo£íta´ skalárny sú£in!
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Fourierove rady



Fourierov rad

f (x) = a0+
∞

∑
n=1

[an cos(nx)+bn sin(nx)]
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Fourierov rad

f (x) = x −π < x < π

f (x) = 0+
∞

∑
n=1

[0 · cos(nx)+2 · −1
n+1

n
sin(nx)]
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Fourierov rad

an =
1
π

∫
π

−π

f (x)cos(nx)dx

bn =
1
π

∫
π

−π

f (x)sin(nx)dx
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Fourierov rad abstraktne

chceme funkciu zapísa´ pomocou násobkov 1/2, cosx , sinx ,
cos2x , sin2x , . . ., cosnx , sinnx , . . .

chceme zisti´ súradnice funkcie f v súradnicovej sústave s
bázou 1/2, cosx , sinx , cos2x , sin2x , . . ., cosnx , sinnx , . . .

De�nujme si skalárny sú£in na priestore funkcií:

(f ,g) =
1
π

∫
π

−π

f (x)g(x)dx

Aká je ve©kos´ jednotlivých bázových vektorov? Aké sú medzi
nimi uhly?
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JPEG a zmena súradnicovej
sústavy



JPEG

Figure: Sprava do©ava rôzne stupne kompresie.
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Ako funguje JPEG?

Figure: Obrázok sa naseká na bloky 8×8. Kaºdý blok je vektor v
64-rozmernom priestore! Kaºdá súradnica hovorí o stupni ²edosti daného
pixelu (0-255).
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�tandardná súradnicová sústava

Figure: �tandardná súradnicová sústava.
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�tandardná súradnicová sústava
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Lep²ia súradnicová sústava

Figure: Súradnicová sústava pouºívaná v JPEGu.
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Ako funguje JPEG?

Figure: Pôvodný obrázok.
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Ako funguje JPEG?

Figure: Hodnoty posunieme o 128.
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Ako funguje JPEG?

Figure: Prevedieme do novej súradnicovej sústavy (tzv. diskrétne
kosínusová transformácia).
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Ako funguje JPEG?

Figure: Kvantiza£ná matica.
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Ako funguje JPEG?

Figure: V²etky hodnoty vydelíme vhodnými kon²tantami (pod©a stup¬a
kompresie) a zaokrúhlime (toto je jediné miesto, kde dochádza k strate
informácie). Výsledný vektor sa uº ©ahko komprimuje.
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Ako funguje JPEG?

Figure: Pri dekódovaní postupujeme obrátene: hodnoty najskôr
vynásobíme.
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Ako funguje JPEG?

Figure: Inverzná DCT.
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Ako funguje JPEG?

Figure: Dekódovaný obrázok.
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Porovnanie

Figure: Porovnanie kódovaného a dekódovaného obrázku.
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�ínska zvy²ková veta

a interpolácia polynómom



Po£ítame vojakov

Figure: Ko©ko je na obrázku vojakov?
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Po£ítame vojakov

Figure: Ak sa zoradia do 3-jíc, 2-aja ostanú.
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Po£ítame vojakov

Figure: Ak sa zoradia do 7-míc, 3-aja ostanú.
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Po£ítame vojakov

Figure: Ak sa zoradia do 11-tic, 1 ostane.
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Rie²ime

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)
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Rie²ime

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 5 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

x = 3p+2
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Rie²ime

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

x = 3p+2

3p+2 ≡ 3 (mod 7)

3p ≡ 1 (mod 7)

p ≡ ? (mod 7)
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Rie²ime

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

x = 3p+2

p 0 1 2 3 4 5 6
3p mod 7 0 3 6 2 5 1 4

3p ≡ 1 (mod 7)

p ≡ 5 (mod 7)

p = 7q+5
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Rie²ime

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

x = 3(7q+5)+2= 21q+17
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Rie²ime

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

x = 3(7q+5)+2= 21q+17

21q+17 ≡ 1 (mod 11)

10q+6 ≡ 1 (mod 11)

10q ≡ −5≡ 6 (mod 11)

q ≡ ? (mod 11)
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Rie²ime

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 7)

x ≡ 1 (mod 11)

x = 3(7q+5)+2= 21q+17

10q ≡ 6 (mod 11)

q ≡ 5 (mod 11)

q = 11r +5

x = 21(11r +5)+17= 231r +122
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Po£ítame vojakov

Figure: Vojakov je 122.
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�ínska zvy²ková veta

Theorem

Nech m1,m2, . . . ,mk sú navzájom nesúdelite©né, potom sústava

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2)
...

x ≡ ak (mod mk)

má rie²enie, ktoré je jedine£né modulo m1×m2×·· ·×mk .
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Interpolácia polynómom

−2 −1 1 3

Figure: Je daných k bodov. . .
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Interpolácia polynómom

−2

−1

1 3

−7
15 x

3 + 9
10x

2 + 59
30x− 2

5

Figure: Nájdite polynóm (stup¬a k−1), ktorý prechádza cez dané body.
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Interpolácia polynómom

−2

−1

1 3

c1 · (x+ 1)(x− 1)(x− 3)

Figure:
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Interpolácia polynómom

−2

−1

1 3

c2 · (x− 1)(x+ 2)(x− 3)

Figure:
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Interpolácia polynómom

−2

−1

1 3

c3 · (x+ 2)(x+ 1)(x− 3)

Figure:
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Interpolácia polynómom

−2

−1

1 3

c4 · (x+ 2)(x+ 1)(x− 1)

Figure:
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Interpolácia polynómom

−2

−1

1 3

−7
15 x

3 + 9
10x

2 + 59
30x− 2

5

Figure:
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�o má spolo£né �ZV a interpolácia polynómom?

Theorem

Nech f (X ) je polynóm. Potom zvy²ok po delení (X −a) je f (a).

Proof.

f (X ) = q(X )︸ ︷︷ ︸
podiel

·(X −a)+ R︸︷︷︸
zvy»sok

Stupe¬ zvy²ku musí by´ men²í ako stupe¬ delite©a ⇒ R je
kon²tanta (£íslo). Dosa¤me X = a:

f (a) = q(a) · (a−a)+R = R
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�o má spolo£né �ZV a interpolácia polynómom?

H©adanie polynómu f prechádzajúceho bodmi
[x1,y1], [x2,y2], . . . , [xk ,yk ] je ekvivalentné rie²eniu sústavy

f (X ) ≡ y1 (mod (X − x1))

f (X ) ≡ y2 (mod (X − x2))
...

f (X ) ≡ yk (mod (X − xk))

80 / 83



Zhrnutie

niekedy dokáºe abstrakcia veci zjednodu²i´

ukázali sme jednoduchý dôkaz Pytagorovej vety a jedným
vrzom sme dokázali aj Pappovu a Hippokratovu vetu

v²eobecnej²ie výsledky majú ²ir²ie uplatnenie

na texty, obrázky aj funkcie sa dá pozera´ ako na vektory
ob£as je vhodné zmeni´ súradnicovú sústavu (Fourierove rady,
JPEG, MP3, rýchle násobenie)

abstrakcia nám pomáha nájs´ súvislosti aj tam, kde by sme ich
ne£akali

�ínska zvy²ková veta a interpolácia?
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