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(a,b)-strom pre a≥ 2, b ≥ 2a−1 je strom, kde

každý vrchol má ≤ b synov
každý vnútorný vrchol má ≥ a synov okrem koreňa, ktorý má
≥ 2 synov
všetky listy majú rovnakú h́lbku
vrchol s k kl’́učmi x1, . . . ,xk má k + 1 podstromov T0, . . . ,Tk ,
pričom
T0 ≤ x1 < T1 ≤ x2 < · · ·< Tk−1 ≤ xk < Tk

výška (a,b)-stromu je medzi Θ(logb n) a Θ(loga n)

8 / 73



(a,b)-strom pre a≥ 2, b ≥ 2a−1 je strom, kde
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vrchol s k kl’́učmi x1, . . . ,xk má k + 1 podstromov T0, . . . ,Tk ,
pričom
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všetky listy majú rovnakú h́lbku
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2-3-stromy
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2h−1≤ N < 3h

log3N ≤ h ≤ log2N + 1
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2h−1≤ N < 3h

log3N ≤ h ≤ log2N + 1
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=⇒ x z
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4 =⇒ 2 + 2
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split
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x z

y

1 + 3 =⇒ 2 + 2 (a koniec)
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2-5-stromy
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v w x y z
split
=⇒ v w y z
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6 =⇒ 3 + 3
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1 + (≥ 3) =⇒ 2 + (≥ 2) (a koniec)
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2-vrcholy a 5-vrcholy sú
”
kritické“ (ak vymažeme/pridáme ešte

jeden prvok, muśıme ich riešit’)
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INVARIANT: každý 2-vrchol a každý 5-vrchol má ušetrený 1$

x

2-node
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x y z
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x y z w

5-node

insert: stač́ı 1$

ak vytvoŕıme nový 5-vrchol, vlož́ıme mu na účet 1$

ak sme vložili prvok do 5-vrcholu, pretečie, ale zaplat́ı si za
svoj split

celú kaskádu splitov si 5-vrcholy zaplatia sami z našetrených
peňaźı

na konci ak vytvoŕıme nový 5-vrchol, vlož́ıme mu na účet 1$
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36 / 73



INVARIANT: každý 2-vrchol a každý 5-vrchol má ušetrený 1$
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INVARIANT: každý 2-vrchol a každý 5-vrchol má ušetrený 1$
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delete: stačia 2$

ak vytvoŕıme nový 2-vrchol, vlož́ıme mu na účet 1$

ak sme mazali prvok z 2-vrcholu, podtečie a môže vzniknút’

kaskáda joinov

každý join/share vieme zaplatit’ z našetrených peňaźı

posledný join môže vytvorit’ nový 2-vrchol, respekt́ıve share

môže vytvorit’ 2 nové 2-vrcholy – tým vlož́ıme po 1$ na účet
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x

2-node

x y

3-node

x y z

4-node

x y z w

5-node

delete: stačia 2$
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Φ(T ) = #2-vrcholov + #5-vrcholov

insert, ktorý sprav́ı k splitov zńıži #5-vrcholov o k a žiadne
2-vrcholy nevytvoŕı + možno vytvoŕıme 1 nový 5-vrchol
=⇒ zmena potenciálu je −k + 1
=⇒ amortizovane sprav́ıme najviac 1 split

delete, ktorý sprav́ı k joinov/splitov zńıži #2-vrcholov o k a
žiadne 5-vrcholy nevytvoŕı + možno vytvoŕıme najviac 2 nové
2-vrcholy
=⇒ zmena potenciálu je −k + 2
=⇒ amortizovane sprav́ıme najviac 2 joiny/splity
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=⇒ amortizovane sprav́ıme najviac 2 joiny/splity

45 / 73



Φ(T ) = #2-vrcholov + #5-vrcholov
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2-vrcholy
=⇒ zmena potenciálu je −k + 2
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2-4-stromy
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2-vrcholy a 4-vrcholy sú
”
kritické“ (ak vymažeme/pridáme ešte

jeden prvok, muśıme ich riešit’)
INVARIANT: každý 2-vrchol a každý 4-vrchol má ušetrený 1$ ???

x

2-node

x y

3-node

x y z

4-node

split: 5 =⇒ 2 + 3

share: 1 + (≥ 3) =⇒ 2 + (≥ 2) (a koniec)

join: 1 + 2 =⇒ 3
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2-vrcholy a 4-vrcholy sú
”
kritické“ (ak vymažeme/pridáme ešte
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2-vrcholy a 4-vrcholy sú
”
kritické“ (ak vymažeme/pridáme ešte
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INVARIANT: každý 2-vrchol má ušetrený 1$ a každý 4-vrchol má
ušetrené 2$
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Φ(T ) = #2-vrcholov + 2×#4-vrcholov

insert, ktorý sprav́ı k splitov zńıži #4-vrcholov o k a zvýši
#2-vrcholov o k + možno vytvoŕıme 1 nový 4-vrchol
=⇒ zmena potenciálu je −2k +k + 2 =−k + 2
=⇒ amortizovane O(1)

delete, ktorý sprav́ı k joinov/splitov zńıži #2-vrcholov o k a
žiadne 4-vrcholy nevytvoŕı + možno vytvoŕıme najviac 2 nové
2-vrcholy
=⇒ zmena potenciálu je −k + 2
=⇒ amortizovane O(1)
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Φ(T ) = #2-vrcholov + 2×#4-vrcholov

insert, ktorý sprav́ı k splitov zńıži #4-vrcholov o k a zvýši
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=⇒ zmena potenciálu je −2k +k + 2 =−k + 2
=⇒ amortizovane O(1)

delete, ktorý sprav́ı k joinov/splitov zńıži #2-vrcholov o k a
žiadne 4-vrcholy nevytvoŕı + možno vytvoŕıme najviac 2 nové
2-vrcholy
=⇒ zmena potenciálu je −k + 2
=⇒ amortizovane O(1)
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Φ(T ) = #2-vrcholov + 2×#4-vrcholov

insert, ktorý sprav́ı k splitov zńıži #4-vrcholov o k a zvýši
#2-vrcholov o k + možno vytvoŕıme 1 nový 4-vrchol
=⇒ zmena potenciálu je −2k +k + 2 =−k + 2
=⇒ amortizovane O(1)

delete, ktorý sprav́ı k joinov/splitov zńıži #2-vrcholov o k a
žiadne 4-vrcholy nevytvoŕı + možno vytvoŕıme najviac 2 nové
2-vrcholy
=⇒ zmena potenciálu je −k + 2
=⇒ amortizovane O(1)
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find O(logn)
insert O(logn)
delete O(logn)
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