Sufixovy strom

Motivacia #1: Ako vyhladavat vzorky v texte? Najjednoduchsie rie-
Senie je, samozrejme, trividlne vyhladdvanie: porovname vzorku so vSetkymi
poziciami v texte, ¢o trva O(m x n), kde n je dlzka textu a m dlzka vzorky.

Klasické algoritmy ako Knuth-Morris-Prattov dokadZzu vzorku predspracovat
v ¢ase O(m) a nasledne prejst text v linearnom ¢ase O(n). Praktické algoritmy
typu Boyer-Moore ¢i jeho varianty ¢asto funguju este lepsSie, najma na prirodze-
nych textoch.

Tieto pristupy vSak maji spoloéni jednu vec: predspracivaji vzorku a hla-
daju ju v povodnom texte. To je ideédlne, ak vzorka zostava rovnaka a text sa
meni.

Co ak sme v opacnej situacii? Text T je obrovsky a fixny, a chceme v fiom
vyhladavat vela roznych vzoriek. Predstavte si napriklad Wikipédiu, ktora ob-
sahuje desiatky gigabajtov textu a v ktorej chceme rychlo najst dané slové alebo
frazy. Alebo Tudskia DNA — priblizne 3 miliardy ,baz“ (A, C, G, T) — a chceme v
nej najst gén dlhy tisice az desattisice znakov.

Dokazali by sme si vopred predspracovat text tak, aby sme ho pri vyhlada-
vani nemuseli prechiadzat cely?

UkaZeme si, Ze s pomocou sufixovych stromov dokaZzeme (po tivodnom pred-
spracovani) vyhladavat v ¢ase O(m) (!), teda v ¢ase tmernom dlzke vzorky, nie
celého textu.

Motivacia #2: najdlhsi spoloény podretazec. Problém najdlhsieho spo-
loéného podretazca dvoch retazcov bol dlhé roky povazovany za tazky: najlepsie
zname rieSenia mali zlozitost O(nlogn) a existovali dohady, Ze linearny cas je
mozno nemozny. V roku 1970 Donald Knuth dokonca vyslovil hypotézu, ze li-
nearny algoritmus neexistuje.

UkaZeme si, ze ak pozname sufixové stromy, je tato tloha tuplne jednoduché
a elegantné rieSenie s linearnou zloZitostou sa objavi takmer samo.

KedZe oba problémy, o ktorych sme sa zmienili, si pomerne zlozité, skiisme
sa najskor pozriet na dve jednoduchsie tulohy. Predstavme si, Ze mame dané
texty

Ti,...,Ty.
Chceme si ich predspracovat tak, aby sme dokazali riesit nasledujice otazky:

e Vyhladdvanie prefizov. Pre dant vzorku P chceme rychlo zistit, ktoré z
textov T; zacinaju prave na P.

e Najdlhsi spolocny zaciatok. Chceme najst dvojicu textov, ktoré maju naj-
dlhsi spolo¢ny prefix.

Tieto dve tlohy st vyrazne jednoduchSie nez poévodné problémy, no ich rie-
Senia nas navedu na cestu k sufixovym stromom a poliam. Skiste sa nad nimi
najprv zamysliet — tieto problémy dokaZete vyriesit aj sami. AZ potom pokra-
¢ujte v ¢itani.



Vyhl'adavanie prefixov. Ako rychlo najst vietky texty zaéinajice na vzor-
ku P? Za¢nime od najjednoduchsieho rieSenia:

e Trividlne riesenie. Bez akéhokol vek predspracovania sta¢i porovnat vzorku
so vSetkymi textami. To trva

O(m x d),
kde m je dlzka vzorky a d je pocet textov.

e Triedenie + bindrne vyhladdvanie. Ak si texty vopred zotriedime lexiko-
graficky, moZeme néasledne hladat pomocou bindrneho vyhladavania. Pri
jednom porovnani dvoch retazcov prejdeme najviac m znakov, no mnozinu
prehladévanych textov zmensime na polovicu, takze vysledna zlozitost je

O(m x logd).

e Pismenkovy strom (trie).' Ak si texty ulozime do prefixového stromu,
pri vyhladavani jednoducho zideme po ceste zodpovedajicej vzorke P.
Ak cesta existuje, vSetky listy v podstrome pod touto cestou predstavuju
texty zadinajice na P. Dizka zostupu je prave m, takze ¢as hladania je

O(m).

Najdlhsi spolo¢ny zadiatok. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze kazdy
text ma dizku prave n. Ako néjst dve slova s najdlhdim spoloénym prefixom?

e Trividlne rieSenie. MoZeme porovnat kazdua dvojicu textov. Takych dvojic
je d? a porovnanie dvoch retazcov trva v najhorsom pripade n, &ize celkova
zloZitost je

O(d? x n).

o Triedenie. Ak si texty najprv zotriedime lexikograficky, sta¢i porovnat
len dvojice, ktoré stoja v utriedenom poradi vedla seba. Kazdy text teda
porovnavame s najviac dvoma susedmi, takZe rieSenie bezi v Case

O(d x n).

e Pismenkovy strom (trie). Ked texty vlozime do prefixového stromu, kazdy
text zodpoveda jednej ceste z korena do niektorého listu. Dva texty maja
spolo¢ny zaciatok presne tam, kde sa ich cesty zhoduju. Najdlhsi spoloény
prefix medzi Tubovolnymi dvoma textami teda najdeme tak, Ze v strome
hladame najhlbsi vrchol, ktory md aspoti dvoch potomkov.

Tento vrchol predstavuje najdlhsiu cestu od korena, ktora je spolo¢na pre
aspon dva texty, a jeho hlbka je dlzkou najdlhsieho spolo¢ného zaciatku.
Vrchol Tahko najdeme v linearnom ¢ase (od velkosti stromu).

I Tieto stromy st zname pod vela réznymi menami: v angli¢tine trie (zo slova retrieval),
prefixovy strom, pismenkovy strom, lexikograficky strom. ..



Struktara sufixového stromu

Ako sme videli, pismenkovy strom je mimoriadne vhodny na tlohy tykajtce sa
prefixov. Poniika sa teda na prvé pocutie Sialena mySslienka:

Kazdy podretazec je predsa prefixom nejakého sufixu.

Co keby sme teda vyrobili pismenkovy strom, do ktorého vlozime vsetky sufizy
nasho textu?

Vezmime si napriklad text MISSISSIPPI$, ktory ma presne 12 neprazdnych
sufixov:

$,I$,PI$,PPI$, IPPIS$, ..., ISSISSIPPI$, MISSISSIPPIS.

Ak zostavime pismenkovy strom obsahujuci vSetky tieto retazce, dostaneme
strom zobrazeny na obr. 1.
Na obr. 2 a 3 st dva vicsie priklady: sufixové stromy pre text

SHE, ,SELLS, ,SEASHELLS, BY_ , THE_SEASHORE$

a pre usek DNA sekvencie
ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS.

Na koniec textu vzdy pridame Specidlny symbol $, ktory sa nikde inde v
retazci nevyskytuje. Tym zabezpecime, Ze kazdy sufix skonéi v samostatnom
liste (a nie vo vnatornom vrchole).

Vs&imnite si, ze kazda cesta od korena k listu zodpoveda jednému sufixu, a
teda kazd4 cesta zadinajtca v koreni zodpoveda nejakému podretazcu daného
retazca.

Ocividny problém viak je, Ze vetky sufixy maju spolu dizku ©(n?). Takyto
strom by zaberal prili§ vela paméate — kvadraticki pamét si pri textoch dlhych
miliardy znakov neméZeme v Ziadnom pripade dovolit. Zaroven struktaru, ktoréa
sama o sebe obsahuje ©(n?) znakov, nedokazeme zostrojit rychlejsie nez v case
O(n?), takZe aj casova zlozitost by bola zasadny problém.

Na druhej strane, ako vidime na obr. 1-3, takéto sufixové triese obsahuju
mnozstvo dlhych tsekov, ktoré sa vobec nerozdeluji. Prirodzené rieSenie je teda
jasné: kazdu takd maximalni cestu bez vetvenia skomprimujeme a ulozime ako
jedint hranu (pozri obr. 4-6).

Takato struktira sa vSeobecne nazyva komprimovany (alebo kompaktny)
pismenkovy, lexikograficky ¢i prefixovy strom; stretnete sa tiez s nazvami ako
radizovy strom alebo Patricia trie.

Vsimnite si, Ze kedZe do stromu vkladame n retazcov (vSetky sufixy), pocet
listov je n a teda cely strom maé iba linearne vel'a vrcholov aj hran. To je dobré
sprava.

Na druhej strane, zla sprava je, Ze Struktira stale zabera kvadratickt pamaét,
pretoze sme do nej vlozili spolu ©(n?) znakov.



LenZe moment! VSetky retazce, ktorymi si oznacené hrany, su predsa len
nejaké taseky povodného textu T'. TakZze namiesto ukladania kopif tychto podre-
tazcov si na kazdej hrane stadi zapamétat, odkial-pokial dany tsek v texte siaha
(pozri obr. 7).

Takto si pri kaZdej hrane v strome staci zapamétat dve ¢isla — dva indexy do
textu T', ktoré urcéujiu zaciatok a koniec prislusného tseku. V tejto reprezentacii
mé teda kazda hrana len konStantni velkost a celkovd pamétova zloZitost je
zrazu linedrna!

Zovseobecneny sufixovy strom. Struktiru moézeme prirodzene zovSeobec-
nit aj pre mnoZzinu viacerych ,dokumentov*

D={T\,Ts,...,T4}.

Jednoducho zostrojime sufixovy strom, ktory obsahuje wvsetky sufizy vSetkijch
dokumentov (pozri maly priklad na obr. 8).

Predstavte si napriklad Wikipédiu, ktora obsahuje miliény réznych ¢lankov,
kniZnicu vSetkych knih sveta, alebo databazy genémov (GenBank, Ensembl) so
sekvenciami DNA /RNA najrozli¢nejsich organizmov.

Zovgeobecneny sufixovy strom moéZeme zostrojit tak, Ze kazdy dokument
ukoné¢ime inym Specialnym znakom, ktory sa v Ziadnom texte nenachadza. Al-
ternativne mozeme zostrojit obycajny sufixovy strom pre zretazeny text

T #To# Tt - - - Ty#$,

kde # a $ st dva Specidlne ukoncovacie symboly, ktoré sa v ziadnom texte ne-
nachadzaju. Jediny drobny rozdiel je v tom, ze listy a hrany musia navyse
Specifikovat, ktorého dokumentu sa dany sufix (alebo jeho cast) tyka.

Kenstrukeia? Aplikacie. Sufixové stromy sa daji zostrojit v ¢ase O(n); ako
to dosiahnut, si vSak vysvetlime az v kapitole o sufixovych poliach. Najprv si
v8ak ukazeme, aké uzito¢né sufixové stromy su a ,milion" roznych aplikacii, kde
sa daju vyuzit. Hovori sa, ze ked mé ¢lovek kladivo, vela problémov zacne pri-
pominat klince. A sufixovy strom je naozaj velmi velké kladivo na najroznejsie
problémy v stringologii.



Obr. 1: Sufixovy strom pre text ,MISSISSIPPI$".
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Obr. 2: Sufixovy strom pre text ,,SHE_SELLS SEASHELLS_BY,_THE_SEASHORE$".
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Obr. 3: Sufixovy strom pre text ,,ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS".
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Obr. 4: Sufixovy strom pre text ,MISSISSIPPI$“. Cesty, ktoré sa nedelili, sme
skontrahovali do jednej hrany. KedZe v strome je n sufixov, teda n listov, strom
mé iba linearne vela vrcholov aj hran. Stale v8ak mame problém, Ze pismené
na jednotlivych hranéch zaberaju spolu kvadraticky priestor.
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Obr. 5: Sufixovy strom (s komprimovanymi cestami) pre text

,,SHE_ ,SELLS, ,SEASHELLS, BY_,THE ,SEASHORES$".
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Obr. 6: Sufixovy strom (s komprimovanymi cestami) pre tisek DNA sekvencie
., ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS$ .
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Obr. 7: Sufixovy strom pre ,MISSISSIPPI$*“. Skontrahujeme hrany a namiesto
retazcov na kazdej hrane pouZijeme indexy [odkial, pokial') sa nachiddza v po-
vodnom texte. Takto vieme kazda hranu reprezentovat v konStantnej paméti a
tym padom cely sufixovy strom zaberd len linearnu pamét.

4 01 2 3 4 01 2 3 4

01 2 3
ABAA$, BABA$, BBABS$;

Obr. 8: ZovSeobecneny sufixovy strom moéZze obsahovat viacero textov (dokumen-

tov) naraz. Listy v tomto pripade predstavuji sufix alebo poziciu v niektorom
texte.
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Aplikacie
#1 Vyhladavanie v texte

Majme text T a vzorku P. Chceme zistit, ¢i sa P nachédza v T, pripadne néjst
jej prvy vyskyt alebo vSetky vyskyty.
Sufixovy strom to umoziiuje velmi jednoducho:

e Stali zist z korefia pozdlz cesty urcenej retazcom P. Ak sa cesta skonéi
uspesne v nejakom vrchole, vSetky listy v danom podstrome zodpovedaju
vyskytom P v texte.

e Ak chceme néjst prog vyskyt, predpocitame si pre kazdy vrchol ukazovatel
na list s najmensim &slom sufixu (alebo priamo poziciu prvého vyskytu).
Urobime to jednym prechodom stromu zdola nahor v ¢ase O(n): pri po-
storder prechode ulozime do kazdého vrcholu minimum z jeho deti.

e Ak chceme najst pocet vyskytov, staci si predpocitat pocet listov v kazdom
podstrome, opét jednym postorder prechodom.

e Ak chceme néajst vsetky vyskyty, jednoducho prehladédme cely podstrom.
Ak je pocet vyskytov k, podstrom mé velkost O(k).

Napriklad, vyhl'adajme retazec BA vo v8eobecnom sufixovom strome na ob-
razku 8. Za¢neme v koreni a postupne sledujeme hrany oznacené B a A. V pod-
strome, do ktorého sa takto dostaneme, sa nachédzaja Styri listy: Cervena 1,
zelend 0 a 2 a modra 1. Tieto listy presne zodpovedaji Styrom vyskytom re-
tazca BA v textoch ABAA, BABA a BBAB.

Vysledné zlozitosti:

predpocitanie O(n)
pruy vyskyt / pocet vyskytov O(m)
vietky vyskyty O(m+k)

kde k je pocet vyskytov vzorky v texte T.

#2 n-gramy

Pod n-gramom rozumieme postupnost n pismen. Napriklad existuje 8 roznych
trigramov pozostévajucich iba z pismen A a B. Ktoré z nich sa vyskytuju v
retazcoch ABAA, BABA a BBAB?

Jeden sposob, ako to zistit, je prechadzat retazce a priebezne si ukladat
mnozinu vSetkych trigramov, ktoré sme videli.

Alternativne st v8etky trigramy priamo viditelné v zovSeobecnenom sufixo-
vom strome tychto retazcov: stad si predstavit, ze strom ,rozrezeme* v hibke 3.
Potom mézeme odpoved jednoducho odéitat zo vietkych ciest dizky 3 od korefia:
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ABA, BAA, BAB a BBA.

T

T/é }\ e /{ e

$
A B $24A $3 A $1

i fey e} e

#3 Najdlhsi opakujtci sa podretazec

Aky je najdlhsi podretazec v retazci MISSISSIPPI, ktory sa v fiom vyskytuje
aspon dvakrat?

Odpoved: ISSI.

Ako to v8ak zistime vo vSeobecnosti? Toto je problém, ktory sme spominali
v uvode kapitoly.

Pred zavedenim sufixovych stromov bol dlho povazovany za tazky: existuje
trividlny O(n?) algoritmus a o nie¢o lepsi O(n?) algoritmus zalozeny na dyna-
mickom programovani. Dlhy ¢as nebolo jasné, ¢i sa d& najst aj linearny algorit-
mus a dokonca sa objavili hypotézy, ze ziadny takyto neexistuje.

Prekvapivo vSak s pomocou sufixovych stromov dostaneme rieSenie, ktoré je
iplne jednoduché:

najdlhsi opakujici sa podretazec zodpovedd najhlbSiemu vnitornému
vrcholu sufizového stromu.

Vnitorny vrchol sufixového stromu vzdy reprezentuje retazec, ktory sa v
texte vyskytuje asponi dvakrat: pod danym vrcholom sa totiz nachadzaji as-
pon dva listy, teda dva sufixy zacinajice rovnakym prefixom. Pocet listov v
podstrome zaroveni udava pocet vyskytov tohto podretazca.

Pre kazdy vrchol si mézeme predpocitat jeho teaxtovi hibku (string depth,),
t.j. pocet znakov na ceste od koreiia do daného vrcholu. (Pozor, nejde o klasicka
hibku vrcholu v zmysle poétu hran, ale o dizku textu ulozeného na hranach po
ceste od korena.)

Najdlhsi opakujuci sa podretazec zodpoveda vnutornému vrcholu s maximal-
nou hodnotou textovou hibkou. Takyto vrchol vieme najst v ¢ase O(n) jednym
prechodom stromu.

Skuste si rozmysliet, ako by ste riesili mnohé d'alsie pribuzné ulohy ako:

e najdlhsi opakujuci sa podretazec, ktorého vyskyte sa neprekryvaju,
e najkratsi podretazec, ktory sa v texte vyskytuje len raz,

e najlastejsie sa vyskytujuci retazec dlzky aspoi k.
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#4 Najdlhsi spoloény podretazec

Podobné tloha ako predosla, ale tentoraz majme dva texty 77 a T5 a chceme
najst ich najdlhsi spolo¢ny podretazec.

Stac¢i zostrojit zovSeobecneny sufixovy strom pre mnozinu {77,75}. Listy
teraz ofarbime dvoma farbami podla toho, ku ktorému textu prislusny sufix
patri. Cielom je najst taky vnutorny vrchol, pod ktorym sa nachadzaju listy
oboch farieb, a ktory zaroven maximalizuje svoju textovi hibku.

Pri prechode stromom zdola nahor si pre kazdy vrchol predpocitame, ¢i jeho
podstrom obsahuje iba listy jednej farby (a ktora), alebo listy oboch farieb.
Vnitorné vrcholy, ktoré maji pod sebou listy oboch farieb, reprezentuju vsetky
spolo¢né podretazce oboch textov. Najdlhsi z nich je ten s najvacSsou hodnotou
textovou hibkou.

#5 Maximalne repeaty

Majme text T a chceme najst v8etky mazimdlne repeaty, t.j. také dvojice vy-
skytov podretazca, Ze

Ti...i+kl=T[j...7+k|,
ale podretazec sa uz neda predlzit ani dolava, ani doprava:
Tli—1]#£T[ —1] a Tli+k+1#T+k+1].

Intuitivne hladame vSetky opakujice sa podretazce, ktoré st ,maximalne*
v tom zmysle, Ze ich d'alsie rozsirenie by uz viedlo k nezhode.

V sufixovom strome je rieSenie opét jednoduché. Kazdy opakujici sa pod-
retazec zodpoveda vnatornému vrcholu. Aby bol repeat maximélny, staci skon-
trolovat, ¢ jeho vyskyty nemozno predizit o jeden znak dolava alebo doprava.

Na tento ucel si pri konstrukcii stromu staci pri kazdom liste, ktory reprezen-
tuje sufix za¢inajici na pozicii 4, poznacit znak, ktory sa nachadza bezprostredne
pred nim, t.j. znak T[i — 1] (pre ¢ = 0 moZeme pouzit Specialny symbol).

Potom pre kazdy vnitorny vrchol, pod ktorym sa nachédzaji najmenej dva
takto oznacené listy, moZzeme Tahko overit, ¢i sa dany retazec da (alebo neda)
predizit dolava ¢ doprava. Vnatorné vrcholy, ktoré zarovei splhaju tieto obme-
dzenia, zodpovedaji prave maximalnym repeatom v texte.

LCA a RMQ

V nasledujucich aplikacidch budeme potrebovat vediet riesit dve zakladné pod-
ulohy: LCA (Lowest Common Ancestor) a RMQ (Range Minimum Query).

LCA: Majme dany zakoreneny strom a dva jeho vrcholy u a v. Ulohou je najst
ich nagnizsieho spolocného predka, t.j. taky vrchol, ktory je predkom oboch a
zaroven lezi najhlbsie v strome. Ak si predstavime cestu od korena k u a v, tak
LCA(u,v) je posledny vrchol na ich spolo¢nej ceste.
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RMQ: Majme pole ¢isel A[0...n — 1]. Dotaz RMQ(i,j) ma vratit poziciu
najmensej hodnoty v intervale Afi. .. j].

Ako tieto dve ulohy efektivne riesit si ukdZeme v nasledujicej kapitole. Zatial
budeme predpokladat, Ze ak si vstupny strom/pole vhodne predspracujeme,
dokézeme odpovedat na otazky o LCA a RMQ v konstantnom case.

#6 Najdlhsi spolo¢ny prefix

Majme dve pozicie i a j v texte T a chceme zistit najdlhsi spolo¢ny prefix sufixov
Tl...]aT[j...], t.j. dlzku najdlhsej poc¢iato¢nej zhody:

LCP(i,j) =max{k:T[i...i+k—-1]=T[j...7+k—1]}.

Trivialne rieSenie. Jednoduchy sposob je porovnéavat znaky jeden po dru-
hom, kym nendjdeme prvy nesulad. Toto trva O(k), kde k = LCP(i, j).

Riesenie pomocou LCA. V sufixovom strome ma kazdy sufix svoj list. Naj-
dlhsi spoloény prefix dvoch sufixov zodpoveda textovej hibke ich najnizSieho
spolo¢ného predka:

LCP(i, j) = string-depth (LCA(list(7), list(5))).

Ak teda vieme LCA pocitat v ¢ase O(1), vieme aj LCP(i, j) urdit v ¢ase O(1).

#7 Priblizné vyskyty

Majme text T dlzky n, vzorku P dlzky m a chceme najst vietky pozicie, kde
sa P ,priblizne* nachadza v T', pricom tolerujeme, ak sa vzorka od vyskytu 1isi
najviac v k znakoch.

Trividlne rieSenie. Prilozime vzorku P ku kazdej pozicii v texte a spoci-
tame, v kol'kych znakoch sa 1igi. Toto trva O(n x m), pretoZe pre kazdu poziciu
porovnavame po znakoch az kym nedosiahneme m.

Rychlejsie rieSenie pomocou sufixového stromu. MoZeme dosiahnut ¢as
O(n x k), ak vyuZijeme sufixovy strom a najmé moZnost pocitat najdlhsi spo-
lo¢ny prefix dvoch sufixov v ¢ase O(1).

Myslienka je jednoducha: skuisime prilozit vzorku P ku kazdej pozicii 7 v
texte ako predtym, ale namiesto porovnévania znakov jeden po druhom sa vzdy v
konstantnom ¢ase posunieme na najblizsiu chybu. To urobime pomocou vypoctu

LCP(P[j...], T[i+j...]).

Ak je napriklad priloZenie presné na prvych z znakov, LCP nam v O(1)
povie hodnotu z, a my okamZite presko¢ime o x znakov dalej, aZ k najblizsej
moznej chybe.
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Opakujeme to najviac (k + 1)-krat, kedze pri viac nez k chybach mozeme
poziciu rovno zamietnut. Na kaZdej pozicii teda stravime O(k) ¢asu a celkovo
tak dostavame Gasovu zlozitost O(n x k).

Poznamka: Tento algoritmus je skor teoreticky.

#8 Pocitanie dokumentov

Majme mnozinu dokumentov
D=A{T1,..., T4}

Ozna¢me n; dlzku i-teho textu a N = 3. n; celkovii dizku vietkych textov
dokopy. Pre dant vzorku P chceme spoéitat v kol'kych roznych dokumentoch
sa vyskytuje.

Pri 6smej aplikacii snad’ neprekvapi, Ze budeme pracovat so zovieobecnenym
sufixovym stromom pre dand mnozinu dokumentov. Kazdy list zafarbime farbou
dokumentu, z ktorého pochédza prislusny sufix.

Ak dlohu preformulujeme do reéi stromov: Mame d roznych farieb a pre
kazdy vrchol v strome chceme uré¢it, kolko réznych farieb (teda dokumentov) sa
nachadza v jeho podstrome.

Priamociare rieSenie. Pre vrchol, v ktorom konéi vyhladavané vzorka, staci
prehladat cely jeho podstrom a zozbierat farby vsetkych listov. To trva

O(m + #pocet listov v podstrome) = O(m + #vyskytov).

D4 sa to lepsie? V dokumentoch sa hladana vzorka moze vyskytovat vela-

krat a teda podet vyskytov moZze byt ovela—ovela vadsi ako je polet roznych
dokumentov, ktoré ju obsahuja.

Prvy pokus o zrychlenie. Pre kazdy vrchol méZeme predpoditat mnoZzinu
farieb v jeho podstrome. To by v8ak znamenalo pamét aj ¢as na predpocitanie

O(N x d),

¢o je dost vela.

Ak je d malé, praktické rieSenie je reprezentovat mnoziny ako bitvektory:
jednotkovy bit na pozicii j znamena, Ze podstrom obsahuje j-ty dokument. Pri
zjednocovani mnozin deti potom stadi z-OR-ovat jednotlivé bitvektory.



17

Lepsie rieSenie pomocou LCA. Finta je v tom, Ze sa vyhneme explicitnému
ukladaniu mnozin. Fixujme si nejaky konkrétny podstrom (vrchol v). Dva listy a
a b patria do podstromu préave vtedy, ked ich najnizsi spolo¢ny predok LCA(a, b)
lezi v podstrome v.

To ndm umozni pocitat opakovania farieb nasledovne: ak sa v podstrome
nachéadza napriklad r listov ¢ervenej farby, tak existuje presne r — 1 po sebe
iducich dvojic ¢ervenych listov, ktorych LCA lezi v tomto podstrome.

Namiesto toho, aby sme zistovali pocet roznych farieb, spocditame najprv
pocet opakovant farieb. Vo vrchole s podstromom obsahujtcim r listov rovnakej
farby ma tato farba r — 1 “extra vyskytov”. Ak vieme pre vSetky farby spocitat,
kde sa takéto opakovania nachadzajt, vieme pre dany vrchol urcit:

#farieb v podstrome v = (#listov v podstrome v) — (#opakovani v podstrome v).

Ako zistime opakovania?

1. Pre kazdu farbu si vezmime vSetky listy tejto farby a zotriedme ich podla
poradia v Eulerovskom prechode (zl'ava doprava).

2. Pre kazdu dvojicu po sebe iducich listov a, b danej farby spoc¢itame LCA(a, b).

3. Pre vrchol u = LCA(a,b) zaznacime, Ze v jeho podstrome zacina jedno
opakovanie.

4. Nakoniec urobime jeden DFS prechod zdola nahor. V kazdom vrchole séi-
tame v8etky hodnoty svojich deti a tak zistime celkovy pocet opakovani v
jeho podstrome.

Potom uz len odpocitame pocet opakovani od poctu listov a ziskame pocet roz-
nych farieb. Cela struktaru vieme predpocitat v ¢ase O(n), ak méame k dispozicii
LCA v ¢ase O(1). Po tomto predspracovani vieme pre kazdy dotaz zodpovedat
v ¢ase O(1).

#9 Hl'adanie dokumentov

Uvazujme opét zovSeobecneny sufixovy strom nad mnoZzinou dokumentov D =
{T1,...,Ty}. Tentokrat budeme chciet nielen podet dokumentov, ktoré obsahuju
vzorku P, ale aj vypisat, ktoré to sa. Tak ako pri predchadzajucej tlohe, si
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mozeme vrchol zodpovedajuici sufixu z dokumentu 7T; oznacit farbou 4 a tlohou
bude vypisat vSetky farby v danom podstrome.

Tak ako v predchadzajucej aplikacii mdéZzeme bez predpoéitania jednoducho
prejst cely podstrom a zozbierat farby listov. Casova zlozitost tohto riesenia je
vSak

O(m + #vrcholov v podstrome).

My by sme idealne chceli algoritmus, ktory mé zloZitost
O(m + #roznych farieb v podstrome).

KTlacova myslienka. Zavedieme si pole A[1..n], kde A[i] je index predoslého
listu s rovnakou farbou ako list i. Ak je list ¢ prvy zo svojej farby, nech A[i] = 0.

Pozri priklad na obr. 9.

Listy zodpovedajtce vyskytom vzorky tvoria sdvisly interval [i,j] v tomto
poli. Chceme vypisat vSetky rdzne farby v tomto intervale.

Farba na pozicii k sa v intervale [i, j] vyskytuje prvykrat prave vtedy, ked

Alk] < i.
TakZe problém sa redukuje na nasledovny:
Vypisat vSetky k € [i, j] také, ze A[k] < 1.

Tieto pozicie vzdy prvym vyskytom vzorky P v kazdom dokumente. Ako
ich najst efektivne?

Nad polom A si predpocitame datova Struktdaru pre range minimum query
(RMQ) v ¢ase O(n), s dotazmi v ¢ase O(1).

Potom postupujeme rekurzivne:

1. Najdeme
k = argmin(A[i..j]).

2. Ak A[k] < i, tak pozicia k reprezentuje nejaky dokument — vypiSseme farbu
listu k.

3. Rekurzivne pokracujeme v intervaloch [i,k — 1] a [k + 1, j].

Rekurzia sa zastavi vidy, ked minimum v intervale uz nespliia podmienku
Alk] < 1.

Vysledna zlozitost. Predspracovanie pola A (vypocet A a RMQ) trva O(n).

Ak si predstavime strom rekurzivnych volani (koreii je minimum intervalu,
synovia s minimé lavého a pravého podintervalu), prechadzame vlastne Cast
tzv. Kartézského stromu pre dané pole. Kazdy vnutorny vrchol je jedna farba,
ktort vypiSeme a listy reprezentuju asti pola, kde rekurziu mozeme ukonéit,
pretoZze vietky prvky sii uz vacsie alebo rovné i. KedZe listov je len o 1 viac ako
vnutornych vrcholov a kazdy vrchol zodpoveda len jednému volaniu RMQ), ¢o
je O(1), celkovy cas je O(#dokumentov).
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Obr. 9: Pre kazdy list si pozna¢ime dvojicu (4, p), kde 4 je poradové &islo listu
zlava doprava a p je ¢islo predosiého listu s rovnakou farbou. Napriklad pod
modrym vrcholom 2 méme poznacené (10,5), pretoZe je to 10-ty vrchol v po-
radi a najblizsi modry list vliavo je 5-ty v poradi (ako znazorhuje Sipka medzi
modrymi listami 2 — 1). Tieto dvojice tvoria pole A dolu.

Povedzme, Ze v strome hladame vzorku A — prejdeme od korefia po hrane ozna-
¢enej A a zakrazkovany podstrom zodpoveda vsetkym vyskytom A vo vSetkych
dokumentoch. Tento podstrom zodpoveda intervalu od 9-teho po 14-ty vrchol.
Vg&imnite si, ze prvy vyskyt v kazdom dokumente st prave tie listy, ktorych
predchodca je skor ako 9-ty v poradi. Naopak, opakované vyskyty maja pred-
chodcu v intervale [9, 14].

Uloha sa nam teda redukuje na néjdenie tych pozicii k v intervale [9, 14], kde
Alk] < 9.
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Zhrnutie

Sufixovy strom je pismenkovy strom (trie), ktory obsahuje vSetky sufixy daného
retazca. ZovSeobecneny sufixovy strom obsahuje vSetky sufixy viacerych retaz-
cov. Zabera iba O(n) pamiéte, ak pouZijeme kompaktni reprezentéciu, pri¢om
cesty, ktoré sa nedelia, skomprimujeme do jednej hrany a kazda hranu repre-
zentujeme len dvoma indexmi do pdvodného textu. Mozno ho zostrojit v ¢ase
O(n) (konstrukciu si ukdZeme v kapitole o sufixovych poliach).

Je velmi uzito¢ny v stringologii, pretoze odhaluje vela Struktary o podre-
tazcoch daného textu a mmnoho problémov nad retazcami sa da pomocou neho
preloZit na problémy nad stromami. Preto sa oplati mat poruke maly ,prekla-
dovy slovnik® medzi svetom retazcov a svetom stromov:

Stringoldgia Stromy

list ¢ v sufixovom strome

cesta od korena k listu 4
zaciatok cesty od korena k listu ¢
dlzky j — i+ 1;

listy v podstrome pod

cestou oznacenou P

prerezanie* stromu v hibke k&

pozicia ¢ v texte
i-ty sufix
podretazec T'[i..J]

vyskyty vzorky P

vSetky podretazce

dizky k v texte
dokument

dokumenty obsahujiace P
spolo¢ny prefix

farba listu
rozne farby listov pod cestou P
spolo¢na cesta od korena
dvoch podretazcov smerom k dvom vrcholom
najdlhsi spoloény LCA prislusnych
prefix dvoch sufixov dvoch listov.
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