Triedenie a vyhl'adavanie

Zac¢nime prikladom. Mame stubor dat, ktoré chceme preusporiadat. Pre kazdy
prvok d; uz poznédme jeho cielovu poziciu m; — teda permutaciu 7 ¢isel 1,..., N,
ktora urcuje, kam ma ktory prvok patrit. Otazka znie:

Ako tieto data efektivne usporiadat podla w7

Uplne najpriamodciarejsie rieSenie je napisat oby¢ajny cyklus, ktory kazdy
prvok jednoducho presunie na svoje miesto:

for i in O..N:
alpilill = d[i]

Na prvy pohlad to vyzera nevinne — ¢itame prvky, zapisujeme ich inde, hotovo.
Lenze ak st data uloZzené na disku, mozZe to byt jedna z najhorSich veci, aké
moZete svojmu pod&itacu spravit. Ak si spominate na klasické pevné disky (hard
disky — tie prastaré technologie s rotujicimi plathami, kde sa ¢itacia hlava musi
najskor presunut na spravnu stopu a potom c¢akat, kym sa pod fiu dostane
spravny sektor), viete, Ze sekvencné citanie je velmi rychle — ale ndhodny pristup
(random access) je extrémne pomaly.

Sucasné disky (rok 2025) dokazu pri sekvencnom &itani prenasat stovky me-
gabajtov za sekundu, kdezto pri ndhodnom pristupe je to ¢asto len v jednotkach
a7 desiatkach MB/s. Sekvenény pristup je teda typicky 10- aZ 100-krdt rijchlejsi
nez ndhodny. Moderné SSD disky tuto priepast sice vyrazne zmengili — no aj
pri nich zostéva sekvenény pristup nasobne rychlejsi nez tplne nahodny.

Model externej pamaéti

Aby sme mohli analyzovat algoritmy v prostredi, kde nie je pristup do paméte
rovnomerne rychly, zavedieme model externej pamdti, znamy tiez ako 1/0 model,
external memory model, disk access model alebo niekedy aj cache-aware model.

e Mame neobmedzeni externi pamdat (disk) a rgchlu cache velkosti M (ty-
picky hlavna pamét).

e Pocitat mozeme len s tdajmi, ktoré sa nachadzaja v cache; vSetko ostatné
musi byt najprv nacditané z externej paméte.

e Externa pamét je rozdelena na bloky po B slovach (alebo bajtoch). Ked
¢itame alebo zapisujeme, vzdy sa prenasa cely blok — nie jednotlivé slova.

e Popri klasickej Gasovej a pamétovej zloZzitosti algoritmu nés preto bude
zaujimat aj jeho I/O zloZitost: pocet prenosov blokov (¢itani + zapisov)
medzi externou paméatou a cache.

Inymi slovami, I/O model meria, kolkokrdt musime ist na disk. Kazdy takyto
pristup je extrémne drahy a preto préave tento pocet ¢asto urcuje realnu rychlost
algoritmu.



Je zrejmé, Ze:
1/0 zlozitost < ¢asova zlozitost,
pretoZze v najhorSom pripade moZze kazda operacia sposobit cache miss a tym

jeden prenos. Naopak,

minimélny pocet pristupov

I/0O zlozitost >
/O zlozitost > B )

pretoze kazdy prenos nacita aspon jeden blok velkosti B.
Vyhl'adavanie

RieSenie #1: bindrne vyhladavanie. Prvy nastrel: klasické rieSenie na
hl'adanie v utriedenom poli je, samozrejme, bindrne vyhladdvanie.

bindrne vyhladavanie
k4

ckok do stredu
na poziciu m=(l+r)/2

W -

Hladany prvok najdeme pomocou O(log N) porovnani a dokonca vieme, Ze
tento algoritmus je optimalny — hladanie s mensim po¢tom porovnani (v naj-
horgom pripade) jednoducho nie je mozné. V nagom pripade nas vSak nezaujima
podet porovnani, ale pocet pristupov na disk, a v tomto ohlade je binarne vy-
hladavanie, jemne povedané, suboptimalne.

Binarne vyhladavanie totiz velmi ,skace: takmer na kazdé porovnanie bude
treba nadcitat novy blok z paméte. Takto postupne zmensujeme interval, v kto-
rom hladame, az kym jeho dizka neklesne na velkost jedného bloku. Vtedy
sa cely zvy$ny interval zmesti do najviac dvoch susednych blokov (aj ked nie
s presne zarovnané, v najhorSom pripade v jednom bloku za¢ne a v druhom
skon¢i), ktoré nacitame do RAM — a d'alej uz netreba siahat na disk.

Celkovy pocet I/0O operacii teda vieme odhadnut ako

O(log(N/B)) = O(log N — log B)

pristupov na disk.
Da sa to lepsie?

RieSenie #2: binarny vyhladavaci strom. Druhy klasicky pristup je zo-
strojit si binarny vyhladavaci strom. Predpokladajme, Ze je perfektne vyvazeny
a ze si ho ulozime na disk po trovniach zlava doprava, podobne ako pri repre-
zentacii binarnej haldy. Ak sme vo vrchole na pozicii 4, jeho deti sa nachadzaju
na poziciach 27 a 2i + 1.



vyhladavanie v bindrnom strome

deti s0 na indexoch 2i / 2i+1

N
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Akt ma takyto pristup I1/0O zloZitost?

Prvych priblizne lg B skokov sa eSte odohrava v ramci jedného bloku, pretoze
vietky uzly najvyssich drovni sa zmestia do jedného bloku. Lenze dizka skokov
sa exponencialne zviacsuje a od urcitého momentu si uz skoky vicsie ako vel'kost
bloku B. Kazdy d'alsi zostup o troveii niZSie znamené naditanie nového bloku z
disku.

Celkova I/0 zloZitost teda opét vychadza na

O(log(N/B)) = O(log N — log B)

pristupov na disk.
Slabé. To sa naozaj neda lepsie?
D4 — staéi si uvedomit, Ze nikde nie je napisané, Ze strom musi byt bindrny.

RieSenie #3: B-strom. Namiesto binarneho stromu pouzijeme zhruba B-
arny, kde B zodpoved4 vel'kosti bloku.! Kazdy vrchol tak bude ulozeny v O(1)
susednych blokoch, a kedZe strom ma vysku logg NV, sta¢i ndm len

O(logg N) = O(log N/ log B)

pristupov na disk.

vetvenie na )

-7 ~B detf

Vyhladavanie v B-arnom sTrome
yhladavanie v B-3 £

IOSB N drovnl

V praxi vicSinou zvolime vetvenie tak, aby zodpovedalo maximélnemu po-
¢tu prvkov, ktoré sa do jedného bloku eSte zmestia, a celé rozloZenie vrcholov
zarovname na zaciatky blokov. Vyhneme sa tak neprijemnej situacii, ked vrchol
,precnieva” do dvoch susednych blokov a museli by sme ich naditat oba.

IPredpokladajme, %e prvky majt konstantni velkost, takze do jedného bloku velkosti B
sa zmesti ©(B) prvkov.



Dalsie praktické vylepSenie, najmé ak reprezentujeme slovnik, v ktorom ma
kazdy kI'a¢ pridruzent vicsiu hodnotu, je tzv. BT -strom. Myglienka je jednodu-
chéa: vSetky data ulozime iba v listoch, zatial¢o vnitorné vrcholy buda obsahovat
len kopie kl'ucov, ktoré nas buda navadzat k cielu. Na rozdiel od klasického B-
stromu, kde kazdy vrchol obsahuje aj kIu¢, aj hodnotu, teraz vnutorné uzly
obsahuju len kIice. Vd'aka tomu sa do jedného bloku zmesti viac kl'i¢ov, strom
je plytsi a vyhladavanie eSte efektivnejsie.

Navyse, vSetky realne data sa nachadzaja v listoch, ktoré st na disku ulozené
v poradi podl'a kI'ic¢ov. Prechod cez interval hodnot zlava doprava je tak mozné
vykonat jednoduchym sekvenénym céitanim blokov — a to je presne to, ¢o ma
disk najradse;j.

Mimochodom, rozdiel medzi O(log N — log B) a O(log N/log B) je v praxi
zésadny. Napriklad ak mame N = 10° prvkov a blok velkosti B = 103, tak
lg N =~ 30 alg B ~ 10. Binarne vyhladéavanie preto potrebuje priblizne 30—10 =
20 pristupov na disk, zatial¢o B-strom iba 30/10 = 3(!) To je obrovsky rozdiel,
ak uvaZzime, Ze kazdy pristup na disk moze trvat milisekundy (pre SSD stovky—
desiatky mikrosektnd), zatial¢o pristup do RAM trva desiatky nanosekind.

A neda sa to este lepSie? Ak sa bavime o hladani pomocou porovndvani
(teda bez heSovania, pismenkovych stromov, alebo inych struktur, ktoré vyuzi-
vaju vnatornu reprezentaciu klacov), potom odpoved znie: nie.

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze hladany kl'a¢ sa v nagom stubore nena-
chadza a chceme zistit jeho poziciu, tzn. najbliz§i mensi a najblizs$i vaA¢si prvok.
V tomto modeli je kazdy krok len otézka typu ,je hladany prvok mensi alebo
VACsi nez tento?”, ¢o nam poskytuje prave jeden bit informécie.

Aby sme nagli presni poziciu hfadaného prvku v utriedenom poli dlzky N,
musime rozli$it medzi N + 1 moznostami, ¢o si vyzaduje aspoil logy N bitov
informécie. Z toho priamo plynie dolna hranica:

Q(log N)

porovnani.

Ak namiesto jednotlivych prvkov ¢itame celé bloky, v ktorych sa nachadza
B kl'acov

k0:700<k1<k2<"'<k3<]€B+1:OO,

tak jediné, ¢o sa po nacitani bloku dozvieme, je, do ktorého intervalu (k;,kit1)
hladany prvok patri. To je B + 1 roznych moZnosti, a teda z jedného nacitania
mozeme ziskat najviac O(log B) bitov informécie.

KedZe spolu potrebujeme log N bitov a z jedného bloku ich ziskame najviac

log B, potrebujeme aspon
Q(log N/ log B)

diskovych operécii.



(a) Pri binarnom vyhladévani v utriedenom poli je strom implicitny; prvky st usporia-
dané ako pri inorder prechode zl'ava doprava. V jednom bloku sa ocitnu stvislé useky,
teda akoby sme strom rozsekali na vertikélne slize.

(b) BFS usporiadanie — implicitny binarny strom uloZime po riadkoch. Po zhruba
log B trovniach je na jednej trovni viac ako B vrcholov a teda prechod na kazda
nizsiu droven spdsobi cache miss.

...........................................

(c) B-strom si moézeme predstavit aj tak, ze kazdy ,super-vrchol® je zlozeny z malého
binarneho podstromu. Do jedného bloku vlozime perfektne vyvazeny uplny podstrom
< 7 vrcholov. Podstromy maju vysku zhruba ©(log B) a cesta z korefia do listu prejde
O(log N/ log B) takychto podstromov.

Obr. 1: Pri vyhladavani to vyzeralo, Ze sme uvaZovali rozne algoritmy (binarne
vyhladéavanie vs. binarny strom vs. B-arny strom). V skuto¢nosti sa menilo len
rozloZzenie dat v paméiti. Kazdé vyhladavanie porovnavanim zodpoved4 neja-
kému bindrnemu rozhodovaciemu stromu — ¢ uz je strom implicitny a pozicie
vrcholov vieme vypoditat podla vzorca, alebo je explicitne uloZeny a medzi vr-
cholmi skd¢eme pomocou smernikov. Hlavna otézka teda v skutocnosti znie:
ktoré vrcholy mame ulozit spolu do blokov tak, aby sme minimalizovali pocet
1/0 operacii. Na obrazku su bloky velkosti 8

Triedenie

V klasickom RAM modeli sme zvyknuti, Ze bezné triediace algoritmy ako he-
apsort, quicksort alebo mergesort triedia N prvkov v ¢ase O(Nlog N), ¢o je
optimalne v porovnavacom modeli. Ak by sme ich priamo pouzili aj v exter-



nej paméti, znamenalo by to O(N log N) diskovych operacii — a to je privela.
Prirodzene, chceli by sme Cosi lepsie.

Dobréa sprava je, ze vSetky tieto algoritmy sa daju pre ucely externého trie-
denia upravit. Najtazsie je to pri heapsorte — tam potrebujeme tplne ini verziu
haldy, ktora je efektivna aj v externej paméti. Tomuto problému sa budeme
venovat v neskorsej kapitole.

Quicksort a mergesort si na tom lepSie, pretoze prirodzene pracuju sek-
venéne. Linearny prechod N prvkov si vyZzaduje len O([N/B] + 1) pristupov na
disk, ¢o je v podstate idedlne — ¢itame aj zapisujeme celé bloky naraz.

Vezmime si teda mergesort. V klasickej verzii za¢ina s jednotlivymi prvkami
a postupne ich spaja do utriedenych behov dizky 2,4, 8,16, .. .. To je viak pri ex-
ternom triedeni iplne zbytoéné. Ovela rozumnejsie je nacitat naraz plni RAM,
teda ©(M) prvkov, zotriedit ich interne a vysledok zapisat spit na disk ako
jeden utriedeny beh. Tento krok stoji len O(N/B) diskovych operacii a ziskame
tak priblizne N/M utriedenych behov dlzky M.

Ostéava uz len pospajat tieto dlhé behy. Ak budeme v kazdej faze spajat
vzdy po dvoch, potrebujeme [log(N/M)] faz. Kazda faza prechadza vietky data
sekvencne (&itanie dvoch behov a zapisovanie vysledku), takze jedna faza stoji
O(N/B) diskovych operacii. Celkova I/O zlozitost teda bude:

N N
0] (BlogM) .

Da sa to este lepSie? Veru &no. V predchadzajicom rieSeni sme spajali behy
bindrne, vidy po dvoch, ale ni¢ ndm nebréani spajat ich viac naraz — vlastne to,
kolko ich mozZeme spajat sucasne, urcuje kapacita hlavnej paméte.

Do paméte sa zmest{ priblizne M /B blokov, takZe moZzeme naraz spajat az
M/ B —1 utriedenych behov. Z tychto blokov si vyhradime M /B —1 ako vstupné
buffery, do ktorych nacitame po jednom bloku z kazdého z behov, a posledny
volny blok pouZijeme ako vystupny buffer.

Mergovanie potom prebieha nasledovne: z aktualnych blokov vzdy vyberieme
najmensi prvok a zapiSeme ho do vystupného bufferu. Ked sa vystupny buffer
zaplni, cely ho v jednom kroku zapiSeme na disk. Ak sa niektory vstupny buffer
vypréazdni, nac¢itame z prislusného behu d'alsi blok.

Takymto spésobom dokaZzeme spojit az M /B — 1 behov naraz, pri¢om jedna
faza stale vyzaduje len O(N/B) diskovych operacii. Podet faz sa tak vyrazne
znizi: pri bindrnom spajani (po dvoch) sa po kazdej faze poet behov zmensi na
polovicu, pri k-nasobnom spéjani sa zmensi k-krat. Pocet faz je teda priblizne
logrs/(IN/M) a celkové 1/0O zlozitost externého mergesortu je

N N

(Ak N/M = (M/B)*, tak N/B = (M/B)*~!, takze tato zlozitost sa asto
zapisuje aj v ekvivalentnom tvare O(% log,, /B ).)



V praxi, ak mame bloky velkosti povedzme 4 kB a opera¢nii paméat s kapa-
citou niekolkych gigabajtov, dokdZeme naraz spajat radovo tisicku behov. Uve-
domte si, Ze kazdy z tychto behov ma sam o sebe niekolko gigabajtov, pretoze
vznikol tak, Ze sme do paméte RAM nacitali maximum dat, ktoré sa tam zmes-
tili, a tieto sme interne zotriedili. Vysledkom je, Ze aj pre vstupy velkosti radovo
terabajtov sta¢ia v praxi len 2 (slovom: dva) prechody diskom: v prvom vytvo-
rime utriedené postupnosti dizky M, a v druhom ich vietky spojime dokopy do
jedného velkého, utriedeného stboru. Faktor log,, /B % v praxi ¢asto znamena,
ze kazdy blok dvakrat nacitame a dvakrat zase vypiSeme.

Praktické vylepSenia. Ako vlastne spojime k postupnosti naraz?

Trivialne rieSenie je porovnavat prvky zo v8etkych behov priamo, ¢o by viedlo
k zlozitosti O(kN) — a to je pre velké k samozrejme nepouZzitelné. Lepsie je
pouzit haldu, ktord ndm umoZni v kazdom kroku najst najmensi prvok v ase
O(log k). Tym dosiahneme zloZitost O(N log k),

Este o nieco lepSie rieSenie a v praxi najpouZzivanejsie je pouzit tzv. turnajové
stromy (loser tree), pozri obr. 2. Myslienka je, Ze namiesto oby¢ajnej haldy si
udrziavame binarny strom, ktory v kazdom vrchole uchovava ,porazeného® z
porovnania svojich dvoch deti. Pri vybrani minima nam staci prejst cestu od
listu do koretia a spravit lgk porovnani, zatial¢o v halde pri bublani nadol
spravime v najhorSom pripade dvakrat tol'ko porovnani.

Druhé vylepgenie je prejst na trojpolng systém.>

V zakladnej verzii algoritmu, ako sme ho popisali vyssie, najskor nacitavame
d4ata do pamite (disk pracuje, CPU sa nudi), potom triedime (CPU maka, disk
stoji), a nakoniec zapisujeme vysledok spat na disk (a CPU opét ni¢ nerobi).
Disk aj procesor sa teda vi¢sinu Casu striedaji v ne¢innosti.

2Trojpolny systém zaviedli v Eurépe v stredoveku, hoci Ciitania ho poznali eSte pred naSim
letopoctom. Myslienka bola, Ze pole sa rozdelilo na tri asti: na jednej sa na jar seje jarina
(ja¢men, ovos), na druhej Casti sa na jeseh zaseje ozimina (pSenica) a tretia Cast lezi dhorom.
Ja¢men aj ovos vyzaduju menej zivin ako pSenica a dobre rasta aj na pdde, ktorad je po zime
ochudobnena. V thore sa pasol dobytok, ktory podu prirodzene hnojil a do pody sa dostéaval
dusik a organick4d hmota. Dalsi rok sa dasti vymenili: tam, kde bol thor, sa vysiala ozimina,
na mieste oziminy jarina a jarina sa nechala thorom.
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Obr. 2: Spajame 8 postupnosti na obrazku. Potrebujeme vzdy porovnat prvky
zo zafiatku kazdého behu a vybrat minimum. a) Predstavme si, Ze prvky zo
zaCiatku kazdého behu hraju turnaj. V prvom kole sa stretna 4 vs. 6, 2 vs. 7,
atd. Prvky 6 a 7 prehraju (zapiSeme ich do vrcholu stromu) a 4 a 2 pokrac¢uju
do dalsieho kola (zapisali sme ich na hrane do rodi¢a). Vo finale sa stretna 2
vs. 1, o vyhra 1 (zo 6. postupnosti), ktora je minimum. b) Co sa stane, ked
1 odstranime? Na jej miesto nastipi dalsi prvok zo 6. behu, ¢islo 3. Nemusime
opakovat cely turnaj, stadi si prejst cestu predchadzajuceho vitaza: Nad 9 a 4
vyhra aj 3, takZe sa dostane do finale, kde ju porazi 2. ¢) Ked odstranime 2,
ktora pochédza z 3. behu, na jej miesto nastipi 5. Vyhra nad 7, ale 4 ju porazi.
Tym padom 4 postupi do finéle, kde ju porazi 3. d) Reprezenacia loser tree v
paméti: paméatame si len hodnoty porazenych a z ktorej postupnosti pochadzaja.
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triedime -

Etbame UTRIEDENA GAST |
nové déta

B zapisujeme
VOUNA EAsT na disk

Ovela lepsie je rozdelit pamét na tri casti. V prvej budeme nacitavat nové
data z disku, v druhej triedit tie, ktoré s uz naditané, a v tretej budeme zapi-
sovat utriedené bloky spit. Ked jedna faza skondéi, ¢asti si jednoducho vymenia
tlohy: pamét, ktort sme prave naplnili, sa za¢ne triedit; pamét, ktora sa prave
zotriedila, sa za¢ne zapisovat; a pamét, ktord sme prave zapisali, sa uvolni a
moZe znova sluzit na nacitanie.

Takto dokazeme efektivne prelinat 1/0 operdcie s vijpodtom — vyuZijeme, Ze
¢itanie a zapis medzi RAM a diskom moéZzu prebiehat paralelne, bez toho, aby
do nich musel CPU aktivne zasahovat.

Pri trefom vylepSeni sa pozrieme na ,hluché“ miesta, ktoré vznikaju pocas
spajania behov. V predchadzajucom algoritme, ako sme ho opisali, ked sa vy-
stupny buffer zaplni, cely ho zapiSeme na disk — CPU pritom ¢aka, kym sa zapis
dokonéi, sa uvolni sa miesto a az potom pokracuje dalej.

V praxi samozrejme mame vystupné buffery aspon dva a stredame medzi
nimi. Ked sa jeden zaplni, procesor pokracuje vo vypoctoch s druhym, kym
prvy sa paralelne zapisuje na disk. Kym sa druhy buffer zaplni, prvy je uz
zvyCajne zapisany, uvolneny a pripraveny na nové data.

Podobny problém vsak vznikd aj na opacnej strane — pri vstupnych buffe-
roch. Ked sa niektory z nich vyprazdni, musime pockat, kym sa z disku nacita
d'alsi blok, ¢o opat sposobi prestoje. Mohli by sme pouzit dvojicu bufferov pre
kazdy beh: ked sa jeden vyprazdni, pokracujeme s druhym, a medzitym do pr-
vého nacitame novy blok. LenZe tym by sme efektivne znizili pocet behov, ktoré
vieme spajat naraz, zhruba na polovicu.

Lepsi napad je trochu prefikanejsi. Z kazdého vstupného bloku si zapamé-
tame jeho minimum a ¢islo behu, z ktorého pochédza. Tym ziskame kratku
pomocnt postupnost, ktori si zotriedime a vdaka nej budeme vediet predvidat
buducnost! Budeme vediet poradie, v akom sa jednotlivé buffery vypréazdnia, a
teda aj v akom poradi budeme potrebovat nacitavat nové bloky.

Potom nam staci rezervovat len niekol'ko volnych blokov, kam budeme prie-
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beZne nacitavat budtce data. Vzdy, ked sa niektory buffer vyprazdni, jeho néh-
radnik uz ¢aka pripraveny v paméti: prazdny buffer okamzite vymenime za plny,
s plnym pokrac¢ujeme v spajani a do prazdneho medzitym naditame d'alsi blok,
ktory budeme potrebovat najblizsie.



