Lenivy (scapegoat) strom

Existuje mnoho druhov ,snazivych® vyvazovanych stromov, ktoré si pre kazdy
vrchol pamitaja nejaka dodatoéni informéciu — napriklad vysku, ¢ernu/ervent
farbu alebo pocet uzlov v podstrome — a pomocou rotacii sa neustale snazia udr-
zat strom vyvazeny. Naopak, v tejto kapitole si v8ak ukéZeme tuplne iny pristup:
Scapegoat stromy st dplne lenivé a nerobia vobec ni¢, kym nemusia.

Je to podobné, ako ked méme doma neporiadok: Pokial je eSte relativne
maly, vieme potrebné veci najst pomerne rychlo. Ale ked ndm uZ prerastie
cez hlavu, musime si upratat. Zaroven nas moze hriat dobry pocit, ako sme
odd’alovanim upratovania usetrili kopu ¢asu.!

Mozno si v tomto momente kladiete (upravnend) otazku:

Preco sa vobec zaoberat d'alsim typom vyhladavacieho stromu? To
nam nestacia existujtce riesenia ako AVL alebo Cerveno-¢ierne stromy?

Uvediem tri dévody, preco st scapegoat stromy zaujimaveé:

#1. Leniva metoéda. Pre mnohé druhy stromovitych struktar st zakladnou
metddou vyvazovania rotacie. V neskorsich kapitolach si v8ak ukazeme datové
struktiry, kde nie je mozné efektivne rotovat vrcholy. Otézka potom znie: M4
niekto plan B? My ho mat budeme! Elegantné rieSenie: ni¢ nerobit, az kym
strom nie je prili§ nevyvaZeny a vtedy od zékladov prebudovat ¢ast Struktury.

#2. Vyska stromu. Perfektne vyvaZzeny binarny strom ma vysku [lgn]. Ako
sd na tom iné vyvazované stromy?

e Cerveno-dierne stromy garantuji maximélnu vysku 21gn.
e AVL stromy dosahuji maximéalnu vysku okolo 1.441gn.
e Priemerna vyska nahodného stromu (treapu) je okolo 2.9881gn

Otéazka znie: Ako velmi sa vieme priblizit k idealnej vyske lgn?

Scapegoat stromy umoziiuju dosiahnut vysku (1+¢)lgn pre lubovolne malé
€ > 0, pri¢om insert a delete bude stéle trvat O(logn). Samozrejme, je to za ur-
¢t cenu: ¢im viac sa snazime pribliZit k optimalnej vygke, tym Castejsie budeme
musiet prebudovavat podstromy a konstanta skrytd v O bude vicgia. Scapegoat
stromy nam vSak poskytuja moznost zobchodovat efektivnost aktualizécii za
rychlost vyhladavania.

#3. Dodatoéna pamit. Vidsina vyvaZzovanych stromov si musi pre kazdy
uzol pamétat nejaka dodatoént informéciu:
e AVL stromy si udrziavaji rozdiely vySok l'avého a pravého podstromu,

e Cerveno-Cierne stromy si pamétaju farbu kazdého vrcholu,
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e treapy si ukladaji nahodné priority vrcholov.

Otéazka znie: D4 sa vyvazovat aj bez toho?
Prekvapujica odpoved znie ANO, hoci my si kvoli jednoduchosti ukaZeme
verziu, ktora vyuziva dodatofnt pamét.

Ako funguju scapegoat stromy

Zakladna myglienka je velmi jednoduché: nechame strom rast, nerobime Ziadne
rotacie ani vyvaZovanie, pokial to nie je nevyhnutné. Ked sa strom stane prili§
nevyvazenym, najdeme ,,vinnika* — vrchol, ktory je zodpovedny za nevyvazenost
— a cely jeho podstrom prebudujeme na perfektne vyvazeny binarny vyhladéavaci
strom.?

Prebudovanie podstromu s k vrcholmi sice trva linedrny ¢as O(k), ale uka-
zeme si, ze takéto prebudovania nastavaji len zriedka a ze celkovy ¢as potrebny
na vSetky prebudovania je v amortizovanom zmysle stale O(logn) na operaciu.
Dolezité je, Ze ak je nevyvaZena iba maléd Cast stromu, prebudujeme len tito
lokalnu cast a zvySok stromu zostéva nedotknuty.

Kritérium vyvazZenosti

Vezmime si lubovolny vrchol v v strome a jeho podstrom, ktory obsahuje celkovo
S vrcholov (vratane samotného v). Nech L je pocet vrcholov v lavom podstrome
a R pocet vrcholov v pravom podstrome v ako na obréazku:

S vrcholov spolu

Ak by bol vrchol v perfektne vyvazeny, lavy aj pravy podstrom by mali mat
zhruba rovnaku velkost (polovicu celého podstromu)
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2Qdtial pochadza aj anglicky nazov scapegoat tree — scapegoat znamena, ,,obetny baranok*,
teda niekto, na koho zvalime (moZno i nepravom) vSetku vinu. Scapegoat strom moZze byt
mierne nevyvazeny na viacerych miestach, no my si vzdy vyberieme prave jeden vrchol, na
ktory to zvalime.



To je pomerne tazko dosiahnutelné, takZze sa v scapegoat stromoch uspokojime
so slab§im kritériom: Budeme hovorit, Ze vrchol v je v rovnovdhe, ak plati

2 2
L< §S a zaroven R < gS

1 1
ekvivalentne: R > gS —1 aczaroven L > gS —1
ckvivalentne: L <2x R+2 azaroveh R<2xL+2

Budeme hovorit, ze strom je vyvdZeny, ok je kazZdy jeho vrchol v rovnovdhe.
Formalne: pre kazdy vrchol v a kazdého jeho syna s plati:

size(s) < 2/3 x size(v),

teda ziadny syn nie je vicsi ako dve tretiny celého podstromu svojho rodica.
Z kritéria rovnovahy by malo byt zjavné, Ze ak je strom vyvaZeny, jeho vyska
bude logaritmicka vzhladom na poéet vrcholov N. Pre¢o?

e Koreni mé pod sebou vSetkych N vrcholov.
e Kazdy jeho syn ma pod sebou najviac %N vrcholov.

e Kazda dalgia troven znizuje pocet vrcholov v podstrome o faktor aspoil
2/3, teda

e kazdy vnuk ma najviac % X % x N = (%)2 x N vrcholov.

x 2 x N = (%)% x N vrcholov.

e kazdy pravnuk ma najviac 2 x %
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e Vseobecne: podstrom v hibke h obsahuje najviac (%)h x N vrcholov.

Otézka znie: aka je maximalna hibka stromu? Hladame najvicsie h, pre ktoré
eSte existuje aspoinl jeden vrchol v podstrome, teda
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Maximalna vyska vyvazeného stromu je teda: h < logg, IV, ¢o je priblizne
1.70951g N. Rozmyslite si, ako by sa maximalna vyska zmenila, ak by sme na-
miesto dvoch tretin zvolili int konstantu o € (3, 1).



Vkladanie

Algoritmus vkladania do Scapegoat stromu zac¢ina rovnako ako v oby¢ajnom bi-
narnom vyhladavacom strome: prechddzame od koreia smerom nadol, ndjdeme
spravne miesto podla usporiadania klicov a vlozime novy vrchol ako list.

Rozmyslite si, Ze jediné vel'kosti podstromov, ktoré sa pri vkladani nového
vrcholu zmenia, sd tie na ceste od koreha k novo vloZenému vrcholu. Preto po
vloZeni prejdeme cestu spat do korena, prepoc¢itame velkosti podstromov a skon-
trolujeme, & vietky vrcholy na tejto ceste stale spliiaji podmienku rovnovéahy.
(Vo végsine pripadov budi a mozeme tu skonéit.)

Ak v8ak najdeme vrchol, ktory je nevyvazeny, pripadne viac takych vrcho-
lov, vyberieme ten najvyssi a cely jeho podstrom prebudujeme na perfektne
vyvazeny binarny vyhladavaci strom.

Rozmyslite si, ako presne takito rekonstrukciu efektivne vykonat. Cielom
je, aby prebudovanie podstromu s k vrcholmi prebehlo v ¢ase O(k).

Celkova zlozitost jednej operacie bude O(logn) a ,raz za ¢as* este plus O(k)
navyse, ak prebudujeme podstrom velkosti k. Formalnu analyzu vykoname &o-
skoro, ale uz teraz si mozeme v8imnut intuitivny dévod, prec¢o bude rekonstruk-
cia v amortizovanom zmysle takmer ,zadarmo*: Po prebudovani je konkrétny
vrchol perfektne vyvazeny, jeho podstromy maji zhruba %k vrcholov. Aby sa
takyto vrchol opét stal nevyvazenym, musime pridat linedrne vela vrcholov (na-
priklad ~ %k vrcholov len na jednu stranu). Tym padom vak moZzeme nakladné
prebudovanie rozpocitat na linearne vela predchadzajicich operacii. UkaZeme,
ze ak kazda operacia vkladania ulozi dopredu nejaké ,,peniaze do fondu oprav®,
tak kym sa nejaky podstrom stane opét nevyvazeny, stihne si nasporit dostatok
zdrojov na zaplatenie celej rekonstrukcie. Tym bude zaruéené, Ze amortizovany
Cas kazdej operacie zostane O(logn).

Vymazavanie

Vymazéavanie v scapegoat stromoch je este lenivejsie ako vkladanie. Pri vymazé-
vani vrcholu z ho fyzicky neodstranime zo stromu, len ho oznacime ako vyma-
zany. Pozor: Operaciu find musime potom upravit tak, aby ignorovala vrcholy
oznaené ako vymazané. Ak poCet Zivych (nevymazanych) vrcholov klesne pod
polovicu v8etkych uzlov, prebudujeme cely strom.

Intuitivne: Prebudovanie celého stromu sice trva O(n), ale predtym mu-
selo nastat aspoil n/2 operécii delete, takZe amortizovany ¢as jednej operacie
delete zostava O(logn).

Analyza c¢asovej zlozZitosti

Pre kazdy vrchol v si zadefinujeme A, ako rozdiel velkosti medzi Tavym a pra-
vym podstromom, v absolitnej hodnote.
Budeme dodrziavat nasledovny invariant:

KaZzdy vrchol v méa vzdy naSetrenych aspori A, — 1 doléarov.



Ked vrchol pridame ako list, nemusi mat nasetrené ni¢ (pretoze A, = 0). Rov-
nako, po prebudovani perfektne vyvazeného podstromu nemusi mat Ziadny vr-
chol v fiom nasetrené ni¢, lebo rozdiel velkosti podstromov je najviac 1. Av8ak
¢im je vrchol viac nevyvaZeny, tym musi mat aj viac naSetrené.

UkéZeme, Ze ak za kazdu operéaciu insert dostaneme 2logg o N $, vystaci
nam to:

e logs/, NV dolérov minieme hned:

— na najdenie spravneho miesta,

pripojenie nového listu,

navrat spat ku korenu,

— prepoditavanie velkosti podstromov a kontrolu rovnovahy na ceste.
e logz/, N dolérov si odlozime na neskor:

— kazdy vrchol na ceste od nového listu po koren dostane 1 dolar.

novy vrehol

Pri vkladani sa zmeni A, iba pre vrcholy na ceste k novému vrcholu — a to
najviac o 1. Zaroven do kazdého takéhoto vrcholu ulozime prave 1 dolar, takze
invariant ostava zachovany. Ak strom po vloZeni zostéva vyvaZeny, operécia
tymto konéi.

Ukéazme teraz, ze ak dojde k prebudovaniu nevyvazeného podstromu, doka-
Zeme tato operaciu zaplatit z uz naSetrenych minci.

Povedzme, Ze prebudovany podstrom méa velkost k vrcholov. KedZe doglo
k porusSeniu rovnovéhy, jeden z podstromov mal viac ako %k‘ vrcholov a druhy
menej ako %k — 1 vrcholov. To znamena, Ze nevyvéazeny vrchol mal pred rekon-
strukciou A, > %k + 1 a teda podla nagho invariantu musel mat naSetrenych
aspon %k dolarov.

Po prebudovani budeme mat perfektne vyvazeny podstrom a vrcholy v iom
nemusia mat ni¢ naSetrené. takZe moZeme vetky naSetrené dolare pouZit na
zaplatenie prace. A kedZe prebudovanie podstromu velkosti k trva O(k) ¢asu,
méame dostatok financii na pokrytie celej rekonstrukcie.

A ¢o operacia delete?

Na jednu operaciu delete nam stacf logs o N + 1 dolarov:



e logz/; N dolarov zaplatime ihned za najdenie a oznadenie vrcholu ako
vymazaného,

e zvySny jeden dolar si odlozime do prasiatka na neskor.
Dodrzime tak invariant, ze

Strom, v ktorom je vymazanych D vrcholov ma naSetrenych prave
D dolarov.

Ak vymaZeme polovicu vrcholov, strom mé naSetrenych N/2 dolarov — a tie
stadia na zaplatenie prebudovania celého stromu, ktoré trva O(N) Casu.

Pre korektnost eSte musime dodat, Zze N tu oznacuje pocet vsetkych vrcholov
— vratane tych, ktoré sme oznacili ako vymazané, ale zatial fyzicky neodstra-
nili. V analyze datovych struktar vSak vzdy posudzujeme zlozitost v zavislosti
od skutoéného poétu prvkov v strome n = N — D. Av8ak kedZe vymazanych
vrcholov mézZe byt najviac polovica, N < 2n a teda vyska stromu je najviac
logs /5(2n) < logg o n + 2, takze vietky nase odhady ostévaji logaritmické.

Zhrnutie
Operdcia Cas v naghorsom pripade Amortizovany cas
find O(logn) (scapegoat strom garantuje
logaritmicka hibku vzdy)
insert O(n) O(logn)
delete O(n) O(logn)
Ulohy

e Ako sa zmeni maximélna vyska stromu, ak namiesto konstanty 2/3 zvo-
lime ina konStantu a € (%, 1)? Aké kritérium rovnovahy mame zvolit, ak
chceme strom s vyskou 1.51gn alebo 1.11gn?

e Ak si povieme, Ze pri prebudovani podstromu velkosti k& vykondme ¢ x k
ingtrukcii, potom predpokladame, Ze 1$ zaplati 3¢ instrukcii. Ak namiesto
konstanty 2/3 zvolime ind konstantu « € (3,1), kolkokrat viac (alebo
menej) dolarov potrebujeme uSetrit pri kazdom inserte, aby sme vedeli
prebudovanie podstromu stale zaplatit?

e Rozmyslite si, ako algoritmus vkladania upravit tak, aby sme si nemuseli
v strome pamétat Zziadnu informéciu navySe.

Hint: Ak hlbka nového uzla presiahne: log, /2n, kde n je aktudlny pocet
vrcholov v strome, vieme, Ze strom je prili§ vysoky a musime zasiahnut.
Ako najdeme vinnika, ked nemame predpoéitané velkosti podstromov?
Ak je vinnikov viac, budeme musiet vybrat toho najnizsieho — rozmyslite
si, ¢i to staci.



