Sufixové pole

V predchadzajucej kapitole sme videli, Ze sufixové stromy dokéZu rieSit ohromné
mnoZstvo tloh nad retazcami aj mnoZinami retazcov — rychlo, elegantne a ¢asto
v linearnom ¢ase. Ich slabinou je vSak pamétova naro¢nost. Aj pri velmi tspor-
nej implementacii zaberaju typicky 10-20 bajtov na znak a pri textoch dlhych
miliardy znakov je to jednoducho privela.

Pozrime sa na konkrétny priklad. Ludsky geném méa priblizne 3 miliardy
(3 x 10%) baz — znakov zo §tvorpismenovej abecedy A, C, G, T. Ak si ho ulozime
po 1 bajte na znak, zabera zhruba 3 GB. Pri zhustenej reprezentécii (2 bity na
znak) dokonca iba okolo 750 MB.

Ak v8ak nad tymto retazcom vybudujeme sufixovy strom, vysledné Struktura
bude zvycajne potrebovat 30-60 GB paméte, teda az pribliZzne 80x viac nez
samotny text. A teraz si predstavte, Ze chceme naraz analyzovat desiatky ¢i
stovky genémov. . .Pri podobnych vstupoch nés velmi rychlo za¢ne limitovat
velkost RAM.

Samozrejme, vdaka virtualnej paméati vieme pracovat aj s ovela vAGSimi
datami, no ak RAM zaplnime, systém zacne stranky odkladat na disk (page
swapping). Pri dalsom pouziti ich bude musiet opét nacitat, zatial ¢o iné stranky
vysunie na disk, aby uvol'nil miesto. Toto neustéle prestvanie je extrémne drahé.

Vysoka pamétova naro¢nost tak prirodzene viedla vyskumnikov k hlTadaniu
uspornejsich alternativ.

Vratme sa k ivodnym tloham z kapitoly o sufixovych stromoch. Tam sme
videli, Ze tilohy na prefixoch vieme riesit pomocou pismenkovych stromov (trie),
ale tesne na druhom mieste bolo jednoduché rieSenie: zotriedit retazce lexiko-
graficky. A tak, podobne ako sufixovy strom je ,pismenkovy strom zo vSetkych
sufixov*, myslienka sufixového pola je jednoduché: vezmime vsetky sufixy, zo-
triedme ich podla abecedy a ulozme si vysledné poradie.

Napriklad, ak zotriedime vSetky sufixy slova MISSISSIPPI$, dostaneme:
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Samozrejme, nebudeme si pamétat kopie vSetkych n sufixov explicitne — to
by zaberalo ©(n?) pamite. Uplne staéi pamitat si povodny refazec a kazdy
sufix reprezentovat jednym ¢islom: indexom jeho zaiatku. Sufixové pole je preto
jednoducho pole n celych &sel — presne Tavy stlpec v priklade vyssie.



Pamétova zlozitost sufixového pola je teda ovela lepgia: potrebujeme len
jedno celé ¢&islo na kazdy znak textu. V naSom priklade s 3 miliardovym DNA
retazcom nam stacia 32-bitové indexy, takze celé sufixové pole zaberie priblizne
12 GB (plus povodny retazec, ktory pri 2 bitoch na znak zaberie asi 0.75 GB).
To je obrovsky rozdiel oproti 60 GB sufixovému stromu.

Vztah sufixovych stromov a sufixovych poli

Hoci sufixové pole (suffic array, SA) posobi ovela jednoduchsie nez plnohod-
notny sufixovy strom, v skuto¢nosti si tieto dve Struktary takmer ekvivalentné.
Vagsinu aplikacii sufixovych stromov vieme s pomocou sufixovych poli vyrie-
sit tiez, ak si k nemu doplnime este jedno pole: LCP pole (Longest Common
Prefix), ktoré ku kazdému dvojici susedngch sufixov v sufixovom poli uchovava
dlzku ich najdlhgieho spolo¢ného prefixu.

LCP SA  sufizy
0 1 3
1 10 I3
1 7 IPPI$
4 4 ISSIPPI$
0 1 ISSISSIPPI$
0 0 MISSISSIPPI$
1 9 PI$
0 8  PPI$
2 6 SIPPI$
1 3 SISSIPPI$
3 5 SSIPPI$
2 SSISSIPPI$

Obr. 1: Vlavo sufixovy strom, vpravo sufixové pole a LCP pole pre retazec
MISSISSIPPIS.

Ak si porovname sufixovy strom a sufixové pole spolu s LCP polom, ukaZe
sa, Ze:

e sufixové pole aj LCP vieme odvodit zo sufixového stromu v linedrnom ¢ase:
vSimnite si, Ze ak mame v kazdom vrchole stromu zotriedené znaky, tak
prechodom listov zhora nadol dostaneme utriedentt postupnost sufixov;
a ak si pri prehladavani budeme pamétat textova hibku, vieme zaroveii
vypisovat hodnoty LCP (ako vysoko sme sa pri prehladavani museli vratit,
ne7 sme sa zanorili do d'alsieho podstromu);

e naopak, aj sufixovy strom sa da zrekonstruovat z SA+LCP v linearnom
Gase: staci strom zacat budovat zhora nadol; LCP pole nam prezradi, do
akej hlbky sa mame vratit, a kde mame odpojit novi vetvu;



e LCP pole zodpoveda textovym hibkam vnitornych vrcholov; napriklad
vrchol na ceste ,,ISSI“ sa nachddza v kompaktnom sufixovom strome, pre-
toze je to najdlhsi spolo¢ny zaciatok sufixov ISSIPPI$ a ISSISSIPPIS$; po
Stvrtom pismene sa sufixy oddelia;

e podstromy v sufixovom strome zodpovedaju intervalom v SA; napriklad
ak prejdeme cestu ,,I% vSetky vyskyty tejto vzorky su listy daného pod-
stromu: 10, 7, 4, 1; v sufixovom strome to zodpoved4 intervalu 1...4 —
vdaka triedeniu sa v8etky sufixy zac¢inajtce na ,, I dostana vedla seba.

Vyhl'adavanie

Najjednoduchsi sposob, ako pomocou sufixového pola najst, ¢ sa vzorka P
nachadza v texte T, je obycajné binarne vyhladavanie. V sufixovom poli st
v8etky sufixy utriedené lexikograficky, takze vSetky sufixy za¢inajice na P tvoria
jeden suvisly tusek. Staéi teda pomocou binarneho vyhladavania najst lava a
pravi hranicu tohto tseku.

Binarne vyhladavanie trva O(logn) krokov, avsak kazdé porovnanie dvoch
retazcov moze trvat az O(m), preto je celkova zloZitost

O(mlogn).

To je horsie neZ pri sufixovych stromoch, kde sme vyhladavali v ¢ase O(m).

Da sa to zrychlit? UkaZe sa, Ze 4no — ak sme ochotni pouZit trochu viac
pamiéte. Klicovou pomocnou Struktirou je pole LCP, kde lep(i, j) oznacuje
dlzku najdlhsieho spolo¢ného prefixu i-teho a j-teho sufixu v sufixovom poli.
LCP pole nam umozni pri porovnavani preskakovat ¢asti retazcov, ktoré sme uz
raz porovnali.

Hladajme vzorku P. Podas binarneho vyhlad4vania si budeme udrziavat dva
indexy: £ a r, pricom bude platit, Ze hladana vzorka sa nachadza niekde medzi
tym, presnejsie:

S[SA]] < P < S[SA[r]].

KedZze povedat S[SA[i]] je celkom néloz, budeme hovorit jednoducho i-ty sufix
(v utriedenom poradi) a znacit ho S;.
Zaroven si uchovavame dve hodnoty:

L, = lcp(P, Sf)v L, = 1Cp(Pa ST’)v

teda dlzku spoloéného prefixu P a sufixu na l'avej a pravej hranici. (Tieto prefixy
znézoriuju Sedé useky na obrazku. Za Sedou zhodou nasleduje znak, v ktorom
sa sufixy liSia — Gerveny znak pri £ a zeleny pri r.)
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Kedze (-ty a r-ty sa zhoduju s P v prvych min(Ly, L) znakoch, aj vSetky
retazce medzi nimi (kedZe st zotriedené lexikograficky), sa musia za¢inat na tie



isté znaky (ako znazoriiuje vysrafovana oblast). Tieto znaky uz teda nemusime
porovnéavat.

Ba ¢o viac, pozrime sa teraz na p = lep(Sy, Sp,) (bez Gjmy na vSeobecnosti
predpokladajme, ze Ly > L., teda ze S; méa dIsi spoloény zacdiatok s hl'adanou
vzorkou ako S, — v opa¢nom pripade budeme postupovat symetricky a pozrieme
sa na p = lep(Sy, Sm))-

St tri mozné pripady:

Pripad 1: p < Ly. To znamena, ze Sy a P maja dlhsi spolocény zaciatok ako
Se S Sm.
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Co z toho vyplyva? Nuz vyplyva z toho, ze po p-ty znak sa P, (-ty, aj m-ty sufix
rovnaju, ale (p+ 1)-vy znak ma S, odlisny(!), konkrétne vacsi, ako znak, ktory
zdielaju Sy a P.

Takze P < S,, a treba hladat v hornej polovici pola. Zaroven plati, Ze
L., =p.

V&imnite si, ¢o sa stalo: nemuseli sme porovnat ani jeden znak a zistili sme,
ktorou cestou sa v bindrnom vyhladavani méame vydat.



Pripad 2: p > L,. To znameni, Ze Sy s S,, maju dlhsi spolocny zaciatok ako
Sg a P.

:\l‘,\_ P a SB sSa
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Co z toho vyplyva? Nuz, zjavne S, obsahuje ten isty znak, v ktorom sa lfsili Sy
od P, takZe vysledok porovnania bude ten isty.

Kedze P > Sy, tak P > S, a v tomto pripade treba hladat v dolnej polovici
pola. Zaroven plati, ze L,, = L,.

Opét sme zistili, ktorym smerom pokradovat v hladani bez toho, aby sme
porovnali ¢o i len jediny znak!

Pripad 3: p = L,. V tomto pripade nevieme okamzite povedat vysledok,
takZe zaCneme porovnévat S, a P znak po znaku. Samozrejme, prvych p znakov
presko¢ime. Na koniec podla vysledku porovnania zistime, ¢i mame pokracovat
v hornej alebo dolnej polovici a zaroveii spoc¢itame L,, — aky dlhy je spolo¢ny
prefix L, a P.

Zlozitost. Predpokladajme, Ze vietky hodnoty LCP si predpoéitame dopredu.
Potom pripad 1 a 2 trva iba konStantny Cas, takZze vSetky tieto kroky spolu
trvaju iba O(logn) ¢asu. A kolko trva pripad 37 Tvrdim, Ze dokopy za celé
vyhladavanie spravime len O(m+logn) porovnani, pretoZe sa nikdy nevraciame
na pozicie, ktoré sme uz porovnali; kedze vzorka ma dizku m, mozeme sa iba m-
krat posunut doprava. Okrem toho, ak najdeme nezhodu, ostavame na rovnakej
pozicii, avSak pri nezhode sa porovnavanie kondéi, takze tychto krokov je len
log n. Vysledna zlozitost je teda

O(m + logn),



¢o je skoro rovnako dobré ako O(m) pri sufixovych stromoch — ked7e aj pre texty
dlhé miliardy znakov je lgn ~ 30, v praxi je ¢asto m > logn ten dominantny
¢len.

Na druhej strane, za toto rychlejsie vyhladavanie zaplatime horSou pamétou.
Musime si predpocitat nielen LCP susednych sufixov, ale aj LCP dvojic, ktoré
st dalej od seba.

Nagtastie netreba LCP kaZdej dvojice — stac¢i si prejst rozhodovaci strom
pri bindarnom vyhladévani a zapamétat si iba tie hodnoty, ktoré potrebujeme.
Praktické rieSenie je (aspoii pomyselne) ,zaokrahlit* dizku sufixového pola na
najblizsiu viac¢siu mocninu 2 a vybudovat nad LCP polom tuplny binarny strom.
LCP dvoch vzdialenejsich sufixov spoéitame ako minimum LCP dvoch deti. Bi-
narne vyhl'adavanie potom prisposobime tak, Ze za¢neme s r mocninou dvojky:

/°<$
/O \1<I$
/o\ 1<IPPI$
/ 1<, >ISSIPPI$
o , ~ ISSISSIPPIS
\ /0<02MISSISSIPPI$
o\\ /1<PI$
o< “PPI$
0 , SIPPI$
Va < ZSISSIPPI$
AN /S/SSIPPI$
10 < SSISSIPPI$

Konstrukcia LCP pola

Pole LCP (Longest Common Prefix) je pre sufixové pole rovnako dolezité, ako
bola textova hibka pri sufixovych stromoch. Definujme

lepli] = lep(S[SA[i]], S[SA[i —1])),  i=1,...,n,

teda dlzka najdlhsieho spoloéného prefixu dvoch po sebe idicich sufixov v utrie-
denom poradi. Hodnota lep[0] sa zvykne definovat ako 0.

Pouzitim LCP pola sa mnohé operéacie nad sufixovym polom dramaticky
zrychlia— napriklad zrychlené binarne vyhl'adavanie na O(m + logn), vyhlada-
vanie opakujucich sa podretazcov, najdlhsi opakujuci sa substring a mnozstvo
d'algich tdloh.

Otézka znie: Ako richlo LCP pole skonStruovat, ak uZ mdame sufizové pole?

Ukéazeme si klasicky algoritmus od Kasaiho, ktory to zvladne v ¢ase O(n).



Kasaiho algoritmus
Klucova myslienka algoritmu je jednoducha:

Ak pozname lep(4, j), potom lep(i + 1,5 + 1) je uréite aspori

Inymi slovami: Dva susedné sufixy T[i..] a T[j..] zdielaju ur¢ity spolo¢ny
prefix dlzky h. Ked ich ,0 znak posunieme doprava®“ a porovnavame T[i +1..] a
T[j + 1..], tak spolo¢ny prefix je dlhy aspon h — 1.

TakZe ak pri vypocte d'alsieho lep vzdy za¢neme porovnavat nie od nuly, ale
od h — 1, dohromady vykondme najviac n porovnani znakov navyse.

Cely algoritmus funguje v troch krokoch:

1. Vytvorime inverzné sufizové pole. Pre kazdy index i v texte chceme poznat
jeho poziciu v sufixovom poli:

rank[i] = pozicia sufixu T'[i..] v sufixovom poli.
To vieme zostrojit v ¢ase O(n).

2. Prejdeme sufizy v poradi od najdlhsieho po najkratsi (nie v utriedenom
poradi!). Teda v poradi ¢ = 0,1,2,...,n — 1. Pomocou rank[i] zistime,
ktory je predchadzajuci sufix v SA:

j = SA[rank[i] — 1],

a chceme spocitat lep(s, j).

3. Porovndvame znaky. Hodnotu h, ktord si uchovivame medzi iteraciami,
vzdy najskor znizime o 1 (ak h > 0), a potom od tejto pozicie dalej
porovnavame znaky, kym st rovnaké:

while T'[¢ + h] = T[j + h], zvacsi h.

Vysledkom je
lep[rank([i]] = h.

Po skonéeni iteracie prechadzame na i + 1.

Algoritmus je uvedeny nizsie:

h=0
for i =0 .. n-1:
if rank[i] = O:
LCP[0] = 0
continue

j = SA[rank[i] - 1]

while T[i+h] == T[j+h]: h++
LCP[rank[i]] = h

if h > 0: h--



Preéo je ¢asova zloZitost linearna? V celom algoritme sa vykonavaji dva
typy préac:

1. Pri kazdom kroku robime konstantna pracu (pristup do poli SA, rank).
2. V cykle while porovnavame znaky T[-].

Trik je v tom, Ze premenné h za cely beh nikdy nenarastie na viac nez n.
Zéaroven len n-krat klesne o 1. Z toho vyplyva, Ze nemoze stupnut viac ako 2n-
krat. Pri kazdom porovnani mame bud zhodu (vtedy h stupne, takZe tychto
krokov je najviac 2n), alebo nezhodu (vtedy porovnavanie koné¢i a ideme na
dalsiu dvojicu, takze tychto krokov je najviac n). Celkovy ¢as algoritmu je teda
linearny.

Konstrukcia sufixového pola

Chceme zotriedit n sufixov. Ako na to?

Quicksort?

Najjednoduchsi napad je ulozit si vSetkych n sufixov a zotriedit ich sortom zo
standardnej kniznice. To vSak znamend triedit retazce priemernej dizky n/2,
takZe celkovy ¢as bude O(n?logn) a pamiit O(n?). Pre dlhsie texty absolitne
nepouZzitelné.

Lepsie riesenie je vyuzit, ze v §tandardnych kniZniciach ¢asto vieme na trie-
denie zadat vlastnid porovnavaciu funkciu. Potom staci triedit indexy 0...n—1,
akurat pri porovnani i a j porovname sufixy T'[i..] a T'[j..]. Casova zloZitost bude
rovnaka, ale pamét bude linearna.

Pre niektoré texty (napriklad v prirodzenom jazyku, ktoré nemaja prilis vela
dlhych opakovani) to moze byt dokonca celkom prakticky algoritmus. Ak totiz
ozna¢ime L ako najdlhsi spoloény prefix [ubovolnych dvoch sufixov, potom pri
kazdom porovnani stac¢i porovnat len L znakov a teda skuto¢na zlozitost je
O(L x nlogn). Samozrejme, v najhorsom pripade je L = n — 1; zlozitost je
stale O(n?logn) v najhorSom pripade, aviak ak je L malé, tento ¢as moze byt
zvladnutelny.

Da sa to lepsie?

Radixsort?

Triedime predsa retazce — na to je vhodnejsi radixsort ako quicksort. V najhor-
Som pripade dostavame zlozitost O(n?) — pre texty dlhé miliardy znakov stéle
nepouzitelné.

Vsimnite si, Zze doteraz sme uvazovali iba vSeobecné algoritmy, ktoré dokazu
utriedit Tubovolni postupnost retazcov. Ak chceme lepsi algoritmus, musime
vyuzit, Ze triedime velmi Specialne retazce — v8etky sufixy daného textu.
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Manber—Myersov n log n algoritmus
Klucova myslienka je prekvapivo jednoduché:
Sufix sufixu je opdt sufix.

Ak méame sufixy utriedené podla prvych K znakov, vieme ich velmi jedno-
ducho zotriedit podla prvych 2K znakov. To nAm umozni ,zdvojnasobit* podcet
porovnanych znakov v kazdej faze.

Algoritmus pracuje v logn fazach. V k-tej faze budeme mat sufixy zotriedené
podla prvych 2F znakov.

Ozna¢me:

r[i] = poradové &islo sufixu s; v triedeni podla prvych 2% znakov.

Ak maja dva rozne sufixy rovnaky prefix dizky 2%, ich ranku sa priradi
rovnaka hodnota. Takto sta¢i v kazdej faze zotriedit nie celé retazce, ale len
trojice Cisel:

(rli], ri+2%], ),

kde:
e 7[i] uréuje poradie podla prvych 2* znakov,
e 7[i + 2¥] uréuje poradie ,druhej polovice prefixu®,
e j je samotné pozicia sufixu.

Na zadiatku (pre k = 0) sufixy triedime podla prvého znaku — stadi jedno-
ducho utriedit znaky abecedy.

V kazdej d'alsej faze potom vSetky sufixy zotriedime podla dvojice (r[é], r[i+
2F)).

Ak pouzijeme quicksort, jedna faza bude trvat O(nlogn), takze celkovo bude
konstrukeia trvat maximalne O(nlog?n) casu.

Avgak kedze triedime celé ¢isla v rozsahu 0. .. n, mdéZeme pouzit radix sort a
implementovat jednu fazu v linedrnom ¢ase. Celkovy ¢as potom bude O(nlogn).

Zopar praktickych vylepseni:

1. V prvej faze nemusime triedit podla jediného pismena. Namiesto toho
sufixy pred-triedime podla prvych povedzme 64 alebo 128 pismen.

2. Nemusime dokon¢it vSetkych lgn faz — ak uz su vSetky sufixy rozliSené a
jednozna¢ne zotriedené, mozeme skoncit.

3. MozZeme si pamétat aseky s rovnakym rankom a sustredit sa len na ich
triedenie.
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Karkkiinenov—Sandersov linearny algoritmus

2003 bol dobry rok. Dovolte mala historicktt vsuvku. Sufixové stromy vynasiel
Peter Weiner uz v roku 1973 a zaroven predstavil aj prvy linearny algoritmus na
ich konstrukciu. McCreight (1976) a neskor Ukkonen (1995) objavili jednoduch-
Sie a praktickejsie linearne algoritmy. Tieto rieSenia vSak ticho predpokladali,
ze velkost abecedy je konstantna. Az Farach (1997) publikoval prvy algoritmus,
ktory bol optimélny pre l'ubovolna abecedu (kde ,znaky“ mozu byt napriklad
&isla v rozsahu 1 az n®M).

Sufixové polia ako pamétovo tuspornejsiu alternativu sufixovych stromov
predstavili Manber a Myers v roku 1990. Pomerne dlho vSak nikto nepoznal
priamu linedrnu konstrukciu sufixového pola — priamu v zmysle, Ze by nebolo
potrebné najskor zostrojit cely sufixovy strom a aZ z neho odvodit pole.

A potom prisiel rok 2003.

V tom istom roku vysli ¢ri nezavislé ¢lanky, ktoré po viac ako desatroci
priniesli tri rézne linearne algoritmy na konstrukciu sufixovych poli.

V tejto kapitole si ukdZeme algoritmus Kérkkdinena a Sandersa (Gasto sa
oznacuje ako skew algoritmus! alebo tiez DC3 (podla pouzitého ,difference co-
ver® modulo 3).

Za¢nime myslienkou, ktoré pochadza z Farachovho algoritmu na konstrukciu
sufixovych stromov. Bez toho, aby sme zachadzali do detailov, Farach rozdelil
vSetky sufixy na dve skupiny: tie, ktoré zac¢inaju na pdrnych poziciach, a tie,
ktoré zacinaji na nepdrnych poziciach.

Najskor si rekurzivne zostrojil sufixovy strom pre sufixy na neparnych inde-
xoch. Z tohto stromu potom dokazal odvodit poradie sufixov na parnych pozi-
cidch. Nakoniec obe mnoziny zluéil a ziskal kompletny sufixovy strom pre cely
text.

Skasme podobny pristup pouzit pri konstrukcii sufixového pola. Vezmime
si ako priklad retazec MISSISSIPPI$. Predstavme si, Ze sa nam uZz podarilo
zotriedit vSetky sufixy zacinajice na nepdrnych poziciach:

11 3

7 IPPI$

1  ISSISSIPPI$
9 PI$

3  SISSIPPI$

5  SSIPPI$

Ako teraz zotriedit sufixy na pdrnych poziciach?

0 MISSISSIPPI$

2  SSISSIPPI$
4  ISSIPPI$

6 SIPPI$

8 PPI$

10 13

L4skew” by sme mohli prelozit ako ,asymetricky”, kedZe algoritmus pracuje s asymetrickym

rozdelenim indexov.
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Klucové pozorovanie: kazdy parny sufix pozostava z prvého pismena a za nim
nasleduje nepdrny sufix — a tieto neparne sufixy uz mame zotriedené! Napriklad:

e SIPPI$ zacina pismenom S a za nim nasleduje sufix 7, ktory je v utriede-
nom poradi druhy;

e SSISSIPPI$ zadina pismenom S, ale za nim nasleduje sufix 3, ktory je v
poradi az piaty.

Takze kazdy péarny sufix méZeme reprezentovat dvojicou:
(prvé pismeno, poradie nasledujiceho neparneho sufixu).

Pre nas priklad to vyzera takto:

0 (M, 3)
2 (s, 5)
4 (1,6)
6 (s, 2)
8 (P, 4)
10 (1,1)

Ak uz teda pozname poradie nepérnych sufixov, poradie parnych sufixov
dokazeme ziskat pomocou jednoduchého dvojfazového radix sortu podla tejto
dvojice:

10 (1,1) 1I$

4 (I,6) ISSIPPI$

0 (M,3) MISSISSIPPI$
8 (P,4) PPI$

6 (S,2) SIPPI$

2 (S,5) SSISSIPPI$

Ako v8ak dostaneme poradenie neparnych sufixov?

Rekurzivne. PouZijeme nasledovny trik: Zoberieme nés retazec, odhodime
jeho prvé pismeno a zvySok si rozdelime na dvojice. Kazdu dvojicu budeme
povazovat za jeden nedelitelny ,super-znak®:

[1s[s1[ss[1P[PI]$$]

Na takto vytvoreny retazec sa teraz pozerame ako na novy retazec zo Siestich
znakov. V8imnite si, Ze jeho sufixy zodpovedaju prave neparnym sufixom po-
vodného retazca. Ak teda dokdZeme zotriedit sufixy tohto ,zbaleného“ retazca,
dostaneme poradie vSetkych neparnych sufixov pévodného textu.

Nakoniec nam ostéva uz ,jiba“ jeden krok: zobrat dve utriedené sufixové polia
— jedno s neparnymi sufixami a druhé s parnymi — a zlacit ich do jedného
spolo¢ného, tplne utriedeného sufixového pola.

Ukazuje sa vSak, ze toto zluGovanie vobec nie je také jednoduché, ako by sa
mohlo zdat. Hoci existuje rieSenie v linedrnom ¢ase (vd'aka praci Kim et al.),
technicky je pomerne komplikované.
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A tu prichédza elegantny trik algoritmu DC3. Namiesto delenia sufixov na
péarne a neparne spravime rozdelenie asymetricky: na sufixy za¢inajice na inde-
xoch delitelnych tromi (priblizne tretina vSetkych sufixov) a na sufixy za¢inajice
na indexoch nedelitelnych tromi (zvy$né dve tretiny).

Predstavme si, Ze sufixy na poziciach i Z 0 (mod 3) uz mame zotriedené:

11 %

10 1%

7 IPPI$

4  ISSIPPI$

1  ISSISSIPPI$
8 PPI$

5  SSIPPI$

2  SSISSIPPI$

Ako zotriedit zostavajice sufixy, teda tie na poziciach ¢ = 0 (mod 3)? Rov-
nakym sposobom ako v predoslom pristupe: pre kazdy taky sufix si vytvorime
dvojicu

(prvé pismeno, pozicia o 1 kratsieho sufixu v uz utriedenom poli)

a tieto dvojice zotriedime radix sortom:

0 MISSISSIPPI$ (M, 5)
3 SISSIPPI$ (S, 4)
6 SIPPI$ (s, 3)
9 PI$ (P, 2)

Zotriedenim tychto dvojic dostaneme poradie sufixov 0, 9, 6, 3.

Teraz méame dve utriedené sufixové polia a potrebujeme ich zluéit do jedného
kompletného poradia vSetkych sufixov. Ako na to?

Utriedené polia zlu¢ujeme podobne ako v mergesorte. Klucové je vediet
rychlo porovnat sufix s indexom ¢ = 0 (mod 3) vodi sufixu s indexom j =
1 alebo 2 (mod 3).

Pripad 0 vs. 1 modulo 3. Ak porovnavame sufixy za¢inajice na indexoch
i =0 (mod 3) a j =1 (mod 3), staci porovnat ich prvé pismena. Ak st rovnake,
postvame sa o jeden znak dalej.

0 1

Zvysok tychto dvoch sufixov za¢ina na indexoch

i+1=1 (mod 3), j+1=2(mod 3),
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teda oba patria medzi indexy nedelitelné tromi a ich vzajomné poradie uz po-
zname!

Pripad 0 vs. 2 modulo 3. Podobne, ak porovnavame sufixy na indexoch
i =0 (mod3) aj = 2 (mod 3), najskor porovname prvé pismeno. Ak st
rovnaké, porovndme druhé pismeno.

01 2
AB]| N
ABT —
2 0 1

Ak aj tie st rovnaké, zvy$né cCasti sufixov za¢inaju na indexoch
i+2=2(mod 3), j+2=1(mod 3),

a teda opéit sme sa dostali na dva indexy nedelitelné tromi, ktorych vzajomné
poriadie uz pozname.

Tu vidime, preco sa oplatilo rozdelovat tlohu asymetricky. V oboch pripa-
doch sa po jednom a7 dvoch krokoch presunieme na indexy nedelitelné tromi.
Tieto indexy patria do jednej spolo¢nej mnoziny, ktord uz mame zotriedent.
Vdaka tomu dokdZeme rozhodnut vysledok kazdého porovnania v konstantnom
Case a zlucovanie oboch utriedenych poli prebehne jednoduchym linedrnym pre-
chodom.

Ako spoéitame sufixové pole pre indexy nedelitelné tromi?

Opét pouzijeme podobny trik ako v predchadzajicom pristupe. Zoberieme
nas povodny retazec od indexu 1 (teda T[1...n]), pripadne ho na konci dopl-
nime znakmi $, aby mal dizku delitelna tromi. Zai zapiSeme este jednu kopiu
retazca od indexu 2 (teda T'[2...n|, opat doplnend $ podla potreby). Spolu tak
dostaneme novy text dizky priblizne 2n.

Tento novy retazec si nasledne rozdelime na postupné trojice znakov. Kazdua
trojicu budeme povazovat za jeden nedelitelny ,super-znak®:

\IgsH I;SH I;PH I;$HS;I HS;I HPE’I I $;$\

Dlzka tohto refazca je teda = 2n/3.

Vsimnite si, Ze sufixy z prvej polovice tohto nového retazca presne zodpove-
daju sufixom, ktoré za¢inaju na indexoch so zvysSkom 1 (mod 3). Rovnako sufixy
z druhej polovice zodpovedaju sufixom na indexoch so zvyskom 2 (mod 3).

Presnejsie, ak si retazec porovname s tym povodnym,

012345678091011
MISSISSIPPI $

vidime, Ze sufixy 0, 1, 2, 3 z prvej polovice zodpovedaju indexom 1, 4, 7, 10 a
sufixy 4, 5, 6, 7 z druhej polovice zodpovedaju indexom 2, 5, 8, 11 v pévodnom
retazci.
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(Sufixy v prvej polovici sice obsahuju ,,¢osi navyse“ na konci — druha kopiu
textu — ale z hl'adiska poradia a porovnavania je vSetko za znakmi $ irelevantné.)
Ak teda rekurzivne spocitame sufixové pole

$$$
I1$$ | SSI|SSI|PPI|$$$
IPP | I$$|SSI|SSI|PPI|$%$%
ISS|IPP|I$$|SSI|[SSI|PPI|$$$
|1sS]1SS|IPP|1$$|SSI|SSI|PPI|$$$
PPI | $$$
SSI |PPI|$$$
4 |[ss1|ss1|pp1]s$ss]

gl YO~ N W

vieme z neho spétne zrekonstruovat povodné indexy a sufixové pole pre indexy
nedelitelné tromi:

11 3

10 1I$

7 IPPI$

4  ISSIPPI$

1 ISSISSIPPI$
8 PPI$

5 SSIPPI$

2  SSISSIPPI$

No moment — a nie je to celé podvod?

To sa naozaj mozeme len tak rozhodnit, Ze trojica znakov bude jeden ,super-
znak® a tvarit sa, Ze novy retazec ma iba tretinovi dlzku?

Povodne mal text abecedu velkosti o. Trojice znakov vS8ak pochédzaji z
mnoziny vSetkych trojic Trojice znakov v8ak pochadzaji z mnoziny vsetkych
trojic X3 = {(a,b,c) : a,b,c € ¥}, ktord ma o> prvkov. A ked sa v rekurzii
zanorime eite o krok hlbgie, budeme pracovat s abecedou velkosti (03)3 = o9,
v dalSom volani dokonca ((02)?)3 = 027  super-super-super znakov*.

Vel'kost abecedy nam teda rastie prudko exponencialne a tieto ,super-znaky*
sa Coraz zlozitejsie objekty. Tradi¢ne pritom predpokladame, Ze dva znaky vieme
porovnat v konStantnom c¢ase. Ale ako mame porovnavat tieto ,super-- - - -super*
znaky?

Nastastie ma tento problém jednoduché rieSenie:

Kazdy retazec dlzky n méze obsahovat najviac len n réznych znakov.

Inymi slovami: aj keby bola pévodné abeceda obrovska, v konkrétnom vstupe sa
realne vyskytne najviac n réznych symbolov. A presne to isté plati aj pre nase
super-znaky“: hoci teoreticky pochadzaju z velkej mnoziny £3, v skuto¢nosti
sa v celom zretazenom retazci objavi nanajvys n réznych trojic.

Namiesto toho, aby sme pracovali s celou abecedou velkosti 3, spravime
jednoduchu vec: v8etky trojice, ktoré sa v texte objavia, zotriedime (ako?) a v
tomto poradi im priradime nové mena — ¢isla 0,1,2, ...
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e zachovame spravne poradie sufixov (triedenie trojic je stabilné),

e velkost abecedy sa v kazdom kroku rekurzie zmen$i na najviac n, takze
pri rekurzii exponencialne nevybuchne,

e dva ,super-znaky* budeme vediet porovnat v konstantnom case (iba po-

rovnanim ich ¢isel),

1
01234567890

mMississippi

suffixes mod 1

suffixes mod 2

[iss|lisslippliooe[ssilssilppil

3.3 2

1

3321

recursive

5
| 554]

call

[3210654]

4 3 2

sorted suffixes mod 0

1

6

4.

sorted suffixes mod 1, 2, sal2

019 |6 [3 10(7 |4 |1 |8 |5 |2
mi7|pi6(si5|si6 ppl{ss2|ss3
m4 [pl |s2 |s3 10 (15 |16 |17

merge
[10]7 T4 T1 JToT9 18 6 I3 I5 [2 ]

position

input s

triples
triple names

gl2

g A12
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repr. for 0-2 compare
repr. for 0—1 compare

suffix array SA



