Rank a select

V tejto kapitole si vybudujeme jeden z najzakladnejsich stavebnych kamenov
pre usporné datové struktury: bitvektor s operaciami access, rank a select.
Majme bitvektor B € 0,1". Na iom budeme definovat tri zakladné operacie:

e access(i) (pristup) vrati bit B[i].

e rank; (7) vrati pocet jednotiek v prefixe B[0...7) pred poziciou i. Analo-
gicky rankq (i) = 7 — rank; () udava pocet nal.

e selecty (k) vrati najmensie ¢, pre ktoré rank; (i + 1) = k, t. j. poziciu k-tej
jednotky. Analogicky definujeme selectg pre nuly.

Na prvy pohlad to nevyzera ako ni¢ zvlastne — pristup do pola, pocet jedno-
tiek, pozicia jednotky. LenZe cielom bude navrhnut tieto operacie tak, aby boli
¢o najrychlejsie (v konstantnom Gase) a zaroven zaberali éo najmenej pamidte.

Motivacia #1: FM-index. V kapitole o FM-indexe sme narazili na potrebu
rychlo spocitat, kolkokrat sa dany znak c vyskytuje v prefixe L[0...4). Pre
binarnu abecedu je tato tloha presne operacia rank nad bitvektorom. Ked tento
pripad zvladneme rychlo a pamétovo tsporne, v dalSej kapitole sa pozrieme na
vacsie abecedy.

Motivacia #2: Zhustené pole. Predstavme si pole A dlzky m, ktoré obsa-
huje len n < m realnych prvkov a zvysok je prazdny. Kazdy prvok zaberé ¢ bitov
a predpokladajme, Ze v tychto ¢ bitoch vieme reprezentovat aj $pecialnu hod-
notu ,,prazdny” (napriklad null). Ako méZzeme takéto riedke pole reprezentovat
usporne a pritom efektivne?

Jednoduché rieSenie: oby¢ajné pole. Najpriamejsi pristup je alokovat m x £
bitov, teda klasické pole dlzky m. Nevyhoda je zrejma — ak je pole riedke, viicsina
priestoru sa spotrebuje na prazdne poli¢ka. Na druhej strane, ak je n len o trochu
menSie ako m, teda prazdnych miest je malo, je to dobré rieSenie.

Druhéa moznost je ulozit si iba tie prvky, ktoré skuto¢ne existuju, ako slovnik
i+ A;. Takyto slovnik moZeme implementovat bud ako utriedené pole (v kto-
rom budeme binarne vyhladavat), alebo ako heSovaciu tabul'ku. Takéto riesenie
zabera priblizne n x (lgm + ¢) bitov, v pripade hestabulky este krat (1 + ¢).
Toto je vyborné rieSenie, ak je pole velmi riedke, teda n < m.

Ked si o chvil'u ukdZeme tspornt implementaciu pre operacie rank a select,
pribudne nam este tretia moznost: Vytvorime si bitvektor B dlzky m, v ktorom
si pre kazda poziciu ulozime informaciu, ¢i je dané politko obsadené (1) alebo
prazdne (0). Zaroven si alokujeme pole A’ dlzky n, do ktorého zapiseme vietky
neprazdne prvky A;, natlacené tesne vedla seba, bez medzier.

IPozor na off-by-one chyby: v celej knihe budeme désledne pouzivat nulové indexovanie a
intervaly tvaru [0...1%), takZe rank(i) sa vZdy pocita len po poziciu %, nie vratane nej
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Ak potom chceme zistit, ¢ je A[i] obsadené, jednoducho sa pozrieme na bit
Bli]. Ak BJi] = 1, vieme pomocou operacie rank; (i) zistit, kol'ko neprazdnych
prvkov sa nachéadza pred poziciou 4, a teda aj index v poli A’, kde sa nachadza
pozadované hodnota:

Ali] = A'[rank, (7)].

Naopak, operécia select; naAm umoziuje najst, kde sa v pévodnom poli nachédza
j-ty neprazdny prvok, teda slazi na prepocet indexov opa¢nym smerom:

A'[j] = Alselecty (5)].

Takéto rieSenie zabera (1 4 €)m + n x £ bitov.

Ktoré rieSenie je najlepSie? Zalézi. . .

Predpokladajme, Ze implementécia rank a select, resp. hestabulky zaberie
e = 10% pamiite navyse. Vezmime napriklad n = 22° = 1,000,000 prvkov,
pri¢om kazdy z nich ma velkost ¢ = 256 bitov (teda 32 bajtov). Samotné data
teda zaberaji n x £ = 229 x 256 = 32 MB. Porovnajme teraz, kol'ko pamiite
zaberie cela struktara pri réznych hustotéach:

riedke pole hestabulka zhustené pole s bitvektorom
pamét m x { (I+e)xnx(Igm+4) I+em+nxt
m=1.1n 35.2MB 37.97MB 32.15MB
m=2n 64 MB 38.1MB 32.28 MB
m = 10n 320MB 38.4MB 33.38 MB
m = 50n 1.56 GB 38.73MB 38.88 MB
m = 100n 3.13GB 38.86 MB 45.75MB

Inymi slovami, dodatoénd pamdt slovnika ¢ — A; je prinajmensom nlgm
bitov navyse — tol'ko potrebujeme len na uloZenie indexov. V pripade zhusteného
pola s bitvektorom je dodato¢na pamét priblizne (1 + &) X m bitov, teda len
o malo viac nez samotna dlzka povodného pola. Z toho vyplyva, ze pouZitie
slovnika sa oplati az vtedy, ked m > nlgm, teda ked je pole skutocne velmi
riedke.



Motivacia #3: Usporné stromy. Predstavme si, Ze mame staticky binarny
strom a chceme ho uloZit ¢o najispornejsie. Tradiéna reprezentécia — teda kaz-
dému vrcholu uloZit smerniky na l'avého a pravého syna a rodi¢a — je sice po-
hodlné, ale z pohladu paméate velmi neefektivna. Kazdy smernik zabera 64
bitov, takze len samotné odkazy pridavaja az 3 x 64 = 192 bitov na kazdy jeden
vrchol.

Da sa to lepsie?

Ano: Dopliime strom o tzv. vonkajie vrcholy (o), ktorymi nahradime vietky
nulové smerniky. Kazdy vnatorny vrchol méa teda presne dvoch synov — bud
vnutornych, alebo vonkajsich. Teraz staci prejst strom po trovniach a zapisat
si 1 ak je dany vrchol vnitorny, O ak je vonkajsi:

1 2 3 4 5 6
11 1 0 1 1
A B C e D E

Tymto sposobom dokaZeme bindrny strom reprezentovat ako oby¢ajny bit-
vektor, ktory ma dlzku 2n + 1 bitov. Navyge, vdaka operaciam rank a select
nad tymto bitvektorom sa dokadZeme po strome pohybovat — z rodic¢a na deti, z
deti na rodi¢a. (Ako presne, nechame ako ulohu pre ¢itatela.)

Alternativny pristup je previest binarny strom na zakoreneny usporiadaniy
strom pomocou tzv. reprezenticie left-child-right-sibling: V tejto schéme inter-
pretujeme Tavého syna ako prvého potomka a pravého syna ako nasledujiceho
surodenca.
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(Napriklad v pévodnom bindrnom strome korenn A, jeho pravy syn C a jeho



pravy syn F' tvoria sirodencov — synov nového koreia oznaceného (x). Lavy syn
B sa v tejto reprezentéacii stava prugm synom vrcholu A, a jeho pravi potomkovia
sa premenia na jeho sirodencov.)

Nakoniec spravime Eulerovsky prechod okolo nového stromu. Vzdy, ked do
vrcholu prvykrat vchadzame, zapiSeme si lavi zatvorku, ( a ked z neho napo-
sledy odchadzame, zapiSeme pravi zatvorku ). Takto dostaneme dobre uzdtvor-
kovani postupnost, ktoré presne vystihuje tvar péovodného stromu.

Tieto dve transformacie — left-child—right-sibling a Fulerovsky prechod — st
izomorfizmy: kazdému bindrnemu stromu zodpovedad préave jeden zakoreneny
usporiadany strom, a kazdej takejto Struktire prislacha prave jedna dobre uzat-
vorkovana postupnost. Naopak, z kaZzdej spravne uzatvorkovanej postupnosti
vieme strom jednozna¢ne zrekonStruovat. Zaroven postupnost zéatvoriek mo-
Zeme reprezentovat ako bitovy vektor, kde ( je 0 a ) je 1. Opét prenechame
na Citatela, aby domyslel, ako operacie na stromoch premenit na operécie na
bitvektore.

Vidime teda, Ze bitvektory a operécie na nich nie st len akysi podivny umely
problém, ktorym sa teoreticky informatici zaoberaju pocas dlhych zimnych ve-
derov, ale tvoria prakticky nastroj, na ktorom je zaloZenych vela d'alsich aspor-
nych datovych struktur. Podme teraz porozmyslat, ako takuto datovi strukttru
navrhnat.

Usporny rank

Zaénime dvoma trividlnymi rieSeniami:

#0. Ziadne predspracovanie: Rank spocitame v linearnom ¢ase. Kata-
strofa, ale OK, musel som to spoment.

#1. Predpocitame vSetko: Spodcitame si tabulku R[i] = rank; (i) — kazdy
rank takto vieme povedat v konStantnom ¢ase. AvSak pamét je katastrofalna:
napriklad ak pouzijeme 64-bitové ¢isla, tak pole rankov bude 64xvécsie ako
povodny bitvektor!

Vieme vymysliet nieco lepgie?

#2. Predpoéitame menej: Ak chceme zmensSit potrebni pamét, ¢o tak
predpoditat si rank len pre kazda k-tu poziciu? Kazdy rank zabera [lgn] bitov,
ale ak si zapamétame iba kazdé k-te, celkovo ranky zabert (n/k) x lgn bitov.

Napriklad, ak zvolime k = 101gn, ranky spotrebuju len 10% paméte navyse
oproti samotnému bitvektoru.

LenZe na druhej strane, ak chceme, aby ranky zaberali menej ako n bitov,
potrebujeme k > lgn, ale tym padom sa nam zhorsi casova zloZitost. Ak si
paméitame len kazdy (logn)-ty rank, tie zvy$né musime dopocitat v linedrnom
case od k. Ci?



#3. Praktické rieSenie: Podme sa najskor porozpréavat o realnej implemen-
tacii na redlnom pocitaci. Pretoze k = 101gn znie hrozivo, ale ak mame pove-
dzme miliardové pole, tak Ig 10° < 30, takZe méme jeden rank pre kazdych 300
bitov. Pre predstavu, jeden register je 64 bitov a jedna cache line je 64B = 512
bitov.

Navyse sti¢asné pocitace maju instrukciu popcount, ktora spocita pocet jed-
notkovych bitov v registri. Jedin& instrukcia v konstantnom c¢ase. Takze 300
bitov zvladneme 5-timi inStrukciami, ktoré mozu bezat dokonca paralelne. Do-
konca najnovsie poéitace (v ¢ase pisania) s architektarou AVX-512 (napriklad
Intel Ice Lake) maju vektorové instrukcie VPOPCNTDQ, ktoré spocitaji pocet jed-
notiek v 8-mich 64-bitovych ¢islach naraz, dokonca s pripadnou maskou.

Ak chceme spocitat len pocet jednotiek po nejakt poziciu ¢, staci bity od tejto
pozicie vynulovat pomocou bitového ANDu. Konkrétne staci zobrat 1, posunut
ju o i dolava a odcitat 1, teda (1 << i) - 1. Dostaneme v dvojkovej ststave:

%

——t—
1 << i 00001000 ... 000
(1 <<i) - 1 00000111 ... 111

Ked Tubovolné &islo zANDujeme s takouto maskou, ostanii ndm len bity na jed-
notkovych poziciach, teda prvych i pozicii (sprava).

Jedno vel'mi praktické riesenie teda je, Ze vezmeme 512 bitov (64 bajtov, 1
cache line). Z toho prvych 64 bitov bude predpocitany rank, teda pocet jednotiek
pred touto poziciou a zvysnych 448 bitov budu bity povodného bitvektoru. Do-
lezité nemame dve oddelené polia: pdévodny bitvektor a predpocitané ranky, ale
vietky hodnoty st ulozené preryvane v jednom poli. Takto ndm staci namiesto
dvoch pristupov na dve rozne miesta v paméti nac¢itat naraz len jednu cache line.
Vysledny rank spoc¢itame ako stucet predpoéitaného ranku a hodnoty dopoéita-
nej maximalne 7-mimi operaciami popcount, s pripadnym maskovanim. Takéto
rieSenie zaberd &~ 14% pamiéte navySe oproti samotnému bitvektoru. Dokonca
ak méame bitvektor dizky menej ako 4 miliardy, staci nam len 32 bitov na kazdy
rank a zvySnych 480 bitov tvoria bity z bitvektoru, ¢o je len 1/15 & 6.7% navy3e.

Cas je prakticky konstantny. (Teda ak predpokladame model pocitaca, v
ktorom mame registre dlzky ©(logn) a popcount vieme spoéitat v kongtantnom
Case.)

D4 sa to este lepsie? Co keby sme cheeli este tspornejsie riesenie?

Predstavme si, ze mame n = 10GB dlhy bitvektor. To znamend, Ze na
ranky potrebujeme aspoii 34 bitov ([lg(10 - 230)]). Ak bitvektor nasekdme na
bloky dlzky b = 512, potrebujeme aspoii

%x34:n><34/512:680MBR:6.6% X

Vieme sa dostat pod 6%? Mohli by sme este predizit velkost bloku, lenze
tym zaroven algortimus spomalujeme. ..

#4. ESte uspornejsie rieSenie: ModZeme vSak pouZit dvoj-iroviiové rieSenie!
Nasekame bitvektor na superbloky dizky s = 214 — 1 = 16383 bitov. Pre kazdy



zacfiatok superbloku spocitame rank po dand poziciu. Ostava nam vyriesit, ako
spoCitame rank v ramci jedného superbloku.

Odpoved je, 7ze mozeme kazdy superblok opit nasekat na mensie bloky dlzky
b =512 (a v ramci bloku dizky 512 uz rank spo¢itame pomocou bitovych opera-
cii). Vtip je v8ak v tom, Ze pre tieto bloky stac¢i predpocitat rank iba od zaciatku
superbloku, ¢o je ¢islo od 0 po 16383, na ktoré nam staci 14 bitov!

Kolko pamite takéto rieSenie spotrebuje? Mame n/s superblokov a na kazdy
rank potrebujeme 34 bitov, plus mame n/b blokov a na kazdy blok predpoc¢itame
,maly rank“ od zaciatku superbloku, na ktory potrebujeme len 14 bitov. Spolu:

n n 34 14

Ak by sme zvolili bloky dizky b = 1024, oplati sa zvolit superbloky dizky
s =2 — 1 = 32767. Pri tejto volbe by ranky zaberali

3415
X (2151+1024> ~ 161 MB ~ 1.57% x n

Tedria. V teérii nas zaujimaji usporné rieSenia, kde dodato¢néd pamaét je
asymptoticky mensia ako minimalna pamét pre dand Struktiru — v naSom pri-
pade o(n). To znamen4, Ze chceme dosiahnut taka pamét, ze podiel

dodato¢né pamét na ranky

—0 re n — 00
pamét na bitvektor p

je zanedbatelny, resp. bliZi sa k nule pre n idice do nekonec¢na.
Vo vSeobecnosti v dvojiroviiovom rieSeni ranky zaberaju

X (ﬂgn-' + |—1ng-|> bitov.

S

Ak zvolime napriklad superbloky dlzky s = lg® n a bloky dlzky b = %lg n,
tak ranky budu zaberat

o ( Dl ﬂg(lg2nﬂ> :nx()( 1+1g1gn> o)

Ign - g %lgn Ign

—0 pre n—oo

A ¢o sa tyka poéitania ranku v ramci jedného bloku (dlzky %lg n), tak aj
keby sme neuvazovali model s operaciou popcount, tak pri takejto malej dlzke
si vieme predpocitat jednu globalnu tabulku. VSetkych moZnych bitvektorov
dlzky b je totiz 2°, o pre nasu volbu b = %lgn znamené +/n. Aj keby sme si
teda pre kazdy bitvektor a pre kazda poziciu v hom spocitali rank, zaberie to
iba O(y/n x 1g% n) bitov, ¢o je zanedbatelné oproti n.



Usporny select

Operacia selects(j) je v istom zmysle inverzna ku rank;(é). Pri jeho rieSeni
budeme vyzbrojeni technikami, ktoré sme pouzili na rank, napriek tomu je tento
problém zloZitejsi. Pri ranku ndm stacilo vyriesit rank; a pocet nal sme mohli
pocitat vdaka vztahu ranke(i) = ¢ — rank; (¢). Naproti tomu ak vieme néajst j-tu
jednotku, to nam e$te ni¢ nehovori o tom, kde sa nachédza j-ta nula. Nase tsilie
budeme musiet zdvojnésobit a vyrobit jednu Strukttru pre selecty a jednu pre
select.
Obvyklé trividlne rieSenia stale funguju (a stéle sa katastrofalne zlé):

#0. Ziadne predspracovanie: Hladanie trva O(n).

#1. Predpocitame vSetko: Zabera O(nlogn) bitov paméte navySe. A my
chceme o(n).

V skuto¢nosti, ak nds zaujima iba selecty, je to O(nqlogn) bitov, kde ny
je pocet jednotiek v poli. Tato reprezenticia sa vSak oplati iba ak je pocet
jednotiek dost maly — ny = o(n/logn).

#2. Binarne vyhladavanie na rankoch: Jedno velmi praktické riesenie,
ak uz mame vybudovanu Strukturu pre ranky, je pouZzit binarne vyhladavanie a
najskor medzi rankami superblokov najst ten spravny superblok, potom medzi
rankami blokov néjst ten spravny blok a nakoniec v ramci bloku dohladat ta
spraviu jednotku. Casové zlozitost bude O(logn), €o nie je na zahodenie a
vyhodou je, Ze okrem $truktary pre rank uZz nepotrebujeme ziadne d’alsiu paméat
navyse.

#3. Predpoéitame menej: KedZe predpocitat vSetko ma priSerni pamé-
tovi zloZitost, ale predpocitanie vo vieobecnosti poméaha, moZeme usetrit paméit
tak, Ze si toho predpocitame menej. Ak si zapamétame iba poziciu kazdej k-tej
jednotky, pamitova zlozitost bude O(n/k x logn), ¢o, povedzme, pre k = log® n,
je sublinearne o(n).

Clovek by ¢akal, ze takto zlep$ime ¢asoviu zlozitost, ale v najhorSom pripade
tomu tak nie je. Clovek by tiez ¢akal, Ze takto nasekdme bitvektor na mensie
bloky, pouZijeme dvoj-turoviiové rieSenie ako pri rankoch a mézeme si odfajknat
select a rozludit sa. Bohuzial, nie je to také Tahké.

Totiz zatial¢o pri rankoch sme bitvektor nasekali na rovnaké bloky dizky
b, pri selecte buda mat bloky rozne dlzky. Dokonca velmi dramaticky rozne:
napriklad ak vieme, Ze select;(0) = 0, tak select; (1) moZe byt hned vedla na
pozicii 1, alebo aj iplne na konci select; (1) = n — 1, ak st medzitym samé nuly.

Nagtastie nas zachrani, ze pre riedke polia, kde je velmi malo jednotiek, mo-
Zeme pouZit aj trivialne rieSenie — a sice poznacime si pozicie v8etkych jednotiek.

#4. Plus vSetky pozicie v dlhych blokoch: Predpocitajme si poziciu kaz-
dej k-tej jednotky, kde k = log® n. Tieto pozicie nam rozdelia bitvektor na men-



Sie bloky. Bloky mézu mat velmi roznorodé dlzky, ale v kazdom bloku (mozno
okrem posledného) sa nachadza presne k jednotiek.

Ak je blok dlhsf ako k2 = log® n, budeme ho volat dlhy blok — ostatné budeme
volat krdtke. Zjavne dlhych blokov moZe byt najviac n/k? a v kazdom je najviac
k jednotiek — to je dokopy najviac n/k = n/ log? n jednotiek. Ak si aj pre kazda
z nich zapamétame jej poziciu, zaberie to dokopy len O(n/logn) = o(n) paméte.
Navyge pre kazdy z n/k blokov si potrebujeme poznacit, & je dlhy alebo kratky
a pre dlhé bloky smernik na pole v8etkych pozicii — na toto opéat mozeme pouZzit
bitvektor s predpoéitanym rankom, ale aj priamodiarejSie rieSenia budu zaberat
len o(n) pamite.

Ked takto vyriesime vSetky dlhé bloky, ostava nam doriesit tie kratke. Kazdy
z nich ma dizku najviac log4 n, takZe ak pouZijeme binarne vyhladavanie, do-
staneme rieSenie s casovou zlozitostou O(log(log* n)) = O(loglogn).

#5. Dvoj-tirovitiové rieSenie. Budeme postupovat rovnako ako v predcha-
dzajucom rieSeni — predpocitame si poziciu kazdej k-tej jednotky pre k = log;2 n.
Pre dlhé bloky si predpocitame pozicie vSetkych jednotiek. Pre kratke bloky po-
uzijeme tu istd myslienku este raz.

Vyderzaj pioner.

Pre kaZzdy krdtky blok si predpoé¢itame kaZd ¢-tt jednotku pre £ = (log logn)?.
Vtip je opat v tom, Ze poziciu budeme pocitat od zaciatku bloku a kedze vSetky
kratke bloky maji dlzku najviac log? n, tato pozicia zabera len 4 log log n bitov.
Spolu vSetky tieto pozicie zaberu najviac

n nloglegm
— X 4logl = = bitov.
g = 4loglogn 0 <log Tog n XW) o(n) bitov

Tieto pozicie nam rozdelia kazdy kratky blok na mensie minibloky. Minibloky
budit mat op#t réznu dizku. Budeme hovorit Ze minibloky dlhgie ako ¢? =
(loglogn)* st dlhé a tie ostatné st kratke. Pre dlhé minibloky si mézeme opit
ulozit vietky pozicie jednotiek — takychto dlhych miniblokov je len n/¢? a kazdy
obsahuje najviac ¢ jednotiek — to je spolu n/¢ = n/(loglogn)? jednotiek. Kazda
pozicia zabera len loglogn bitov, takZe si to moéZeme dovolit. Celkova pamét
pre dlhé minibloky je

0% x/x oglogn) =0 (W M) =0 () = ot

Nakoniec ndm ostant kratke minibloky dlzky najviac £2 = (loglogn)* a tie
sa uZ zmestia do registra, resp. vietkych moznych bitvektorov takejto dizky je
len velmi malo, takZe si vieme predpocitat jednu globalnu tabulku, ktora nam
povie pre kazdy bitvektor a kazdé j poziciu j-tej jednotky.

Takto dokaZeme rank aj select spocitat v konstantnom c¢ase a v o(n) doda-
toc¢nej paméiti.



Komprimovany bitvektor

Ako sme videli v predchadzajucej ¢asti, ak mame retazec bitov, vieme si k nemu
ulozit pomocné informécie a vd'aka nim podporovat operécie rank a select. Cela
tato sranda je velmi praktickd a stoji nas len malt pamét, radovo jednotky
percent z paméte, ktoru zabera pévodny retazec.

V nasledujicej ¢asti skisime byt eSte ambicioznejsi. Vedeli by sme dany
bitvektor skomprimovat tak, Ze stale budeme vediet podporovat operacie access,
rank a select? A za aka cenu?

Samozrejme, mohli by sme zo Suflika vytiahnut T'ubovolny kompresny algo-
ritmus, a cely bitvektor skomprimovat — ale ako potom budeme vediet zistit
hodnotu i-teho bitu bez toho, aby sme cely retazec dekomprimovali?

Dalsi napad by mohol byt rozsekat vstupny bitvektor na bloky (napad ,sekat
na bloky“ nas uz viackrat zachranil). Kazdy blok zakodujeme zvlast. Budeme si
musiet zapamétat nejakd pomocnu infoméciu, aby sme rychlo vedeli najst k-ty
blok, avSak potom stadi na zistenie i-teho bitu dekomprimovat iba jediny blok a
nie cely retazec. NavySe, myslienka blokov ide pekne dokopy s algoritmami pre
rank a select, ktoré tiez delia bitvektor na bloky.

Stojime vSak pred nelahkou tlohou. Na jednej strane chceme bloky ¢o najdl-
hsie, aby sme mali ¢o najlepsiu kompresiu a potrebovali ¢o najmenej dodato¢ne;j
paméte pre rank a select, na druhej strane chceme bloky kratke, aby sme vedeli
rychlo dekodovat i-ty bit.

Tu si ukdZzeme jednu jednoducht metodu, ako bitovy retazec skomprimovat,
pri¢om sa budeme bliZit entropii daného retazca. Datova Struktira sa vola RRR
podl'a mien jej vynalezcov: Raman, Raman a Rao.

Myslienka je jednoducha:

e Vezmime blok r bitov.
e Spocitajme ¢, pocet jednotiek v fiom.

e Predstavme si, Ze mame utriedeny zoznam vietkych bitvektorov dlzky r,
ktoré obsahuju ¢ jednotiek a spocitajme poradie p nasho bloku v tomto
zozname.

e Nas blok budeme kodovat dvojicou (¢, p).

Ukéazme si to na priklade. Predstavme si, Ze mame na vstupe:

[ 0110000 |[ 0001000 |[ 0110010 |[ 0000000 || 0000010 | 0000101 |

a zvolime si blok dlzky 7. Pomocna tabulka je na obrazku 1. Prvy blok ma 2
jednotky a medzi takymi blokmi je 14-ty v poradi (po¢itame od nuly). Druhy
blok méa 1 jednotku a je 3-ti v poradi. Treti blok ma 3 jednotky a je to 17-ty
blok medzi 7-bitovymi blokmi s 3-oma jednotkami. Stvrty blok st samé nuly,
teda ¢ = 0 a ziadne poradie nepotrebujeme kodovat, pretoZe existuje len jeden
taky blok, atd. Vysledny kod bude:

c 2 1 3 0 1 2
p [o1110] [o11] [o10001] [] [oo1] [oo001]
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Ziadna jednotka Tri jednotky

0 0000000 — € 0 0000111 — 000000
0001011 — 000001
Jedna jednotka 2 0001101 — 000010

0 0000001 — 000 cee cee
1 0000010 — 001 8 0011010 — 001000
2 0000100 — 010 9 0011100 — 001001
3 0001000 — 011 10 0100011 — 001010
4 0010000 — 100 11 0100101 — 001011
5 0100000 — 101 12 0100110 — 001100
6 1000000 — 110 13 0101001 — 001101
14 0101010 — 001110
Dve jednotky 15 0101100 — 001111
0 0000011 — 00000 16 0110001 — 010000
1 0000101 — 00001 17 0110010 — 010001
2 0000110 — 00010 18 0110100 — 010010
3 0001001 — 00011 19 0111000 — 010011
cee cee 20 1000011 — 010100

14 0110000 — 01110
15 1000001 — 01111 31 1100010 — 011111
16 1000010 — 10000 32 1100100 — 100000
cee s 33 1101000 — 100001
20 1100000 — 10100 34 1110000 — 100010

Obr. 1: Vsetky 7-bitové refazce modzeme rozdelit do skupin podla poctu jed-
notiek (na obrazku su len skupiny s 0-3 jednotkami). V ramci kazdej skupiny
si vypiSeme retazce s danym poctom jednotiek a odislujeme. KedZe existuje 7
retazcov s 1 jednotkou, na zapisanie poradia v tejto skupine nam stacia 3 bity.
Retazcov s 2-oma jednotkami je (;) = 21, ¢o vieme zapisat 5 bitmi a retazcov
s 3-omi jednotkami je (g) = 35, na ¢o potrebujeme 6 bitov. Tabulky pre 4-7
jednotiek budu vyzerat podobne, symetricky — staci bity znegovat a ocislovat
opacne.

Na zapis kazdého ¢ potrebujeme 3 bity (moZe nadobudat 0.. .7, teda 23 réznych
hodnot), takze dokopy tato reprezentécia zaberie 6 x 3+5+3+6+3+5 =40
bitov, zatial o pdvodna postupnost mala 6 x 7 = 42 bitov.

To nie je ziadna slava, lenze na lepiu kompresiu treba zviacsit dlzku bloku 7.

Vo vieobecnosti, ak mame bloky dlzky r, tak ¢ nadobtda hodnoty medzi
0 a r, ¢o je  + 1 moZnych roznych hodndt. Aby sme tieto hodnoty zapisali,
potrebujeme [lg(r+1)] bitov. Je teda vyhodné ststredit sa prave na bloky dizky
o 1 menej ako nejakd mocnina dvojky (v opa¢nom pripade plytvame bitmi).

Ked potom narazime na blok, ktory méa ¢ jednotiek, tak existuje presne (2)
bitvektorov s ¢ jednotkami — jednoducha kombinatorika: z r miest potrebujeme
vybrat podmmnoZinu ¢ pozicii, na ktorych st jednotky, takZze odpoved je kombi-
natné &islo (1), poet vyberov ¢ pozicif z 7. Na reprezentéciu X roznych moznostf
potrebujeme [lg X| bitov, takZe na poradie p budeme potrebovat prave [lg (:)]
bitov.
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Pre lepsiu predstavu si spoéitajme, kolko to je konkrétne, pre rozne dlzky

blokov.

Pre r = 15 sa maé situécia nasledovne. Potrebujeme 4 bity na zépis ¢ a pocet
bitov na zapis pozicie je [lg (f’)]:

r=15¢ 0 1 2 3 4 5
Ng(™>] 0 4 7 9 11 12
1+ flg()] 4 8 1113 15 16

6
13

17

7 8
13 13
17 17

9
13

17

10
12

16

11
11

15

12
9

13

13
7

11

14
4

8

Z tabulky vidime, Ze na blokoch, ktoré maja menej ako 4 jednotky, alebo viac
ako 11 jednotiek, budeme Setrit pamét. Bloky so 4 alebo 11 jednotkami budu
zaberat rovnako 15 bitov v pévodnom aj komprimovanom retazci. Bloky, ktoré
maji 5-10 jednotiek, sa nam este predlzia o 1 alebo 2 bity. (Vsimnite si, 7e
tabulka je symetrickd podla stredu, kedZe kombinac¢né ¢isla st symetrické — v
tabulke mame vlastne len zlogaritmovany riadok Pascalovho trojuholnika.)

Ak zvolime bloky dlzky 31, budeme potrebovat 5 bitov na zapis ¢ a na zapis
pozicie p budeme potrebovat:

r=3L,c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
lg(*H] o0 5 9 13 15 18 20 22 23 25 26 27 28 28 28
32 33 33 33

5+ [g(®)] 5 10 14 18 20 23 25 27 28 30 31

druhé polovica tabulky je symetricka. TakZe bloky s menej ako 10 alebo viac
ako 21 jednotiek z 31 sa skracuji a bloky s 11-20-timi jednotkami sa mierne
predlzuju.

Nakoniec ak zvolime bloky dlzky 63, na zapis ¢ potrebujeme 6 bitov a na
zapis pozicie:

r=63c¢c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Mg (®>] 0 6 11 16 20 23 27 30 32 35 37 40 42 44 46
6+ [lg (603)] 6 12 17 22 26 29 33 36 38 41 43 46 48 50 52
c 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

g (®)] 49 50 52 53 54 55 56 57 58 58 59 59 60 60 60
6+ [lg (Gjﬂ 55 56 58 59 60 61 62 63 64 64 65 65 66 66 66

Vidime, Ze bloky s menej ako 23 a viac ako 40 jednotkami sa skracuja a bloky
s 24-39 jednotkami sa predlzuju.

Aka dobré je takato kompresia?

Predstavme si, Ze vygenerujeme tplne nadhodny retazec, ktory ma len 5%
jednotiek (kazdy jeden bit vygenerujeme tuplne nezévisle tak, Ze si hodime min-
cou, na ktorej pada jednotka s 5% pravdepodobnostou). Shannonova entropia
takéhoto zdroja je H(5%) =~ 0.286, teoreticky sa takyto retazec neda skom-
primovat lepsie ako na ~ 29%. Ak zvolime RRR kodovanie a bloky dlzky 63,

15
0

4

15
29

34

15
47

593

31
60

66
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vieme skratit (ocakavane) retazec na a2 33.7%. Pre rozne pocty jednotiek a rozne
vel'kosti blokov:

ocakdvand kompresia s RRR
#jednotiek  entropia r=127 r=63 r =31

5% 0.286 31.5% 33.7% 37.6%
10% 0.469 49.4% 51.2% 54.2%
20% 0.722 74.3% 75.8% 78%

30% 0.881 90.2% 91.4% 93.3%
40% 0.971 99.1%  100.3% 102%
50% 1 102% 103% 105%

(posledny riadok je uplne ndhodny retazec, kde kazdy bit je s rovnakou pravde-
podobnostou 0 alebo 1, ktory je nekomprimovatelny.)

Suvis s entropiou

Ak ozna¢ime n dlzku celého bitvektoru, ng a nq pocet nil, resp. pocet jednotiek,
tak vSetky poradia zaberaja

X[ =5 (e) e

%

() =wIl(0) = (1)

Totiz [, (;1) je podet spodsobov, ako vybrat ¢; pozicii jednotiek v prvom bloku
a zaroven cp pozicii v druhom bloku a tak dalej. Dokopy vyberieme n; pozicii
z n, avSak kazdy blok m& predpisany pocet jednotiek. Hodnota (:1) je proste
podet vyberov ny pozicii z n bez dalsich obmedzeni, tzn. vacsie &islo.

Zo Stirlingovej aproximécie lgn! =nlgn —nlge + O(lgn) potom vyplyva

()

lgn! —lgn,! — lgng!

= nlgn—nlge —nilgni +nlg® — nolgno +nelge + O(lgn)
n n

= mnilg— +nolg— + O(logn)
nq o

= nH(S)+ O(logn)

Samozrejme, v RRR-kédovani méme eSte navyse vetky c-cka, ktoré zaberaju
[lg(r + 1)] bitov pre kazdy blok a blokov je n/r. Spolu je to teda priblizne
n x (lgr)/r, ¢o pre malé bloky nie je uplne zanedbatelné: pre r = 31 to je 16%
z n, pre 7 = 63 takmer 10% z n.

V tedrii si mdzeme povedat, Ze zvolime r = logn a tym padom n x (Igr)/r =
o(n). V praxi na konstantach zalezi zaujimaja nas hodnoty pre konkrétne n, nie
chovanie ked n — oo.
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Ako kédovat a dekédovat bloky

Pod'me sa teraz pozriet, ako implementovat jednotlivé operédcie. V prvom rade
budeme potrebovat vediet jednotlivé bloky kodovat a dekodovat. Prezrite si
eSte raz obrazok 1 vpravo. Otazka znie, ako napriklad vieme zistit, Ze retazec
0101100 je 15-ty (z 35) v poradi medzi retazcami dlzky 7 s 3-omi jednotkami?
A naopak, ako vyzera v poradi 23-ti retazec dizky 7 s 3-omi jednotkami?

Skuste porozmyslat sami a najst vhodny algoritmus na koédovanie a deko-
dovanie.

Ako pomocka by vam malo stacit nasledovné pozorovanie: Podet retazcov
dlzky n s k jednotkami je presne (Z), pretoZe chceme vybrat k pozicii jednotiek
z n. Sustredme sa na prvy bit. Ten je bud 0 alebo 1.

a) Ak je to 0, stale ostava vybrat k pozicii, ale zo zvysnych n—1 (to je (”;1)
moznosti).

b) Ak je to 1, ostava uz vybrat iba k — 1 pozicii zo zvy$nych n — 1 (to je
(:j) moznosti).

n—1

prvy bit Je nula,
n—1 tokZe ostava vybrat
H pozicie k jednotiek z n-1

Ll ol SIS IS

aha! jedna jednotka je tu,
n—1 takZe uZ ostéva vvl:m‘t' len
Eo1 H k-1 pozicif jednotiek z n-1

—~—
n

To je znamy vzorec pre kombina¢né ¢isla

W=+
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resp. znamy fakt, Ze v Pascalovom trojuholniku je kazdé poli¢ko rovné suctu
dvoch susednych poli¢ok nad nim.
KedZze predpokladame, ze méame (}) refazcov zotriedenych lexikograficky,

n—1

tak prvych (";1) zaina nulovym bitom a d'alsich (k_l

bitom.
Riegenie je jednoduché, rekurzivne.

) zacina jednotkovym

Dekédovanie.  Priklad: Ktory retazec je 23-ti v poradi medzi retazcami dizky
7 s 3-omi jednotkami? Spocitajme (g) = 20, tzn. prvych 20 retazcov za¢ina nulou
(pamétajte, ze poradie ¢islujeme od nuly). To znamena Ze 23-ti retazec zaéina
1, dokonca je treti medzi tymi, ¢o za¢inaji 1, konkrétne treti medzi retazcami
dlzky 6 s 2-oma jednotkami. Dekodujeme zvyZok.

Spocitame (g) = 10, to znamena prvych 10 retazcov za¢ina na nulu, nés treti
retazec je jeden z nich. Dalsi bit je 0, dekddujeme zvySok: treti medzi retazcami
dlzky 5 s 2-oma jednotkami.

Spocitame (;1) = 6, dalsi bit je 0, dekdbdujeme zvySok: treti medzi retazcami
dlzky 4 s 2-oma jednotkami. Kedze (g) = 3 (a poradie poc¢itame od nuly!), prvy
bit je 1 a zvySok je nulty v poradi — teda uplne na zaciatku. Ostavajua 3 bity a
jedna jednotka; na zaciatku tohto zoznamu je 001.

Vysledok: 23-ti v poradi je retazec 1001001. Pred nim je 20 retazcov tvaru
Ox*xx*x a 3 retazce tvaru 1000%xx*.

fa W
0
o

ak poradie p < T,
prvy bit je O
(n - 1) . a ostéava dekédovat

blok p-ty v poradf
o 1 krat&f
s k jednotkami

PRrP oo

ak poradie p >= T,
prvg bit je 1
a ostéva dekddovat
blok (p -T)
o 1 krat&(
s k - 1 jednotkomi

[N

Kb6dovanie. Priklad: ako zakédujeme retazec 01011007 NuZ prvy bit je 0,
takZe retazec sa nachadza v prvej ¢asti zoznamu (skor ako (g) = 20). Prvy
bit zahodime a ostava zakodovat 6-bitovy retazec 101100 s 3-oma jednotkami.
Pred tymto retazcom su v8etky tie, ktoré zacinaju na nulu O***** — takych je
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(g) = 10. To znamené, Ze 101100 sa nachadza za vSetkymi tymito desiatimi, az
medzi retazcami, ¢o zac¢inaji na 1. Kolkaty presne?

Zahodime prvy bit a ostava zistit, kol'katy je retazec 01100 — ten zadina na
nulu, takze poradie je rovnaké ako poradie 1100 dizky 4, s 2-oma jednotkami.
Pred tymto su vSetky retazce O*** zacinajice na nulu, s 2-oma jednotkami
a také su 3. Tie presko¢ime a ostane nam 100, ¢o je v poradi druhy retazec
(&islujeme od 0!) medzi 3-bitovymi s jednou jednotkou — konkrétne pred nim sa
uz iba 001 a 010.

Vysledna pozicia 0101100 je teda 10 4+ 3 + 2 = 15. Dostali sme ju vlastne
tak, Ze sme spoditali, kol'ko retazcov je pred nim a to su:

e retazce zaGinajice 00*x*x* ktorych je (g) =10,
e retazce zaCinajice 0100*x*, ktorych je (;’) =3, a

e retazce za¢inajice 01010**, ktoré su (f) =2.

(o W
(4]
(4]

ak prvg bit 0
poradie je rovnaké
ako
n—1 . die bloku

= : poradie
T ( ) o 1 kraticho
sk jednotkawﬁ

ak je prvg bit 1,
[preskogime vZetky
retazee za&inajice 0]
a poradie je:

PRrP| oo

poradie bloku

T+ o 1 kratgieho >
s k - 1 jednotkami

Vysledna struktara RRR

Budeme mat ,minibloky“ dlzky r, povedzme r = 63. Pri vicsich miniblokoch
treba pocitat s tym, Ze kodovanie/dekddovanie bude trochu pomalsie, navySe,
potrebujeme poéitat s kombina¢nymi ¢islami a to najvicsie, (r;2) ~ 2" /T2
sa uz nemusi zmestit do 64-bitového registra, takze budeme potrebovat artime-
tiku s velkymi ¢islami.

KaZdy miniblok budeme kédovat ako dvojicu (¢;, p;), kde ¢; = #jednotiek
v i-tom bloku a p; = poradie medzi retazcami dizky 7 s ¢ jednotkami. Tieto
hodnoty budeme mat uloZené oddelene v dvoch poliach C a P.

V zhustenom poli C' kazda hodnota ¢; zabera lg(r 4+ 1) bitov, napriklad pre
r = 63 je st hodnoty 6-bitové. TakZe do tohto pola sa indexuje I'ahko.
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bloky dlizky b

minibloky dlzky r

e 12 3 4 5 0 11 4 4 10
- ;eskoEn’v;.e L
L[4T+L[5T+L[0T+L[ 1] = 23 bitov -~ 0: 0
4+5+0+11 = 20 jednotick , P
NN v
(7 .
AN G O i
i : 5; 23
f | o5
z 849 as2 o
R 123 1az 12: 42

Obr. 2: Priklad struktary RRR. Uplne hore je zobrazeny pévodny vektor rozde-
leny na bloky a minibloky (len pre ilustraciu, po zakoédovani si ho, samozrejme,
nemusime pamiétat). Cely RRR sa sklada z poli C' — po&ty jednotiek v kazdom
minibloku, P — kody miniblokov, predstavuju poradie medzi refazcami dizky r
s ¢; jednotkami, Z — pomocné pole pre indexy zaciatkov blokov (kedZe mini-
bloky P maju rozne dlzky), R — predpocitané ranky, pocet jednotiek po zadiatok
bloku, L — hodnoty [lg ( )]

r
C

Pole P obsahuje prvky s premenlivym poc¢tom bitov. Budeme preto potre-
bovat pomocné pole, aby sme vedeli povedat, na ktorej pozicii zacinaju bity
zodpovedajuce k-temu bloku.

Cely bitvektor rozdelime na vé&sie bloky, povedzme dlzky b = 16 x63 = 1008.
Pre kazdy zaciatok bloku si spoéitame rank R][i] — kol'ko jednotiek bolo doteraz
a poziciu Z[i], kde za¢ina zakodovany i-ty blok.

Okrem toho sa nam pri vypoétoch bude hodit predpocitani tabulka kom-
bina¢nych ¢isiel (Pascalov trohuholnik) a predpoéitané dizky kodov pre dany
pocet jednotiek ¢; — t.j. hodnoty Lc] = [lg (:)]

Ak teraz budeme chciet napriklad zistit hodnotu i-teho bitu, nech

{= % k= (i —£b)/r], j= i mod .

¢islo bloku ¢islo minibloku v rameci bloku index v rdmci minibloku

Potom i-ty bit je j-ty bit v ramci k-teho minibloku vnutri ¢-tého bloku. V
tabulke Z[¢] najdeme, kde za¢ina (-ty blok. Potom presko¢ime k-miniblokov
— ich dlzky vieme tak, Ze ¢itame pole C, kde je pocet jednotiek a z pola L
sa dozvieme, aka dlzka kodu tomu zodpoveda. Tak sa dostaneme ku k-temu
minibloku, ten dekdédujeme a pre¢itame j-ty bit.

Ak chceme zistit rank; (i), postupujeme podobne — v tabulke R[{] n4jdeme



17

rank po /-ty blok. Ako preskakujeme k-miniblokov, zaroven si nasé¢itavame hod-
noty C', teda pocet jednotiek v tychto miniblokoch. Nakoniec k-ty blok dekédu-
jeme a spocitame rank po j-ty bit.



