Radixova halda

Zlozitost Dijkstrovho algoritmu moéZeme zapisat ako

O(TL X (Tinsert + Textractfmin) +m X Tdecreasefkey)~

V predchéadzajucich kapitolach sme videli, Zze vhodna datova struktira vie tento
¢as vyrazne ovplyvnit:

jednoduché pole: O(n x (1 +n) +m x 1) = O(n? + m) = O(n?),

bindrna halda: O(n x (logn +logn) +m x logn) = O(mlogn),

d-arna halda: O(n x (loggn + dlogyn) +m x loggn) = O(mlog,, ;, ),

Fibonacciho halda: O(n x (1 +logn) + m x 1) = O(m + nlogn) (teore-
ticky vyborné, v praxi ¢asto pomalé kvoli vysokym konStantam, ktoré sa
schovavajia v O).

Predpokladajme teraz, ze vietky dlzky hran st celociselné z rozsahu [0, 1,. .., C].
Dokazeme vyuzit tuto informéciu a implementovat Dijkstru este rychlejsie?

Extrémny pripad: ak majua vetky hrany dlzku 1, mézeme pouzit prehlada-
vanie do sirky (BFS), ktoré najde najkratsiu cestu v linedrnom case.

Ak st dlzky len malé celé ¢isla, mozeme hranu dlzky ¢ nahradit cestou dlzky
¢ (t.j. ¢ jednotkovymi hranami) a nasledne opét pouzit BFS. Graf sa tym ,na-
fakne* priblizne C-nasobne a vysledna zlozitost bude O(C x m).

Iny napad: vsetky docasné vzdialenosti lezia v intervale [0,1,...,n X C],
takZze si moézeme udrziavat jednoduché pole ,chlievikov*, kde na pozicii d drzime
vSetky vrcholy s aktudlnou vzdialenostou d. Pole prechddzame zlava doprava:
préazdne policka preskakujeme, a ked narazime na neprazdne, vrcholy v tiom
maja (spomedzi nespracovanych) minimalnu vzdialenost. Relaxéacie len presu-
vaja vrchol medzi chlievikmi v konstantnom ¢ase. Okrem linedrneho prechodu
po poli su vSetky tkony konstantné, takze celkova zlozitost je O(m +n x C).

D4 sa to lepsie? (Linearna zavislost od C' ¢ini algoritmus neprakicky
pre vacsie C'.)

Vsimnime si dve kl'acové vlastnosti, ktoré suvisia s tym, ako Dijkstrov algo-
ritmus vyuziva svoju haldu:

1. Neklesajtiice vzdialenosti pri extract-min: Dijkstrov algoritmus vzdy
spracuva vrcholy v poradi rasticich vzdialenosti. Akonahle spracujeme
vrchol s vzdialenostou d(z), Ziaden neskorsi spracovavany vrchol uz nebude
mat mengiu vzdialenost.

2. Obmedzeny rozsah vzdialenosti nespracovanych vrcholov: Nech z
je naposledy spracovany vrchol. Kazdy vrchol, ktory este nebol spracovany,
mé aktualnu vzdialenost v rozsahu

[d(x),d(x) +1,...,d(x) + C]



alebo je zatial nedosiahnutelny (vzdialenost oo).

Preco to plati? V momente, ked sme sa do vrcholu x dostali, existovala
cesta s dizkou najviac d(z). Kazda hrana ma dizku najviac C, takze suse-
dia tohto vrcholu mozu mat vzdialenost najviac d(z) + C. Pocas dalsich
iteracii sa tieto vzdialenosti mozu len zmensovat (ked najdeme kratsiu
cestu), zatial ¢o hodnota d(z) pre posledny spracovany vrchol uz iba ras-
tie.

7 tychto pozorovani vyplyvaji dve klacové dosledky:

1. Monoténna halda: Stac¢i nam datova Struktira, ktora predpokladé, Zze
do haldy nikdy nepridame vrchol s mensim klti¢om, neZ je aktualne mini-
mum. Tento typ haldy nazyvame monotdonna halda.

2. Mala pamiit: KedZe vietky vzdialenosti sa v danom momente nacha-
dzaju v intervale [d(x),...,d(x) + C] (plus oo pre nespracované vrcholy),
malo by nam stac¢it O(C) paméte.

Myslienka

Pouzijeme radizovi haldu: udrziavame niekol'ko ,chlievikov* (bucketov) s expo-
nencidlne rasticimi rozsahmi klacov

1,1,2,4,8,16,32,...

a zéroveil si paméitame poslednt vybrant hodnotu last. !

Zacnime s hrackarskym prikladom, na ktorom si ukadZzeme, ako Struktura
funguje a jej hlavni myslienku, potom si povieme o implementacii.

Predstavme si, Ze v8etky mozné 5-bitové &isla (od 0 po 31, v binarnom zépise
00000 ... 11111) usporiadame ako binarny strom: kazdy bit uréuje smer — ak
je 0, ideme dol'ava, ak je 1, ideme doprava. Pozor! Tento imaginarny /implicitny
strom je len pomocka pri vysvetlovani — strom sa v skuto¢nosti nikdy nevytvara
ani neuklada v paméti.
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Kazdé 5-bitové ¢islo zodpoveda jednej ceste od korena k listu v tomto imagi-
narnom strome. Napriklad ¢islo 2 (00010) predstavuje hrubou ¢iarou vyznacent
cestu na obrazku vyssie.

1Povodna verzia (Ahuja et al. 1990) zaradovala prvky podla rozdielu od last do fixnych
kategorif; tu opisujeme jednoduchsi a velmi prakticky variant ,radix heap®, pekne vysvetleny
aj na http://ssp.impulsetrain.com/radix-heap.html.



Kratsi prefix zodpoveda podstromu — teda rozsahu ¢isel. Napriklad rozsah
01000 ... 01111 (alebo 01x**, kde * je zastupny znak pre 0 alebo 1) je znazor-
neny na obrazku.

Cisla rozdelime do chlievikov podla najvyznamnejsieho bitu (MSB, most
significant bit), v ktorom sa hodnota x a last li§ia. V naSom imaginarnom strome
MSB zodpoveda prvému bodu, kde sa cesty od korena k listu rozchadzaju — last
ide dol'ava a x doprava.

Priklad: Nech last = 2. Potom

MSB(2,13) = MSB(00010,01101) = 4,

takze 13 patri do chlievika ¢. 4:
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chlieviky o 1 3 “ 5
(enlievik 2 je prazeny)

Nech last = 2. Vsetky ¢isla v halde budu teda > 2 a rozdelime ich do
nasledujucich chlievikov:

e #0: 00010: samotné &islo 2

e #1: 00011: ¢islo 3 (lisi sa v 1. bite sprava)
o #2: —— (¢isla lisiace sa v 2. bite si mensie ako 2, preto je chlievik
prazdny)

#3: 001*x: ¢isla 4-7 (lisia sa v 3. bite)
o #4: 01*xxx: &isla 8-15 (lisia sa v 4. bite)
o #5: 1x*xx: Gisla 16-31 (lisia sa v 5. bite)

Vo vSeobecnosti: Pre prvok x vezmime binarnu reprezentéciu Cisel x a last.
Nech i je najvyznamnejsi bit (MSB), v ktorom sa x a last lisia (budeme poéitat
od 1 sprava; definujeme i = 0, ak = = last). Prvok z potom vlozime do i-teho
chlievika.

Inymi slovami, sta¢i vypocitat z®last (bitovy XOR) a najst poziciu najvyssie
nastaveného bitu. (XOR dvoch ¢isel ma jednotky prave na poziciach, kde sa bity
lisia, a nuly tam, kde st rovnaké.)

Ak chceme vlozit novy prvok, jednoducho ho vloZzime do prislusného chlie-
vika. Ak potrebujeme zmenit hodnotu existujiceho prvku (pozname jeho poziciu
v halde), najjednoduchsie je ho odstranit a znova vlozit tam, kam podla novej
hodnoty patri.



Ako funguje operéacia extract-min? Ak nulty chlievik nie je prazdny, jed-
noducho z neho odstranime a vratime najmensi prvok. Ak je prazdny, postu-
pujeme zlava doprava, kym nenadjdeme prvy neprazdny chlievik — ¢o zaberie
najviac O(log C) krokov.

Ked takyto chlievik ndjdeme, prejdeme vSetky jeho prvky a uréime nové
minimum (v8imnime si, Ze ¢isla v rdamci jedného chlievika nemusia byt zora-
dené!). Toto minimum odstranime a v8etky ostatné prvky z daného chlievika
presunieme do ich spravnych chlievikov podla novej hodnoty last.

Povedzme, Ze halda momentéalne obsahuje nasledujuce ¢isla: 5, 6 (v chlieviku
3), 8, 10, 11, 15 (v chlieviku 4), 18 a 27 (v chlieviku 5), pri¢om last = 2 (hodnota
last je vyznafend hrubou ¢iarou):
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chlieviky [ 1 3 4 5

prvky: 5, 6 8,10, 11, 15 18, 27

Tookkx

Ak vykoname operaciu extract-min, prejdeme chlieviky 0, 1 a 2, a ako prvy
neprazdny néjdeme chlievik ¢. 3. Z neho vyberieme minimum — hodnotu 5 — a
vratime ju ako vysledok. Zvysny prvok 6 z tohto chlievika presunieme do nového
chlievika na zéklade aktualizovanej hodnoty last = 5.

Po vykonani operéacie extract-min bude halda vyzerat takto:
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ehlieviky o 2 “ 5

prvky: 6 8,10, 11, 15 18, 27

Ak opat vykoname extract-min, vratime hodnotu 6 z druhého chlievika a
halda bude vyzerat nasledovne:
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chlieviky [ 1 4 5

prvky: 8, 10, 11, 15 18, 27

Nakoniec, ak znovu vykonédme operéciu extract-min, prvy neprazdny chlie-
vik bude ¢islo 4. Predtym sa hodnota last nachddzala v rozsahu 00***, no v
tomto Tavom podstrome uZ nie st ziadne d'alsie prvky. Najblizsi neprazdny je
podstrom O01*xx*, teda chlievik 4.

Z tohto chlievika zistime, Ze 8 je nové minimum, a vSetky ostatné prvky (10,
11 a 15) prerozdelime do chlievikov 0 az 3 na zaklade novej hodnoty last = 8
(vid obr. nizsie).

Vsimnime si, Ze v8etky prvky v chlieviku 4 za¢inaji 01x**, takze sa modzu
1isit len v bitoch 1 az 3. Zaroven pre neskorsie chlieviky (v naSom hrackarskom
priklade ide len o chlievik 5) sa ni¢ nemeni — stéle sa lisia od novej hodnoty last
vo vy&sich bitoch, takZe ich nie je potrebné presuvat.

chlieviky

prvky: 10, 1,15 18, 27

Vo vSeobecnosti, ak je prvy neprazdny chlievik ¢islo k, znamena to, Ze pred-
chadzajtci last mal v k-tom bite hodnotu 0. Lavy podstrom je teda prazdny;
prejdeme preto pravy podstrom, v k-tom chlieviku najdeme minimum a ostatné
prvky z tohto chlievika rozdelime do chlievikov 0, ...,k —1 podla novej hodnoty
last. Neskorsie chlieviky sa tymto krokom neovplyvnia.

Casové naklady:

e insert a decrease-key st zjavne O(1),

e extract-min trvd O(log C + B), kde B je velkost prave spracovavaného
chlievika. V najhorsom pripade moze byt B = O(n), avSak amortizovane
ostava ¢as O(log C).



Preco? Pozrime sa na zivotny cyklus jedného prvku: najprv ho vlozime do ne-
jakého chlievika a odtial sa uz méze postvat len dolava. Operacia decrease-key
ho posiiva dolava a kazdé prerozdelenie chlievika pocas extract-min ho tieZ
posunie len dolava. KedZe mame iba O(log C) chlievikov, kazdy prvok sa moze
presunit nanajvys O(log C)-krat.

MoZeme si teda predstavit, Ze za kaZdu opericiu insert uctujeme log C'$,
z ktorych sa vSetky neskorsie presuny zaplatia. Zamyslite sa nad tym: naj-
horsi pripad zloZitosti insert je sice O(1), ale ak mu priradime amortizo-
vant cenu O(log C) (teda vyrazne vyssiu), moéZeme tym pokryt aj naklady na
extract-min.

Je to pekny priklad toho, ako ,preplatenim“ jednej operécie vieme zapla-
tif za ind, ¢o sa ndm oplati, ak chceme dosiahnut lepsi odhad celkovej zlozi-
tosti algoritmu. Namiesto pesimistického odhadu 7 X (Tipsert + Textract—min) =
n x (O(1) + O(n)) = O(n?), dostaneme vdaka kreativnemu uétovnictvu n x
(O(log C) + O(log C)) = O(nlog C).

Implementacia

Kazdy chlievik bude oby¢ajny (neutriedeny) vektor. (NepouZivajte spajané zo-
znamy — st neefektivne z hladiska cache.) Cela halda bude reprezentovana ako
oby¢ajné pole, ktoré obsahuje 33 alebo 65 chlievikov — podla toho, ¢i pracujeme
s 32-bitovymi alebo 64-bitovymi ¢islami.

Pri odstranovani prvku z vektora si dajte pozor: nechcete pouZivat funkciu,
ktord odstrani prvok a nésledne presunie vSetky prvky za nim — to by malo
linearnu zlozitost! (Ako to spravit v O(1)?)

Na urcéenie spravneho chlievika pre ¢islo z nam staci len zopar bitovych ope-
racii. Vypocitame XOR medzi last a = a nasledne zistime poziciu najvyssieho na-
staveného bitu (MSB — most significant bit). Napriklad: 01001110601011000 =
00010110. XOR maé 1 na poziciach, kde sa bity dvoch ¢isel ligia, a 0 inde. Pozicia
najvyssej 1 v tomto vysledku (v nasom pripade piaty bit sprava) uréuje ¢islo
chlievika, do ktorého x patri.

Intelovské a AMD procesory maji na tento ucel priamo hardvérovi instruk-
ciu — BSR (Bit Scan Reverse)?, ktora vrati index najvyssieho nastaveného bitu.
(Tato instrukciu mala uz staroveké 386.) Na ARM procesoroch zase mame pri-
buzni instrukciu CLZ (Count Leading Zeros), ktora spocita pocet nal pred pr-
vou 1.

Mozete si dohladat, ako spoéitat poziciu najvyssieho bitu vo vasom jazyku
a kompilatore. Vo vi¢sine modernych kompildtorov sa néjde sposob, ¢i uz cez
Standardizované funkcie alebo cez ,yvstavané funkcie kompilatora®, tzv. ,builtin‘“
a ,intrinsic* funkcie, ktoré sa prekladaju priamo na procesorové instrukcie. Na-

2https://c9x.me/x86/html/file_module_x86_id_20.html
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Obr. 1: Implementécia radixovej haldy pre 32-bitové ¢isla. Vpravo stav haldy po
tom ako trikrat zavoldme extract-min. Dvakrat vyberieme 7 priamo z nultého
chlievika, tretikrat ndjdeme prvy neprazdny chlievik (ten Stvrty), z ktorého vy-
berieme minimum 8 a vSetky ostatné prvky prerozdelime do skorsich chlievikov.



priklad:

C++20 Standardizovana funkcia std: : countl_zero?®

starsie C/C++: podla kompilatora

~ GCC a Clang  __builtin_clz, resp. __builtin_clz11*

- MSVC #include <intrin.h>,
_BitScanReverse, _BitScanReverse64°

Java Integer/Long.numberOfLeadingZeros®

Rust u32/u64: :leading_zeros’

(pozor, niektoré operacie mozu byt nedefinované pre 0!)

Pamaétajte, Ze pri Dijkstrovom algoritme potrebujete vediet rychlo najst vr-
chol x v halde (pri decrease-key), takze bude treba si udrziavat a aktualizovat
tabulku s poziciami vrcholov v halde.
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