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Kapitola 1

Dve chutovky

Na tivod sa zozndmime s dvoma. ,,chufovkami®, ktoré nam poslizia ako vstupnd
brana do sveta datovych struktir — transpoziciou matice a Struktirou Union-
Find. Prvy problém, transpozicia matice, sa na prvy pohlad méze javit ako
trividlny. Ved' ¢o uZ by sa na fiom dalo pokazif alebo vylepsit? Ukazeme si, ze
tento zdanlivo jednoduchy problém skryva zaujimavé prekvapenia, ktoré vyjdu
na povrch najmé pri praktickej implementacii.

S druhym problémom presko¢ime do teoretickej roviny. Predstavime si ele-
gantni a velmi jednoducht ddtovi $truktiru s nédzvom Union-Find (alebo aj
disjunktné mnoziny). Hoci jej implementédcia zaberd zopar riadkov zdrojového
kédu, analyza casovej zlozitosti patri medzi zlozitejsie kapitoly z datovych struktir.
Ukazeme si tiplne novy pristup, ako mozno nazerat na analyzu ¢asovej zloZitosti.

1.1 Transpozicia

Majme §tvorcovii maticu rozmeru N x N a nasou tlohou je transponovat ju, teda
»preklopit “ podla hlavnej diagondly. Vysledkom transpozicie je nova matica, v
ktorej sa prvky na pozicidch (i,7) a (j,7) navzdjom vymenia. Inak povedané,
riadky sa stanu stipcami a stipce riadkami.

Otéazka znie: ako na to?
Tu je priamociare rieSenie:

Casové zlozitost je zjavne ©(N?), takze graf bude vyzeraf nejak takto, viak?
(Vsak?)

Taktie7 je zjavné, 7ze musime premiesnit ©(N?) prvkov. Akykolvek algorit-
mus musi spravit ©(N?) éftanf a zépisov do pamiite, takZe lepsie to nejde.

11



12 Dve chutovky

const int N = 1000;
int A[N][N];

40 4

30 1
void transpose() {

for (int i=0; i<N; ++i)
for (int j=i+1; j<N; ++j)
swap(A[i][j]1, A[jI1[i1); 0]

204

time [ms]

] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
N

Sok #1: existujui lepsie algoritmy:
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Vlavo je graf pre stredne velké N < 4000, vpravo je ten isty graf pre velké N az
po 25000. Cas je v milisekundach. N4as kéd je modra ¢iara — teda to najpomalsie
rieSenie. Ako sa to da lepsie?

Mimochodom, tvrdili sme, Ze ¢asov4 zlozitost ndsho riesenia rastie ako druhd
mocnina N. Graf naozaj pripomina parabolu, ale najlepsi sposob ako sa o tom

presvedéit je, ze do grafu nanesieme ,,éas deleno N2¢, a vyjde ndm konstanta.
(Vsak?)
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Sok #2: Cas deleno N? nie je konstanta?
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Tu vidime ¢as deleno N2, ¢o mozeme interpretovat ako ¢as v prepoéte na
jeden prvok matice, v nanosekundéach.
Preco to stupa? Preco to nie je konstanta??

Sok #3: Klamal som. V skutoénosti graf pre nas kéd vyzera takto:

500 A 30 1
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VTavo celkovy éas v milisekundéch, vpravo delené N? v nanosekundéch.

Co maji, do Gerta, znamenat tie zuby??? Co si tie Spicaté vykyvy v case
behu?

(Nie, nie je to chyba merania.)

Prvym zlepsenim zakladného Union-Find algoritmu je technika nazyvans
Union by Rank. Jej cielom je udrziavat stromy €o najplytsie, aby operacia
find(x) bola rychla.

Zavedieme pojem rank pre kazdy vrchol, ktory slizi ako odhad vysky stromu.
Na zaciatku m4 kazdy vrchol rank rovny nule — ked'ze kazdy je v samostatnej
jednoprvkovej mnozine (strom vysky 0).
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Operécia union(x, y) potom funguje nasledovne:

Najprv ndjdeme korene stromov, do ktorych patria x a y.

Potom pripojime strom s mensim rankom pod strom s va¢Sim rankom.

Ak maji oba stromy rovnaky rank, jeden z nich (lubovolny) sa stane korefiom
a jeho rank sa zvysi o 1.

Dufam, ze vas tieto vysledky aspon trochu prekvapili — a mozno aj zmiatli.
To bol ciel. Zatial vdm odpovede neprezradim a necham vés trochu sa potrapit
s vlastnymi hypotézami. Prejdime teraz k druhej ,,chutovke“ a na zdver sa k
transpozicii vratime a uzavrieme celi kapitolu s lep§im pochopenim toho, ¢o sa
vlastne deje ,,pod kapotou*“.

1.2 Union-find

Chceme si udrziavat neorientovany graf, ktory sa dynamicky vyvija — postupne
don priddvame hrany a zaroven chceme rijchlo zistovat sivislost medzi vrcholmi.
Chceli by sme teda datova struktiru, ktora podporuje nasledujice operacie:

e join(x,y): prepoji vrcholy x a y hranou,
e connected(x,y): zisti, ¢i medzi vrcholmi z a y existuje cesta.

Takéto funkcionalita je napriklad presne to, ¢o potrebujeme v Kruskalovom
algoritme na hladanie najlacnejsej kostry v grafe (problému minimdlnej kostry
sa eSte budeme viac venoval v ¢asti o halddch) alebo pri unifikdcii.

Kazdi mnozZinu reprezentujeme ako strom, pricom koren stromu slizi ako
reprezentant celej mnoziny. VSetky prvky v mnozine ,,ukazuji smerom nahor
— teda smerom ku korenu.

Operacie potom vyzeraju nasledovne:

e find(x): Prechddzame od vrcholu z nahor, az kym nengjde koren, teda
reprezentanta mnoziny obsahujucej prvok x.

e union(x,y): Najprv ndjdeme korene stromov, v ktorych sa nachadzaju
x a y. Ak ide o ten isty strom (teda uz patria do tej istej mnoziny),
neurobime ni¢. Inak napojime jeden strom pod druhy, konkrétne jeden
koren nastavime ako syna toho druhého.

Toto rieSenie je velmi jednoduché, m4 vsak jednu zédsadnii nevyhodu: Opericia
find moze trvat ¢as dmerny vyske stromu — a kedZe bez d'alsich optimalizacii
sa mozu stromy ,,natiahnut“ do jednej dlhej refaze, v najhorsom pripade moze
byt asova zlozitost az linedrna.

VylepsSenie #1: Union by Rank. Prvym vylepsenim zakladného algoritmu
je technika nazyvand Union by Rank. Cielom je udrZiavat stromy €o najplytsie,
aby bola operdcia find(x) rychla.

Zavedieme pojem rank pre kazdy vrchol, ktory sluzi ako odhad vysky stromu.
Na zaciatku m4 kazdy vrchol rank rovny nule — ked'ze kazdy je v samostatnej
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jednoprvkovej mnozine (strom vysky 0). Pri operacia union(x, y) potom vzdy
pripojime strom s mensim rankom pod strom s viésim rankom. Ak maju oba
stromy rovnaky rank, jeden z nich (Iubovolny) sa stane korefiom a jeho rank sa
zvysi o 1.

Indukciou l'ahko dokdzeme, Ze:

e strom s rankom r mé vysku najviac r
e strom s rankom r méa aspon 2" vrcholov
e teda rank 7 moze mat najviac n/2" vrcholov

e 7 toho vyplyva, ze maximalny rank je lgn, ¢o je zdroven maximalna hibka
vrcholov a teda ¢asova zlozitost klesne na O(lgn)

VylepsSenie #2: Path Compression. Druhé vylepsSenie, ktoré dramaticky
znizuje Casovi zlozitost operdcii, sa nazyva path compression, teda ,stlacenie
cesty . Princip je jednoduchy: Po tom ako pocas operdcie find(z) ndjdeme koren,
sa vrdtime naspit a vietky vrcholy, ktoré sme navstivili po ceste, napojime
priamo pod tento korer. Tymto spoésobom sa vyrazne znizi hibka stromu pre
vSetky budtce volania find nielen pre x, ale aj pre skoro vsetky vrcholy na ceste
ku koreniu a vrcholy v ich podstromoch.

compress
-

Na prvé pocutie to moze znief ako komplikovany algoritmus, avsak jeho
implementécia je velmi jednoduché. Ako prvé si sta¢i uvedomit, Ze na rozdiel
od inych gtruktir (napr. vyhladdvacie stromy alebo pismenkové stromy), kde
si potrebujeme pre kazdy vrchol pamitat vSetkych jeho synov, v union-finde
prechddzame stromy vyluéne smerom nahor, takze si staéi pamitat pre kazdy
vrchol smernik na jeho otca. Dokonca mézeme vrcholy oéislovat 1,2,3,...,n a
v obyéajnom poli si zapaméitat pre kazdy vrchol z jeho otca p[z] (pre korene si
mozeme poznadit napr. plx] = 0).

Okrem pola otcov si este potrebujeme pamitat ranky. Mohli by sme si ich
pamiitat v samostatnom poli, aviak ked si uvedomime, Ze ranky potrebujeme
poznat iba pre korene (a korene nemaji otca), moéZeme informéciu o rankoch
napchat do toho istého pola. Pouzijeme nasledovny trik: pre vrcholy, ktoré nie
su koren, bude p[z] > 0 éislo ich rodica; pre korene si v p[z]| ulozime hodnotu
—rank(z) <0.

Tu je jednoducha implementacia na ~15 riadkov:
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int p[MAX]; // ak plx] > 0, plx] je otec x
// ak plx] <= 0, tak -p[x] je rank(x)

int find(int x) {
if (plx] <= 0) {
return x; // koren
} else {
int root = find(p[x]); // rekurzivne
plx] = root;
}
}

void union(int x, int y) { link(find(x), find(y)); }

void link(int rx, int ry) { // predpokladame, ze rx, ry su korene

if (rx == ry) return; // a)
if (plrx] == plryl) { plrxl=ry; plryl--; } // b)
else if (-plrx] < -plryl) plrxl=ry; // <)
else plryl = rx; // d)

a) rovnaké stromy — nerobime nié¢

b) 7, aj r, maji rovnaky rank; napojime r, pod ry a r, zvysime rank (pri-
pomenme, ze v poli p mame ulozent hodnotu —rank, takze tito hodnotu
znizime o 1)

c) ry ma mensf rank, takze napojime r, pod 7y
d) r, mé mensi rank, takze napojime r, pod r,

A tu je trikovd randomizovand implementdcia na dva riadky (s tym rozdie-
lom, ze pre otca korenia si poznac¢ime 0 a pri rozhodovani, ktory strom podpojime
pod ktory pri unione, si hodime mincou):

int £f(int x) { return pl[x] ? plx] = f(plx]) : x; }
void u(int x, int y) { rand() % 2 ? plf(x)] = £(y) : plf(y] = £(x); }

1.3 Analyza union-findu

Vsimnime si, ze kazd4 operdcia union pozostdva z dvoch volan{ find (na ndjdenie
korefiov prislusnych mno#in), plus prelinkovania, ¢o je viak len kongtantne vela
préce. Preto sa pri analyze ¢asovej zlozitosti zameriame iba na operéciu find.
Dalej si uvedomme, Ze ¢asové zlozitost operacie find(z) je tmernd dizke
cesty od vrcholu x ku korefiu, teda poétu ,,skokov“, ktoré musime vykonat, aby
sme sa ku korenu dostali.
Dokézeme:
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Veta 1.1. Ak mdme najviac n < 25535 prokov, potom lubovolnd postupnost m
volani find vykond najviac 6m + 2n skokowv.

Vo vieobecnosti plati, Ze lubovolnd postupnost m operdcii union a find md
celkovii Gasovi zloZitost O((m+n)log® n), kde log™ je tzv. iterovany logaritmus.

Len pre porovnanie: milién je 106 < 220, miliarda je 10? < 23°. Pocet atémov
v pozorovatelnom vesmire sa odhaduje na menej ako 23%° (niekde medzi 107 a
1082). Inymi slovami, v prazi nikdy nebudeme mat viac ako 2%9 535 prvkov. Ani
ndhodou. A teda pre vietky praktické tcely je zlozitost union-findu konstantnd
(v priemere na jednu operéciu).

A v tedrii? V tedrii sa, samozrejme, zaujimame, ako sa algoritmus chova
pre n rastice do nekoneéna a po 26535 este nasleduje vela ¢éisiel. V skutoénosti
zlozitost union-findu (v priemere na jednu operdciu) nie je kongtantnd, ale rastie
velmi velmi pomaly, pomalsie ako iterovany logaritmus.

Co je to iterovany logaritmus? Zoberte ¢islo n a zadajte ho do kalkulacky.
Potom opakovane stlacajte tlacidlo ,log“, kym vysledok neklesne na hodnotu
mensiu alebo rovnu 1. Pocet stlaceni logaritmu, ktoré ste museli vykonat, je
prave log* n.

Napriklad: log* 65 536 = 4, pretoze:

65536 - 16 -4 — 2 — 1;

potrebovali sme stlacit ,,1og* styrikrat. Kolko je log* 2655367 5. pretoze z 265536

sa dostaneme na 65536 uz po jednom logaritme, a d'alej pokracujeme ako v

predchadzajicom priklade. Takze celkovo potrebujeme iba 5 stlaceni.
Iterovany logaritmus pre n — co rastie do nekonecna:

2 22

65536 2222 205,536 2222 s
log* 2 = log" 2 =6, log* 2 = log" 2 =17, atd.

Kazdym pridanim d’alsiecho poschodia zviésime iterovany logaritmus o 1, takze
ako ndm bude veZicka exponentov rast do nekoneéna, bude iterovany logaritmus
rast donekone¢na. Hoci nepredstavitelne pomaly.

B Do6kaz. Zaénime niekolkymi jednoduchymi pozorovaniami:

e Vrcholy s vysokym rankom su zriedkavé. Pripomenme si, Zze strom s ran-
kom r obsahuje aspon 2" vrcholov. To znamend, Ze najviac n/2" vrcholov
moze dosiahnut rank (a teda aj vysku) r. Napriklad iba 16-tina vrcholov
moZe mat rank aspoii 4 a iba 65 536-tina vrcholov moze dosiahnut rank
16.

e Rank rodica je vzdy aspon o 1 vyssi ako rank jeho deti. To znamena,
7e ak ideme po ceste od Tubovolného vrcholu ku koretiu, hodnoty rankov
striktne narastaju.

e Kazdy vrchol zaéina s rankom 0. Rank sa moze zvysovvat len pokym je
dany vrchol korennom. Akondhle vrchol pripojime pod iny, jeho rank sa uz
nikdy nezmeni. Jeho rodi¢ovi viak moze rank d’alej rast.
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Pre vsetky vrcholy okrem korerov definujeme hodnotu gap(z) ako roz-
diel gap(x) = rank(parent(x)) — rank(z). Pri kazdom pouziti path com-
pression (t.j. stlaceni cesty) sa vSetky vrcholy okrem korenia a jeho bez-
prostredného dietata presunt pod ,vyssiecho“ rodica, teda pod vrchol s
vyssim rankom. Vysledkom je, Ze gap(x) sa pre vsetky tieto vrcholy zvysi.

Rozdelme ranky do troch trovni:

e Uroveii 0: ranky od 0 do 3,

e Uroveii 1: ranky od 4 do 2* — 1 = 15,

e Uroveii 2: ranky od 16 do 2'6 — 1 = 65536,

e ...a mohli by sme takto pokracovat, ale pre n < 265936 viac tirovni ne-

bude.

Pod'me teraz spoéitat celkovy poéet ,,skokov*“ vykonanych poéas vietkych m
operacii find dokopy. Vsetky skoky rozdelime do Styroch kategorii:

1.

Uroven 0 (ranky 0-3): Na tejto tdrovni stravime najviac 3 skoky pri
kazdej operacii, teda spolu najviac 3m skokov.

Findlne skoky ku korenu: Pre kazdy find(x) si osobitne zapocitame
posledny skok do korena. To je najviac m skokov.

Skoky medzi tiroviiami: Ked pocas find presko¢ime z jednej trovne
do druhej, kazdy takyto , medzitiroviiovy “ skok zapocitame zv1ast. Ked'ze
mame len 3 Urovne, tychto skokov je najviac 2m.

Zostava spocitat skoky vo vniitri tirovni 1 a 2, ktoré nie su findlne.
A tu prichddzame k pointe dokazu (preco skoky delime na kategérie, ktoré
rdtame zv1ast):

(a) Vsetky skoky v rdmci drovne 1: si také skoky, z vrcholu x do

jeho rodica y = parent(x), ze oba vrcholy x aj y maji ranky v roz-
medzi 4 < rank(z) < rank(y) < 16. To znamend, ze gap(x) =
rank(parent(z)) — rank(z) je najviac 11. Avsak ked'Ze pocitame iba
nefindlne skoky, y nie je koren a ma otca z s eSte vacsim rankom.
A tu vyuzijeme, Ze pouzivame kompresiu cesty: Pri kazdom finde sa
pri kompresii cesty x napoji na koren, t.j. na z alebo este vyssie.
Tym pddom hodnota gap(z) vzrastie aspor o 1. To znamend, Ze po
11-tich findoch, ktoré prechiadzaji cez = a skok z x na otca nie je
findlny, narastie gap(z) aspon na 12 a to znamend, Ze x uz bude na-
pojeny na vrchol na vyssej tirovni. To znamena, ze vsetky d'alie findy
prechddzajice cez = uz budi medzidroviiové a tie tu nepocitame (uz
sme ich zapocitali v bode 3.).
Zhrnutie: Cez kazdy vrchol spravime najviac 11 nefindlnych skokov
v ramci urovne 1. Zaroven vSak plati, Zze na troven 1 sa dostane iba
16-tina vrcholov. Z toho vyplyva, ze celkovy pocet skokov v ramci
urovne 1 je najviac 11 x (n/16) < n.



Spdt k transpozicii matic 19

(b) Vsetky skoky v rdmci trovne 2: spocitame podobne: Ranky st

tu od 16 do 26 — 1, takze gap(x) musi byt menej ako 216. Po 216
findoch cez x narastie gap(x) tak, Ze otec x uz nutne patri na troven
3 alebo vyssie.
Takze spravime menej ako 2'6 operacif na kazdy vrchol na 2. drovni.
Avsak 2. troveii znamend rank aspoii 16 a iba 2!%-tina véetkych
vrcholov tento rank niekedy dosiahne. Spolu to je teda menej ako
216 % (n/21¢) = n skokov.

Takto dostdvame, ze vietkych skokov je najviac 6m + 2n (ak n < 26553%),
Skuste si rozmysliet, ako treba dokaz upravit pre véeobecné n.! 0

Akéa je skutoéna zlozitost tejto datovej Struktury? Uk4&zali sme, Ze
union-find so spajanim podla ranku a kompresiou cesty trvd najviac O((m +
n)log* n), teda log"n na jednu operdciu (ak m > n). Ale akd je skutocnd
zlozitost tejto datovej struktiry? Mozno si poviete: ,Nie je v skutoénosti td
ZoZitost konstantd? Nie je toto vsetko len slabd analyza? Keby sme sa viac
snaZili, nevedeli by sme dokdzaf lepsiu horni hranicu? “

Odpoved znie: Ano a Nie. R. E. Tarjan 1975; R. Tarjan a Van Leeuwen
1984 dokézal lepsi odhad: Ze m union-find operdcii trvd O(ma(m,n)), kde a je
funkcia, ktord sivisi s inverznou Ackermannovou funkciou, ktord sice rastie do
nekoneéna, ale este ovela pomalsie ako iterovany logaritmus. Pre vietky prak-
tické odhady moézeme predpokladat, Ze a(m,n) < 3. Fascinujtice je, Ze v zapéti
ukdzal aj dolny odhad (R. E. Tarjan 1979), tzn. nasiel taki postupnost operécif
union a find, pri ktorej spravime aspon Q(ma(m,n)) skokov! To znamens, ze
skutoénd zlozitost mie je konstantnd a naozaj v najhorsom pripade rastie do
nekoneéna, hoci velmi velmi pomaly.

1.4 Spat k transpozicii matic

Pod'me si koneéne prezradit, ¢o sa to vlastne porobilo pri transpozicii matic. Od-
povede na vietky zédhady stivisia s paméitovym systémom modernych poéitacov
a vyrovndvacou pamiitou (cache).

Moderné procesory s extrémne rychle — vykondvaji miliardy operacii za
sekundu. Naproti tomu hlavnd paméif (RAM) je relativne pomald — ¢as na
¢itanie/pisanie do RAM je rddovo sto-krdt pomalsie ako je rychlost samotného
procesora. To znamend, Ze ak by procesor musel na kazdy tidaj ¢akat, kym dorazi
z RAM, vigsinu ¢asu by sa nudil. Aby sa tento problém vyriesil, moderné proce-
sory maju viaciroviovy systém cache paméti — malych, ale extrémne rychlych

1Pre vieobecné n by sme namiesto 3 trovni mali log* n drovni: Kazd4 d'alsia trovenn by
2 2

mala ranky v rozsahu [k, 2k), takze na i-tej trovni by boli ranky od 2% po 22 1.
S~ S~—~—
i+1 i+2

V kategériach 1. a 2. je rovnako vela skokov, ale v kategérii 3. bude O((log*n) x m) me-
dzidroviiovych skokov a 4. v rdmci kazdej drovne spravime najviac n nefindlnych skokov, ale
méme log* n drovni, takze spolu O((log* n) X n).



20 Dve chutovky

pamitovych blokov, ktoré uchovavaji najcastejsie pouzivané tdaje. Stiéasné
poéitate mdavaju tri trovne cache: tzv. L1, L2, a L3, kazda d'alsia troven je
vicsia, zato pomalsia. Napriklad poéita¢, na ktorom piSem tuto kapitolu ma
256KiB L1d datovej cache, 256KiB instrukénej L1i cache (sem idud instrukcie,
ktoré procesor vykondva), 8MiB L2 cache, 16MiB L3 cache a 58GiB RAM. Na
tejto architektire ma kazdy procesor svoju vlastni L1 a L2 cache, ale L3 a RAM
su spolocné.

Ked chce procesor na¢itat nejaky 1idaj z pamiti, najskor sa pozrie do L1
cache, ak tam udaj nie je (tzv. L1 cache miss), pozrie sa do L2 cache, potom
do L3, az nakoniec, ak sa udaj nenachadza ani v L3, nacita ho z RAM. Pri
nacitan{ sa zdroven tdaje prekopiruji do nizsich drovni cache (napr. z RAM do
L3, z L3 do L2, z 1.2 do L1), tak, aby opakovany pristup k nim uz bol rychly. A
tu sa dostavame k podstatnej ¢asti: nebolo by efektivne, keby sme pri nacitani
skopirovali len 1 bajt, alebo 1 int (4 bajty). Pri kazdom pristupe do paméte sa
prendsa cely blok pamdte, tzv. cache line, typicky velkosti 64 bajtovZ. To m4
velmi citelné praktické dosledky!

Vyskusajte si nasledujici jednoduchy experiment: Zoberte si maticu N x N
(napriklad typu int) a zmerajte, kolko trvd, ak budete jej prvky &itat riadok
po riadku; potom to porovnajte s pripadom, ked maticu ¢itate stipec po stipci;
nakoniec to porovnajte s pripadom, ked preéitate vsetky prvky matice, ale v
ndhodnom poradi. V standardnom teoretickom modeli, kde predpokladame, ze
kazda zékladna operdcia procesora trva konstantny cas, ma kazdy algoritmus
zlozitost N2, aviak v praxi bude medzi tymito troma prechodmi obrovsky roz-
diel.

Pri ¢itani po riadkoch vyuzivame cache najefektivnejsie. Do jednej cache
line sa zmesti 16 intov (32-bitovych) a vzdy po tom, ako precitame jeden,
pre¢itame aj dalsich 15 nasledujicich, o je takmer zadarmo. Naopak, ak ¢itame
v ndhodnom poradi, pri dostatoéne velkej matici, ktora je mnohondsobne viécsia
ako L3, bude takmer kazdy pristup do paméte L3 cache miss a program pobezi
radovo sto-krat dlhsie.

Pri ¢itani po stfpcoch zakazdym precitame 4 bajty zo 64 a prejdeme na dalsi
riadok. .. Tu bude ¢as zdvisiet od uloZenia v pamiiti: mdme maticu v jednom
velkom bloku pamite, alebo ju mame ulozent ako pole riadkov, kde kazdy jeden
riadok je samostatne naalokovany blok paméte? Napriklad v C+4, méme sta-
tické pole int A[N] [N], alebo vector<vector<int>> A7 V tom prvom pripade
bude aj ¢itanie po stfpcoch rychle vdaka tomu, Ze procesor je v tomto pripade
schopny predpovedat adresu nasledujticeho pristupu (policko v rovnakom stfpci
ale o 1 nizsom riadku je o 4 x N bajtov d’alej). Dalsi trik modernych procesorov
je tzv. prefetching — ak vedia dopredu predpovedaf, ktorii adresu v paméti bude
treba, mozu uz dopredu zacat nacitavat. Naopak, v druhom pripade, moze byt
kazdy riadok tplne inde a tazké predpovedat d'alsi pristup do pamiite.

Dodajme este, Ze ked’ uz je cache plna, pri naé¢itani novych dat musime vidy
nie¢o vyhodit, aby sme uvolnili miesto pre nové dita. Ktoré tidaje sa vyhodia
a vplyv na chovanie nasho programu sa tazko predpovedd — treba merat.

2z4visf od architektiry, najnovsie pocitace uz maji aj 128 bajtové cache line
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Ale vrifme sa k transpozicii matic. Sok #2 by sme uz po tomto tvodme
mali vediet Tahko vysvetlif: Cas deleno N? je konstanta, avsak zatialco pre
velmi malé N < 256 sa celd matica zmesti do L1 cache, pre N > 1500 sa uz
nezmesti ani do L2 a pre N > 2048 ani do L3 cache. S rasticim N pribidaja
cache missy a to, Ze ¢as na prvok matice stipne ,,iba“ na ~ 15-ndsobok (z 0.4ns
na 6ns) je dokaz, ze cachovanie este stile trochu funguje. Ak by sme predsalen
cheeli pouzit idealizovany teoreticky model, kde kazd4 operacia ma jednotkovi
cenu, museli by sme do tej ceny zapoéitat, Ze v najhorSom pripade pristupujeme
az do RAM, ¢o su desiatky nanosekind. (O pripade, Ze sa ddta nezmestia ani
do RAM a pagingu niekedy inokedy.)

Sktisme teraz porozmyslat, ako algoritmus na transpoziciu matice zlepsit.
Pamiitajte, Ze je dané, ktoré dvojice policok treba vymenit, ale nie je dané, v
akom poradiV skuto¢nosti je poradie pristupov do paméte to jediné, ¢o budeme
d'alej menit. Pripomeiime, 7e v povodnom algoritme postupne prechidzame
vietky dvojice (4,7), pricom vymieniame prvky A[i|[j] < A[j][{]. Policka (3, )
sice prechddzame po riadkoch, ¢o je dobre, ale tym pddom pozicie (4, ) prechddzame
po stfpcoch, ¢o je zle, lebo pri tom vyuzijeme iba 4/64 cache line.

Riesenie 2: Rozdelme maticu na bloky velkosti B x B. Postupne prechiadzame
blok po bloku po riadkoch a kazdy blok A[i..i + B — 1][j..j + B — 1] vymenime
s (transponovanym) blokom A[j..5 + B — 1][i..i + B — 1].

void transpose_block(vector<vector<int>> &A) {
int N = A.size();
int B = 64;
for (int k = 0; k < N; k += B) {
// transponuj blok [k..k+B][k..k+B] na uhlopriecke
for (int 1 = k; i <k + B && i < N; ++i)
for (int j =i + 1; j <k + B && j < N; ++)
swap(A[i] [j1, A[31[i1);
for (int 1 =k + B; 1 < N; 1 += B)
// transponuj blok [k..k+B][1..1+B] <-> [1..1+B][k..k+B]
for (int 1 = k; i <k + B & i < N; ++i)
for (int j = 1; j <1 + B && j < N; ++3)
swap(A[i]1[j1, A[310i1);

Prvé tri vnorené cykly riesia bloky na uhlopriecke (treba oSetrit zvl14st),
nasledujice cykly vymiefiaji bloky so Tavymi hornymi rohmi (k,l1) < (I,k).
Najlepsiu hodnotu B som zvolil skusmo.
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A teraz pozor... chvilka napéitia... tento algoritmus sa umiestnil aZ na
trefom mieste! OranZov4 ¢iara na grafe vyssie.

To znamen4, ze sa to da este lepsie

Co sa dé este zlepsif? Nuz, zastavme sa pri otdzke, aki velkost bloku B
zvolit. Je mozné, Ze to zélezi aj od toho, na ktord trovei cache sa pytame —
chceme minimalizovat poéet L1 cache missov? alebo L2? alebo L3?

Riesenie 3: Skisme pouzif td istd myslienku este raz Maticu najskor roz-
delime na velké bloky velkosti B x B. Maticu budeme prechadzat postupne po
velkych blokoch. Ked' vsak budeme vymiefiat A[z..x + B — 1][y..y + B — 1] +
Aly..y + B — 1][z..x + B — 1], spravime to tak, ze ich najskér prerozdelime na
mensie bloky b x b, a tie budeme postupne vymienat.

Treba trochu zataf zuby a voila:

void transpose_block2(vector<vector<int>> &A) {
int N = A.size();

int B = 1040;

int b = 4;

for (int x = 0; x < N; x += B) {
for (int k =

X; k<x+B&& k <N; k +=b) {
for (imt i = k; i <k + b && i < N; ++i)
// transponuj blok [k..k+B][k..k+B] na uhlopriecke
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for (dnt j =i + 1; j <k + b && j < N; ++j)
swap(A[il[j1, A[310i1);
for (int 1 =k +b; 1 <x + B && 1<N; 1 += b)
// velky blok na uhlopriecke, maly blok mimo
for (int i = k; 1 <k + b && 1 < N; ++i)
for (int j = 1; j <1 + b && j < N; ++j)
swap(A[i][j1, A[31[i1);
¥
for (int y = x + B; y < N; y += B)
for (int k = x; k < x + B && k<N; k += b)
for (int 1 =y; 1 <y +B & 1 < N; 1 += b)
// transponuj blok [k..k+B][l..1+B] <-> [1..1+B][k..k+B]
for (imt i = k; i <k + b && i < N; ++i)
for (int j =1; j <1 + b &k j < N; ++j)
swap(A[i] [j], A[31[iD);

Krasa. 6 vnorenych for-cyklov.

A ¢o sme dosiahli? Druhé miesto. Zelena ¢iara na grafe vyssie.

A7 sa zaéinam baf, éo bude nasledovat. Ako povedal klasik: ,Do kedy my
takto chceme? Dokéédyyy? “

Riesenie 4: Nebojte sa, nejdem pisal troj-tiroviiové riesenie (velké, stredné,
malé bloky) s 6smimi vnorenymi for-cyklami. Kdeze. Ked uz, tak ideme all in.
Myslienku delenia na bloky pouzijeme rekurzivne!

Ako transponujeme N x N maticu A? Rozdelime ju na $tyri podmatice
N, N

PR

(B C . r (BT DT
A= (D E) a transponujeme: Al = <C’T 5T )

Vsimnite si, ze podmatice B a E na diagonéle sa iba transponuji, C' a D sa
transponuji a navzdjom vymenia. Ako? Rekurzivne: opét sa rozdelia na styri
podmatice a tie sa vymienaja a transponuju. Takto pokracujeme v rekurzivnom
deleni, kym sa nedostaneme na dostatotne malé maticky, ktoré vymenime a
transponujeme klasicky dvoma for-cyklami.

void transpose_rec(const int N, vector<vector<int>> &A,
int B, int 10, int jO) {
if (B <= 4) {
if (10 == jO) {
for (int i = i0; i < 10 + B && i < N; ++i)
for (int j =1 +1; j < i0 + B && j < N; ++j)
swap(A[i]l [j1, A[31[0i1);

} else {
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for (int i = i0; i < 10 + B && i < N; ++i)
for (int j = jO; j < jO + B && j < N; ++j)
swap(A[i] [3], A[jI1[iD);

}

} else {
int h = B / 2;
transpose_rec(N, A, h, i0, jO);
transpose_rec(N, A, B - h, i0 + h, jO);
if (i0 != jO) transpose_rec(N, A, B - h, i0, jO + h);
transpose_rec(N, A, B - h, i0 + h, jO + h);

}

}

transpose_rec(N, A, N, 0, 0, 0, 0);

Damy a pani, toto je nase vifazné rieSenie, Gervend Giara na grafe vyssie.
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Obr. 1.2: Transponovanie matice 16 x 16: a) po riadkoch a b) po blokoch 4 x 4.
Os z zlava doprava predstavuje paméit, os y zhora nadol predstavuje ¢as. Na
obrazku je zobrazeny priebeh algoritmu: kazdd ¢ierna bodka znamend pristup
do pamaéte, sedy obdlznik znazornuje cache miss a nacitanie cache line. V tomto
hrackarskom priklade mame cache line diiky 8 prvkov a cache ma kapacitu 8

cache line. Jednotlivé rieSenia spésobia postupne 115 a 50 cache missov.
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Obr. 1.3: [pokracovanie] Transponovanie matice 16 x 16: ¢) dve drovne blokov

4 x 4 a 8 x 8, d) rekurzivne. Tiero rieSenia sposobia postupne 46, respektive 44
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Kapitola 2

Vektory

Statické polia (klasické array) maju jednu velkd nevyhodu: potrebujeme poznat
velkost vopred.

2.1 Dynamické zvicéSovanie a zmenSovanie
Zskladny napad je velmi jednoduchy: Ked je kapacita plné, vektor si rezervuje

novy vacsi blok paméte, skopiruje vSetky existujiice prvky na nové miesto, a
pokracuje dalej s va¢sim priestorom.

Amortizovana analyza

Ukézeme si, ze amortizovany ¢as jednej operdcie push_back do vektora je O(1),
ak vektor pri kazdom zaplneni zdvojnasobi svoju kapacitu.
Pouzijeme na to i¢tovnicku metédu.

2.2 Ako sa nestrelit do nohy

2.3 Optimalizacie

Bitvektory

Ako usetrif pamét pri uchovdvani velkého mnoZstva bindrnych dat.

Zvicsovanie
Kniznica Folly a jej optimalizacie

27



28 Vektory

Spolupraca s alokatorom

Rozlozenie v paméti

Vec vs. SmallVec a TinyVec

Kopirovanie

Vektor struktiur alebo Struktira vektorov?



Kapitola 3

Amortizovana analyza

Definicia 3.1. Oznac¢me redlnu cenu i-tej operdcie c;. Amortizovand zloZitost
je a;, ak pre kaZdi postupnost operdcii

g c; < sum;a;
i

3.1 Potencidlova metéda
Nech D; je datova struktira po i-tej operacii. Potencial je funkcia
d:D - R

Casto dokonca pri analyze volime potencidl, ktory je nezdporny.
Amortizovani zlozitost potom definujeme ako

a; =c¢; + AP =c¢; + (P(DL) - q)(Di—l)~

Celkové amortizovand zlozitost postupnosti opericii je potom
m m
Z(Li = ZQ"‘@(DJ —@(Difl)
i=1 i=1

(Z ) +®(D,) - B(Dy)

Ak ®(D,,) — ®(Dy) > 0, tak z toho vyplyva, ze Y .o a; > > v, ¢;.

Vigsinou volime potencidl, kde Dy je prazdna struktira s nulovym po-
tencidlom ®(Dy) = 0 a potencidl je vzdy nezdporny. V tom pripade ®(D,,) —
®(Dy) = ®(D,,) > 0 a nerovnost plati.

29
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Amortizovand analyjza



Cast II

Haldy






Kapitola 4

Najkratsie cesty

4.1 S gulickami a motuzikmi
4.2 Dijkstrov algoritmus
4.3 Implementacia s haldou

4.4 D-arne haldy
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Kapitola 5

Binomialna halda

Binomiédlnu haldu vynasiel Jean Vuillemin v roku 1976. V praxi sice ¢asto
prehrava s obycajnou bindrnou haldou (najmé kvoli vaésim konstantdm skrytym
v O-notécii), no m4 jednu unikdtnu schopnost: dokéze efektivne zlicit dve haldy
v logaritmickom Case, na rozdiel od klasickej binarnej haldy, ktord na to potre-
buje linearny cas.

Pre nés st binomidlne haldy zaujimavé najmé ako odrazovy mostik na ceste
k sofistikovanejsim Struktiram, konkrétne k Fibonacciho halde, ku ktorej sa
postupne prepracujeme v dalsej kapitole.

5.1 Binomialne stromy

Zakladnym stavebnym prvkom binomialnej haldy je binomidiny strom. Binomialny
strom rddu k (oznacujeme By) definujeme rekurzivne:

e By je strom s jedinym vrcholom,

e Bji1 vznikne tak, Ze zoberieme dva stromy By a jeden z nich pripojime
ako najlavejsie dieta koreia druhého.

35
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Takto vyzeraji binomaélne stromy radu 0 az 4:

7Z definicie vieme hned odvodit niekolko doleZitych vlastnosti: Binomidlny
strom radu k£ mé

e presne 2¥ vrcholov,

e vysku k,
e a deti koreiia tvoria (zlava doprava) stromy rddu By_1, Bx_2, ..., Bo.
B,
oS
" \ | 6 g
B By
A
By
Bs

Br41

V kazdom vrchole binomialneho stromu je ulozeny prave jeden prvok haldy.
Okrem toho budeme vyzadovat, aby bol kazdy binomidlny strom haldovito uspo-
riadany: kIi¢ vo vrchole je vzdy mensf alebo rovny klti¢om vietkych jeho det{ (a
teda aj vsetkych potomkov). Z tohto min-heap invariantu vyplyva, Ze najmensi
prvok celého stromu sa nachadza vzdy v jeho koreni.

5.2 Struktira binomialnej haldy

Binomiélna halda s n prvkami sa skladd z viacerych binomialnych stromov. Ako
presne? Kazdy binomislny strom m4 velkost rovni mocnine 2, potrebujeme teda
z mocnin 2 , poskladat “ &islo n. ..

Vezmime napriklad n = 41. V bindrnom zapise je to 101001, pretoze ¢cislo
41 vieme jednoznaéne rozlozit na stiéet mocnin dvojky:

41 =324+8+1=2%+234+2°

Binomidlnu haldu so 41 vrcholmi preto mézeme poskladat zo stromov Bs, Bs a
By (velkost{ 25, 23 a 29 spolu 41 vrcholov).
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Podobne napriklad n = 75 ma binarny zapis 1001011, lebo
75=64+8+2+1=20+42% 42 420,

Halda s n = 75 vrcholmi preto obsahuje stromy Bg, Bs, B a By.

Vo vieobecnosti mozeme binomidlnu haldu definovat ako zoznam niekolkych
binomislnych stromov B;, pricom kaZzdy z nich mé iny rdd i. Vdaka tejto vlast-
nosti ma binomidlna halda s n vrcholmi vzdy pevne urceny tvar, ktory priamo
zodpovedd bindrnemu zapisu ¢isla n: ak je k-ty bit zdpisu rovny 1, halda obsa-
huje strom Bg; ak je rovny 0, strom By sa v halde nenachadza.

7 tejto suvislosti vidime, ze binomialna halda s n prvkami obsahuje najviac
log, n stromov a ich rddy sa pohybujt od 0 po |log, n]. Ked'Ze vyska kazdého
stromu sa rovna jeho radu, aj vyska stromov je nanajvy$ logaritmicka. To je
dolezité, pretoze vietky zdkladné operécie s binomidlnou haldou majui zloZitost
timerni bud’ poétu stromov, alebo ich vyske, teda v najhorsom pripade O(logn).

5.3 Spajanie hald

Spéjanie dvoch binomialnych hald prebieha velmi podobne ako séitanie &sel v
dvojkovej ststave. Ukdzme si to na priklade 41 + 75:

101 0 01
+ 1001 011
1110100

Zaciname sprava: 1+ 1 je 2, takze do vysledku zapiSeme 0 a prenesieme 1 do
vyssieho rddu. Na d'alsej pozicii mdme 0 + 1 + prenesend 1 = 2, takze opéif
zapiseme 0 a prenesieme 1 dalej. Takto pokra¢ujeme, kym nes¢itame vietky
bity oboch ¢isel.

Pri spdjani binomidlnych hald postupujeme analogicky, len namiesto s¢itania
bitov porovndvame a pripadne spdjame binomidlne stromy. Ak sa na urcitej
,pozicii“ stretni dva stromy rovnakého radu, zlic¢ime ich do jedného stromu
o jeden rad viésieho. Pri zli¢eni porovname klice v korefioch a vaési koren
zavesime pod mensi, ¢im zachovame min-heap invariant. Novovzniknuty strom
sa posunie na d'al$iu poziciu presne tak, ako sa pri bindrnom séitani prenasa
jednotka do vyssieho radu.

Tu je priklad zlacenia dvoch Bs stromov do jedného Bs:

(3) (3)
@ + © G O © ©

12 (19 @ @ @
By By

1}
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KedZe 3 < 7, mensi kli¢ ostdva v koreni a vrchol 7 pripojime pod neho. Tato
operacia trva len konStantny ¢as — vyzaduje len jedno porovnanie a tUpravu
niekolkych smernfkov.

Vezmime ako priklad dve haldy velkosti n = 41 a n = 75. Uz vieme, 7e
sa budu skladaf z binomdlnych stromov (Bs, Bs, Bg) a (Bs, Bs, Bi, Bo).
Spéjanie prebehne nasledovne (pozri tiez obr. 5.1):

merge H; - By — By — — By
a H2 B6 - - B3 - Bl Bo
vysledok Bs Bs By — By — —

R&d 0: Obe haldy obsahuju stromy By — zli¢ime ich na B; a prenesieme do
vyssieho réadu,

R&d 1: By z druhej haldy + preneseny B; — zlu¢ime na By a prenesieme do
vysSieho radu,

Rad 2: By v povodnych haldach nie je — vo vysledku ostane preneseny Bo,
R&d 3: obe haldy maja Bs — zluc¢ime na By a prenesieme

Rad 4: B, sa inde nenachddza — vo vysledku ostane preneseny By,

R&4d 5: Bjs je len v prvej halde — ostava vo vysledku,

Réd 6: Bg je len v druhej halde — ostava vo vysledku.

Zlozitost. Pri zlucovani prechiddzame iba zoznam koreiiov oboch hald a tych
je len logaritmicky vela. Kazdy krok spdjania (porovnanie dvoch korefiov a
pripadné zlicenie stromov rovnakého rddu) trva pri vhodnej reprezentécii v
pamiiti konstantny ¢as (implementa¢né detaily prenechdme ako cvicenie ctenym
citatelom). Celkova ¢asovd zloZitost spdjania je preto O(logng +logns), kde ng
a ny su velkosti spajanych hald.

5.4 Ostatné operacie

Vsetky ostatné operacie binomidlnej haldy uz st jednoduché a vieme ich reali-
zovat pomocou spijania.

Vlozenie prvku (insert). Na vlozenie nového prvku z vytvorime binomidlnu
haldu obsahujiicu jediny vrchol (Bj s prvkom z v koreni), a tito jednoprvkovi
haldu zlu¢ime s povodnou. Casovd zlozitost vlozenia je O(logn).
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Po

Obr. 5.1: ,Scitanie“ binomidlnych hald (Bs, Bs, Bg) a (Bs, Bs, Bi, Bo).
Vybledkom je (B(;, B57 B4, Bg)

N4jdenie minima (get-min). Najmens{ prvok sa vzdy nachddza v jednom
z korefiov binomidlnych stromov. Staéi teda prejst vsetky korene a vybrat ten
s najmensim klicom. Kedze korenov je najviac log, n, hladanie trvd O(logn).
Efektivnejsia moznost je udrziavat spolu s haldou aj smernik na koreii s mini-
mom a pri operaciach, ktoré ho mézu zmenit, smernik aktualizovat. Takto vieme
najst minimum v konstantnom éase, ked’ze vysledok bude vizdy predpocitany.

Odstranenie minima (extract-min). Vezmeme koren s minimélnym kli¢om
a odstranime ho. Jeho deti st rézne binomidlne stromy nizsich rddov — spolu
teda tvoria haldu, ktori ndsledne jednoducho zli¢ime s pé6vodnou haldou (pozri
obr. 5.2). Vysledna ¢asovd zlozitost je O(logn).

Znizenie kltuca (decrease-key). Ak chceme zmensit kIi¢ v niektorom vr-
chole, nahradime ho mensou hodnotou a ,,prebubleme“ ho nahor (podobne ako v
klasickej bindrnej halde). To znamend, ze opakovane vymieniame vrchol so svojim
rodi¢om a sttipame nahor, a7 kym nenarazime na rodi¢a s mensfm kli¢om alebo
sa nedostaneme az do korena. Tymto obnovime min-heap invariant.

Vyska stromu radu k je k, pricom najvacsi mozny rad v halde s n prvkami
je [logy n|. Preto je ¢asova zlozitost operdcie O(logn).
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Obr. 5.2: Odstranenie minima: koreii s najmensim klti¢om sa odstrani. Jeho pod-
stromy tvoria samostatni haldu, ktort zli¢ime s povodnou. Skuska spravnosti:
v dvojkovej stustave 11100 — 1 = 11011, takze ak z (By, Bs, Bs) odstrdnime
jeden vrchol a upraceme, ostane ndm (B4, Bs, B, By)
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Obr. 5.3: Spojenie dvoch lenivych héld: jednoducho spojime dva zoznamy. Mi-
nimum vyberieme porovnanim predpoc¢itanych minimim H; a Hs.

Zhrnutie
Operacia  Casova zlozitost
insert O(logn)
merge O(logny + logna)
get-min 0o(1)
extract-min O(logn)
decrease-key O(logn)

5.5 Leniva binomialna halda

Spéjanie v logaritmickom &ase je uz samo osebe velky pokrok. Natiska sa vSak
otézka: nedalo by sa to este rychlejsie? Na prvy pohlad to znie neredlne — zoznam
korenov ma predsa logaritmicku dlzku a pri spajani ho musime cely prejst. Ukaze
sa vsak, Ze ak si dovolime trochu ,porusit poriadok® a ¢ast prace odlozime
na neskor, vieme merge (a teda aj insert) vykonaf dokonca v kongtantnom
amortizovanom case.

Zakladna myslienka je jednoduché: pri klasickej binomialnej halde st korene
stromov pekne usporiadané a kazdy strom ma ing rdd. Pri spajani vzdy okamzite
,upraceme“ vSetky kolizie — ak sa stretni dva stromy rovnakého radu, zlic¢ime
ich do jedného stromu s vyssim radom.

V lenivej verzii vSak na toto upratovanie nemame ¢as. Pri spdjani jedno-
ducho pripojime zoznam koreiiov druhej haldy k zoznamu prvej a upratova-
nie odlozime na neskdr. Ak haldy reprezentujeme ako spdjané zoznamy bi-
nomidlnych stromov, celé spdjanie sa obmedzi na nastavenie zopar smernikov,
¢o zvladneme v konstantnom case.

Této stratégia mé vsak svoju cenu: V halde sa mozu nachddzat viaceré
stromy rovnakého radu (pozri obr. 5.3). Specidlne ak do haldy vlozime n novych
prvkov, vznikne ndm retaz n korefiov (pozri obr. 5.4). Ak za¢iname z prazdnej
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Obr. 5.4: Lenivé vkladanie prvkov. Ked'ze upratovanie odkladdme na neskor,
vznika neutriedeny spajany zoznam korenov.

haldy, dostaneme velmi degenerovanti verziu ,,binomidlnej haldy “: vietky stromy
maji nulovd hibku, nulovy rad a pocet korenov je linearny. Takéto struktira je
v podstate obycajny spajany zoznam.

,No moment. Ale ako potom efektivne vyberieme minimum?“ modze na-
padntit pozorného &itatela. Dobrd otdzka! Pri odstrdneni minima totiZ musime
néjst novy najmensi prvok, ¢o v pripade spajaného zoznamu korefiov znamend
linedrny prechod. Znamen4 to, Ze sme prisli o logaritmickid zloZitost pre tiito
klti¢ovi operéciu prioritnej fronty?

Odpoved znie: nie tak celkom. Prisli sme sice o logaritmicky ¢as v najhorgom
pripade, no ukdzeme si, ako dosiahnut, 7e operacia extract-min zostane rychla
2 amortizovaného hladiska.

Ked'Ze pri extract-min aj tak musime prejst vSetky korene, aby sme uréili
nové minimum, vyuzijeme tento nevyhnutny linedrny prechod rovno aj na upra-
tovanie. Potas neho postupne pozlu¢ujeme stromy rovnakého radu do vécsich,
¢im obnovime tvar klasickej binomialnej haldy. Vysledkom je, ze po nidrotnom
prvom upratovani je halda opif ,,v poriadku“ a nasledujice operacie extract-min,
spojené s upratovanim a hladanim minima, uz prebiehajii omnoho rychlejsie.

Napriklad ak vlozime n prvkov a ndasledne n-kriat vyberieme minimum,
vSetky vkladania zaberd konStantny ¢as. Prvy vyber spolu s upratanim trva
linedrny éas, no kazdy d’alsi uz len logaritmicky ¢as. Vsimnite si, Ze takyto
pristup je pravdepodobne aj prakticky rychlejsi: namiesto n-krdt [vlozZenie s
upratanim| spravime len [n-krét vlozenie] a jedno velké upratovanie. Pocas
prvych n rychlych operécii si stihneme ,,nasporif“ dostatok kreditov, ktorymi
potom zaplatime jednu drahsiu operdciu. Samozrejme, jeden priklad este nie je
dokaz. V nasledujicej sekcii si ukdzeme poriadny dokaz, ze merge mé amorti-
zovanu zlozitost O(1) a extract-min O(logn), a to pre Tubovolni postupnost
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operacii.

Este predtym nez sa do toho pustime, skiste si rozmysliet, ako toto upra-
tovanie implementovat v ¢ase linedrnom od poctu korefiov. Uvedomte si, ze
viacero koreiov mdze mat rovnaky rad a mozu byt Tubovolne rozhidzané po
celom zozname.

5.6 Amortizovana analyza

Veta 5.1. V lenivej binomidlnej halde maji operdcie nasledujicu amortizovani
2loZitost:

o insert a merge — O(1),
e extract-min — O(logn).

Najskor si ukazeme dokaz pomocou uctovnickej metédy a nasledne ho pre-
rozpravame recou potencidlovej analyzy.

Predstavme si, ze za kazdi vykonant jednotkovd précu platime 1$ (t.j. 1$
pokryje O(1) ¢asu). Za kazdu operdciu dostaneme urcity pocet doldrov a nasou
ilohou bude ukézat, Ze tieto peniaze vidy postadia na zaplatenie vietkej prace
a nikdy sa nedostaneme do minusu. Pripomenme, Ze pri amortizovanej analyze
nemusime minit vsetky peniaze hned’ — ¢ast si moézeme odloZit na neskoér, aby
sme nou pokryli ndklady pomalsich operacii.

B Dokaz #1. Ukéazeme, ze ak za kazdu operdciu dostaneme nasledovné
mnozstvo penazi:

e 7a insert 2%,
e za merge 1§ a
e za extract-min dostaneme 2|lgn| + 1 doldrov,

dokéZeme nimi pokryt vSetku potrebni pracu.
Pri i¢tovani sa budeme opieraf o nasledujici invariant:

Invariant. Kazdy koren m4 vzdy odlozeny 1$ na budice upratovanie.

Operacia merge. Spojenie dvoch zoznamov a vyber nového minima zaberie
len konstantny ¢as. Tiito prdcu zaplatime z prideleného 1$. Invariant ostdva
automaticky zachovany, pretoze kazdy koren mal uz pred operaciou a stdle ma
svoj 1% odlozeny.

Operacia insert. Vytvorenie nového vrcholu a jeho pripojenie ako korena
trvd O(1). Jeden prideleny doldr zaplati za tiito précu, druhy ulozime na ticet
nového koreria, aby sme zachovali invariant.
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upratona Zast edte treba uprataf

Pow\ocné pole

velkest: 1 2 ¢ 8 16 32 64 ..
ranki 0 1 2 3 4 5 6

a)
velkost: 1 2 ¢ 8 16 32 64
ranki 0 1 2 3 4 5 6
b)
velkost: 1 2 4 8 16 32 64 ..
ranki 0 1 2 3 4 5 6
<)

upratana Zast edte treba upro«taﬁ

Obr. 5.5: Upratovanie
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Operacia extract-min. Rozdelime ju na tri fazy:

1. Odstrdnenie minima. Odstrdnime koren s najmensim kli¢om a jeho deti
vlozime medzi ostatné korene. Tento krok zaplati odstraneny koren zo
svojho odlozeného doléra.

2. Prispevok noviym koreriom. Kazdé diefa sa stane novym koreiiom, preto
mu vlozime na tcet 1$. Spolu takto prerozdelime najviac |lgn| dolarov.

3. Upratovanie. Nech t je pocet korenov pred upratovanim. Celé upratovanie
trvé cas O(t), respektive stoji ¢ doldrov.

Ozna¢me ¢ pocet korenov, ktoré sa pripoja pod iné a r je pocet tych, ktoré
ostani korenmi. Zjavne t = £ + r.

Kazdy z tych £ korefiov mé ulozeny 1%, a ked'Ze po upratani uz koreimi
nebudii, tieto peniaze mozeme pouzit na zaplatenie prace. Jednu cast upra-
tovania teda pokryje halda sama zo svojich spor.

Po upratani zostane najviac r < [lgn] < [lgn]| + 1 korenov. To je tak
mélo, Ze tito druhi cast vijdavkov mézeme pohodine uhradit z periazi, ktoré
sme dostali na samotni operdciu.

Prvé faza sa zaplat{ sama, na nové korene prispievame najviac |lg n| dolérov
a samotné upratovanie pokryjeme z odlozenych dolarov odchadzajticich korenov
plus z d'alsich najviac |lgn| + 1 doldrov pridelenych na operaciu. Preto celkovo
postaci 2|1gn| + 1 doldrov vyclenenych pre extract-min.

Tym je dokdzané, Ze pridelené rozpocty (2$ na insert, 1$ na merge a
2|lgn] + 1 na extract-min) postacujd na zaplatenie vSetkej prace a pritom
sa invariant vzdy zachovava. O

Dokaz ti¢tovnickou metédou je velmi ndzorny, pretoze si vieme presne odsle-
dovaf kam sa kazdy doldr uloZ{ a na ¢o sa neskdr pouzije. Pod'me si viak ukdzat
ten isty dokaz v jazyku potencidlovej metédy.

Pripomeiime, Ze amortizovani zlozitost po¢itame ako skutoénti zlozitost plus
rozdiel potencidlov. Potencidl ®(H) si mézeme predstavif ako celkovii sumu
nasetrenych dolarov v danej chvili: ak potencial rastie, Setrime, ak klesd, zna-
mena to, ze pracu platime z uspor. Dolezité je, ze potencidl datovej struktiry
vzdy za¢ina na nule (pri prdzdnej halde) a nikdy nesmie klesnitf pod nulu —
inak by sme minuli viac, nez mame na 1cte.

B Dokaz #2. Zvolme si potencial haldy ®(H) ako pocet binomidlnych stro-
mov, teda pocet korenov.

Operécia merge mé Tyutoeny = O(1) a A® = 0; insert mé Tykutoeny =
O(1) a A® = +1 (pribudne novy koren). Obe tieto opericie teda trvaji O(1)
amortizovane.

Pri extract-min, nech t,..q 0znacuje pocet stromov na zaciatku a t,, pocet
stromov na konci opericie.

Skutocny Cas operécie je

Tskutoény = O(tpred + IOg n),
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min
PEIPDDD .. DD ®
Pl"eo(: .. . D
pripojené deti @@@@@@@ @@
min kore#a, POV D - BDD----- y
Preo( upratanim: :
19 -
PO:
#stromov realna praca vyuctovanie
pred: 20 odstranenie minima 1$ zaplati samotny koren
+ pripojenie deti: 1$ 5$ z penazi na operdciu
vlozime defom na et
po pripojeni deti: —14+5=24 upratovanie 218 zaplatia byvalé korene
+ néjdenie minima: 248 3% zaplatime z penazi na operaciu
po upratani: —-21=3
spolu: 25% 8% z penazi na operaciu

17$ z nasetrenych penazi

Obr. 5.6: Konkrétny priklad opericie extract-min spolu s vyuc¢tovanim. Na
vstupe je halda s 19 stromami rddu 0 a jednym rddu 5 (spolu 19 + 25 = 51 vr-
cholov). Po odstrdnen{ minima a pripojeni jeho 5 det{ (18) bude treba upratat
24 binomidlnych stromov. Redlna praca teda stoji 25%. Na operédciu vsak dosta-
neme pridelenych iba 2|lgn|+1 = 13$. KIticové je, Ze pocet stromov klesne z 20
pred operaciou na iba 3 po nej. Rozdiel 17 stromov predstavuje 17 nasetrenych
dolarov, ktoré vieme pouzit na zaplatenie zvysku.
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pretoze k povodnym ¢preq stromom moze pribudnit najviac log n deti odstrdneného
korefia a vietky tieto stromy je potrebné pocas upratovania spracovat.
Zmena potencialu je
AD = (tpo — tpred)d.

Amortizovany cas je teda
Tamort = Tskutoény + Ad = O[(%—F log 77,) + (tpo — tprea ] = O(IOg ’fl),

za predpokladu, ze 1$ postaéi na zaplatenie O(1) instrukcii. PoCet stromov ¢preq
sa vyrusi a zdroven plati ¢, < logn. O

Zhrnutie

V ¢asti o lenivej binomidlnej halde sme videli, Ze klasicki §truktiru mozno d'alej
zefektivnit. Kym pri beznej binomidlnej halde trva spijanie O(logn) (Eo je uz
samo o sebe pokrok oproti bindrnej halde), stdle to nie je idedlne. Myslienka
lenivého pristupu je jednoduchd: spdjanie spravime okamzite v ¢ase O(1), ale
supratovanie® (zlicenie stromov rovnakého rddu) odlozime na neskor.

Takto sice ziskame O(1) ¢as pre operdcie merge aj insert, no v halde sa
hromad{ neporiadok (viaceré stromy rovnakého radu). To znamend, Ze neskorsie
upratovanie moéze stat az linedrny ¢as. Z amortizovaného hladiska sa vSak ukdze,
7e cena je iba logaritmickd: pred kazdou drahou operaciou predchidzalo vela
lacnych, takze si dokdZzeme potrebné zdroje postupne ,,nasetrit “.

Leniv4 binomislna halda je pekny priklad toho, Ze ak si dovolime odloZit ¢ast
prace na neskor a pozrieme sa na zlozitost z pohladu amortizovanej analyzy,
mozeme ziskat podstatne rychlejsie priemerné éasy operacii, ako keby sme sa
snazili §truktiru neustédle udrziavat iplne upratant.

A to nie je vetko. V nasledujicej kapitole sa pozrieme na to, ako zlepsit
operaciu decrease-key.

Operacia  Binomialna halda Leniva binomialna halda

insert O(logn) o(1)

merge O(logni + logns) 0(1)

get-min 0(1) 0(1)
extract-min O(logn) O(logn) amort.

decrease-key O(logn) O(logn)
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Kapitola 6

Fibonacciho halda

V predchédzajicej kapitole sme videli, Ze binomidlna halda a jej leniva verzia
umoziuji velmi efektivne operacie spajania a vkladania. Otdzka teda znie: D4
sa to lepsie? Vieme aj decrease-key urychlit na konstantny ¢as?

Na prvy pohlad to vyzers beznddejne: stromy moézu mat logaritmicki hibku,
takze ak chceme zniZeny klié¢ ,,prebublat “ az do koreiia, bude to trvat pomerne
dlho. Napriek tomu odpoved znie: 4no, d4 sa to.

Mohli by sme si hned ukézat findlne rieSenie, no bolo by to trochu neus-
pokojivé. Preco prave takto? Preco tak komplikovane? Ako na to vobec niekto
prisiel? Aby sme pochopili motivaciu, ukdzeme si najskor jeden netspesny po-
kus. Je pou¢ny a zdroveii nAm pomoze pochopit, aké prekdzky treba pri operdcii
decrease-key prekonat.

6.1 Takto to nejde

Prvy napad, ako sa vyhnit pomalému bublaniu, je naplno prijat lenivy pristup
a odkladanie prace na neskor. Ak v nejakom vrchole x zniZime kIi¢ a ten sa
stane mensim nez klGé jeho rodi¢a, porusi sa haldovité usporiadanie. S vrcholom
z teda musfme nie¢o urobif. Co keby sme ho jednoducho odstrihli aj s celym
jeho podstromom a presunuli ho medzi korene? Pri najblizSom upratovani sa
stromy s rovnakym radom opét pospajui do vicsich a Struktira sa obnovi.

Jednoduché. Za tiito operdciu si vytuctujeme 23$. Jeden doldr pokryje samotnu
pracu (odrezanie vrcholu a jeho pripojenie medzi korene) a druhy doldr ulozime
novému korenu na tcet, aby sme zachovali invariant. Zvysok dokazu pre operaciu
extract-min bude prebiehat tiplne rovnako ako v predchddzajticej kapitole (vid
amortizovand analyza lenivej binomidlnej haldy).

Je tento dokaz spravny? Ak nie, kde presne sa to pokazi? A ak tato struktira
nedosahuje Zelany vykon, aké je skutoéna zloZitost extract-min? Skiste sa nad
tym na chvilu zamysliet, nez si pozriete riesenie.

V prvom rade si v§imnime, Ze po odrezani nejakého podstromu uz zvysSok
povodného stromu nespfﬁa definiciu binomialneho stromu. Predstavme si extrémny
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- 22 4

Obr. 6.1: Prvy ndpad: Pri decrease-key vrchol jednoducho odstrihneme a
pridame medzi korene. Na obrazku je priklad decrease-key na dva oznacené
vrcholy.

Sk Tk
_ )
——
k detf
So Sh So Sk—1

(b) Strom z T}, rddu k sa skladd z korena
a jeho deti sd So,Si,...,Sk—1. Tento

(a) Strom Sk definujeme ako koren a pod
strom mé radovo ©(k?) vrcholov.

nim k vrcholov.

priklad: za¢neme s binomidlnym stromom radu k a korenu postupne (pomocou
operécie decrease-key) odstrihneme vsetkych vnukov. Vysledkom je strom Sy,
(pozri obr. 6.2a).

Zatial éo v binomiélnej halde mal strom radu k vysku k a obsahoval 2F
vrcholov, strom S ma vysku 1 a obsahuje len k + 1 vrcholov. Tento problém
pretrva aj po upratani. V binomialnej halde spijame stromy rovnakého radu
a vysledkom je strom dvojndsobnej velkosti. Po rezoch vsak velkost stromov
uz nezodpovedd ich rddu a zlu¢ovanie preto nezaruéuje zdvojnasobenie velkosti.
Désledky st zésadné: nedokdzeme garantovat, ze maximdlny rad bude logarit-
micky, ze kazdy strom ma len logaritmicky pocet deti, alebo ze Struktira sa
sklada len z logaritmického poc¢tu stromov.

»A ned4 sa ten dokaz nejako zachranit?“ povie si optimista. Mozno keby sme
upravili invarianty, Setrili inak alebo tplne zmenili analyzu, dalo by sa nejakym
sposobom dokézat, Ze zlozitost extract-min je logaritmicka. Odpoved je vSak
opat nie.

Tu je konkrétny protipriklad (pozri obr. 6.3): Nech T} je strom, ktory sa
skladé z korefia a jeho detmi si stromy Sy, St, - . ., Sk_1 (pozri obr. 6.2b). Takyto
strom Ty méd ©O(k?) vrcholov a vieme ho zostrojif pomocou O(k3) operici.
Vsimnime si, ze ak pripojime Sy pod koren T}, dostaneme strom T} s rddom
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Obr. 6.3: Protipriklad, ktory ukazuje, ze pri naivnom odstrihdvani vrcholov trva
operécia extract-min aspon Q(y/n), a to aj v amortizovanom zmysle.

0 jeden vySsim.

UvaZzujme teraz nasledujticu postupnost operdcii: Zaéneme so stromom 7T},
kde korefi mé hodnotu 0 a vSetky ostatné vrcholy maji klice vicsie nez, pove-
dzme, milién. Do haldy vlozime novy kIi¢, ktory je len o e viési nez hodnota v
koreni, ale zaroven mensi nez hodnoty vsetkych jeho synov. Vysledkom je halda
zlozend zo stromu T}, a jedného nového vrcholu, teda Tp.

Ak teraz zavolame extract-min, najmensim prvkom je koren 7). Ten od-
stranime a jeho synov Sy, S1,...,Sk—1 vlozime medzi korene. Pri naslednom
upratovani sa postupne pospéjaji vietky tieto stromy s Tp. KIi¢ sme zvolili tak,
aby Ty vyhral pri kazdom porovnani, takze stromy Sy, ..., Sk_1 sa jeden po dru-
hom pripoja pod neho. Vysledkom je séria spojeni: Ty +So — 11, T1 + 51 — 13,
a tak dalej, az kym opit nedostaneme strom 7} s rovnakym tvarom, len s
koreniom o trochu vA¢Sim.

Dostali sme sa spiat do povodného stavu, ale algoritmus pritom vykonal
O(k) = ©(y/n) opericii, ¢o je privela. Tito dvojicu operacii moézeme opako-
vat lubovolne dlho, a preto je amortizovana zloZitost insert + extract-min
aspont (y/n). Ak by sme chceli dokdzat, Ze je to menej, museli by sme zvysni
précu do y/n zakazdym doplécat z nasetrenych doldrov. To sa vak nedd robit
donekonec¢na — skor ¢i neskor by sme zbankrotovali.

Mimochodom, d4 sa pomerne jednoducho ukézaf, Ze y/n je nielen dolny, ale
aj horny odhad pre zloZitost operécie extract-min. Dostdvame tak haldu, ktord
podporuje vietky operécie v ¢ase O(1), aZ na extract-min, ktord m4 zlozitost
O(vn).

Poucenie, ktoré si z tohto netspesného pokuku odnasame, je jasné: nech-
ceme mat stromy s vysokym rddom, ktoré pritom obsahuji len méalo vrcholov.
Ak mé byt struktira rychla, musime zabezpeéit, aby kazdy strom obsahoval
exponencidlne vela vrcholov vzhladom na svoj rdd. Inak povedané: pre strom
radu k potrebujeme, aby mal asponn ¢® vrcholov pre nejaki konstantu ¢ > 1.
Z toho priamo plynie, ze maximalny rdd stromu v halde s n prvkami je na-
najvys log, n a po upratani sa celd halda sklada z najviac log, n stromov. Prave
tieto vlastnosti st klticové v dokaze, 7e operdcia extract-min m4 v lenivej bi-
nomislnej halde logaritmickt amortizovand zloZitost.
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Sktsme to teda z opa¢nej strany: ku kazdému vrcholu si budeme pamétat
velkost jeho podstromu a rdd zadefinujeme ako logaritmus tejto velkosti (za-
okrithleny nadol). Tymto zaruéime, Ze velkost podstromu rastie exponencidlne
s radom jeho korena.

M3 to vSak hacik: pri kazdom decrease-key, ked nejaky vrchol odstrihneme,
by sme museli aktualizovat velkosti vsetkych predkov na ceste ku koreitu. To je
znova, logaritmicky vela prdce — presne tolko, ako keby sme vrchol prebubldvali
nahor.

6.2 Riesenie: Kaskadové rezy

Prvy znamy sposob, ako zvladnut operdciu decrease-key v konstantnom a
zaroven extract-min v logaritmickom c¢ase, navrhli Michael L. Fredman a Ro-
bert E. Tarjan v roku 1984. Ich technika dostala ndzov kaskddové rezy (cascading
cuts).

Odvtedy vzniklo viacero dalsich pristupov, ktoré dosahuji rovnaky ciel
(Driscoll et al. 1988; Kaplan a Robert Endre Tarjan 2008; Elmasry 2010; Hae-
upler, Sen a Robert Endrendre Tarjan 2011; Chan 2013; Kaplan, Robert Endre
Tarjan a Zwick 2014; Hansen et al. 2017; Elmasry, Jensen a Katajainen 2008;
Brodal 1996; Brodal a Okasaki 1996; Brodal, Lagogiannis a Robert Endre Tarjan
2012). My si vSak ukdzeme prave pévodny ndpad Fredmana a Tarjana.

Definujeme rdd vrcholu ako pocet jeho deti. Myslienka je nasledovnda: Pri
decrease-key vrchol odstrihneme a pripojime do zoznamu koreniov. Zaroven
si v8ak pre jeho otca poznaéime, Ze sme mu odrezali syna. Budeme dodrziavat
invariant, ze kazdy vrchol okrem korenov mé najviac jedného odrezaného syna.
Kazdy vrchol (okrem korenia), ktorému odrezeme dvoch synov, odrezeme tiez a
pripojime ho ku korenom.

Jedna operécia decrease-key teda moze spustif celi kaskddu rezov (po-
zri obr. 6.4). V najhorSom pripade moze takato kaskdda trvat aZ logaritmicky
¢as (Gmerny hibke vrcholu). Ukdzeme si vSak, ze amortizovand zlozitost ostéva
konstantna.

Nésledne si ukdzeme, ze vdaka invariantu, ze kazdy vrchol prisiel najviac
o jedného syna, zostavaji stromy dostatoéne ,.husté“ a ich velkost bude expo-
nencialna vzhladom na poéet deti koreiia.

Na prvy pohlad to méze posobif paradoxne: pri operdciach decrease-key
odrezévame podstromy, pritom sa chceme vyhnif stromom s velkym rddom a
malym po¢tom vrcholov. Riesenfm m4 byt odrezat este viac podstromov?

Ked odrezeme vela podstromov, strom sa prirodzene zmensi, a preto by
mal maf aj mensi rdd. Potrebujeme teda, aby sa tento ,signal“ — informdcia
o odstrdnenych vrcholoch — prenédSal smerom nahor, ku korefiu. A préve na
to slizia kaskidové rezy: ak odstrdnime prilis vela vrcholov, budeme ntteni
postupne odstrénit aj syna samotného korena. Ked'ze rdd vrcholu definujeme
ako pocet jeho deti, rad korena (a teda aj celého stromu) sa primerane znizi.

To je aspon intuicia, ktora stoji za kaskddovymi rezmi. Teraz sa uz mozeme
pozriet na formdlne dokazy, ktoré ukazu, Ze operdcia decrease-key je skutoéne
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T

decrease-key(x, 8)

x7
ozZznacime VY'CL\O' < >

ktorg priiiel © syna

/
/ odreZeme x
7~ a nasledne poodrezavame

/ aj oznadenych predkov o, b

.

A4

celé poo(strow/ x, o b
(orio(éme medzi korene

Obr. 6.4: Priklad operécie decrease-key(z,d). Cierne vrcholy a a b maji po-
znacené, ze uz prisli o jedného syna, biele vrcholy maji vsetkych synov a v
pripade Sedych vrcholov na obrazku je to nepodstatné pre tito operaciu. Od-
strihnutie x sposobi kaskddu: a strati druhého syna, takze ho odrezeme a tym
padom aj b strati druhého syna a aj tento podstrom odrezeme. Zastavime sa az
na prvom bielom vrchole ¢, ktory, ked'ze priiel o syna, ofarbime na &ierno.

konstantné z amortizovaného hladiska a Ze extract-min si zachovéva logarit-
micki zlozitost.

Veta 6.1. Operdcia decrease-key s kaskddovymi rezmi trvd O(1) amortizo-
vane.

B Dokaz #1. Pouzijeme uctovnicku metédu. Za kazdu operéaciu si vypytame
48.

Invariant. Kazdy oznaceny vrchol (teda taky, ktorému uz bol odstrihnuty
jeden syn) ma nasporené 2$ na zaplatenie pripadného budiceho kaskddového
rezu. Navyse tak ako v predoslej kapitole, kazdy koreni mé odloZeny 1%, ktorym
prispieva na upratovanie.

Vyuétovanie. Pri jednej operacii decrease-key:

e 1$ pouzijeme na samotni pracu (O(1) tkonov: odstrihnutie, pripojenie
medzi korene, oznacenie otca),

e 1% odlozime na ticet tohto nového korena,

e 2% posleme jeho otcovi.
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Ak mal otec doteraz vietkych synov, teraz m4d na ucte 2%, invariant zostdva
zachovany a operacia konéi.

Ak mu uZ jeden syn chybal, mal uloZené 2$ a prave dostal d'alsie 2% — spolu
4$. Tie mu postacia na zaplatenie vlastného rezu:

e 1$ pouzije na samotnu précu,
e 1% si necha ako novy koren,

e a zvy$né 2$ posunie svojmu otcovi.

Takto pokracuje celd kaskada: Kazdy oznaceny vrchol si odrezanie pokryje z
vlastnych nasporenych penazi a zaroven posle 2$ vyssie. Proces pokracuje, az
kym nenarazime na koren, alebo na neoznaceny vrchol, ktory iba oznac¢ime a
prispejeme mu 2$. V oboch pripadoch sa operdcia konéi a invarianty ostant
zachované. O

Ten isty dokaz pomocou potencidlovej metddy:
B Dokaz #2. Zvolme si potencidl haldy ako

®(H) = pocet koreriov + 2 x pocet oznacenych vrcholov.

Ak pocas jednej operacie odrezeme k vrcholov, redlna prica zaberie O(k) ¢asu.
Pozrime sa, ako sa zmeni potencial:

+ k  pretoze pribudne k novych korenov,
—2x (k—1) pretoze okrem prvého vrcholu boli vietky ostatné oznacené
a po odrezani uz nie su,
4+ 2 pretoze na konci kaskady jeden oznaceny vrchol pribudol.

Celkovo potencidl klesne o k — 4, takze
Tamort = Tskuto(:ny + AP = O(%) - (% - 4)$ = 0(1) O

Z hladiska amortizovanej analyzy si teda kasakddové rezy ,zadarmo“ — vr-
choly dokazu zaplatit samy za seba.

6.3 Velkost stromov

Ostéva nam este ukizat, ze pri takomto urezédvani bude mat koreii radu k stale
exponencialne vela vrcholov v zévislosti od k.

Lema 6.1. Nech vrchol x ma synov yi,...,Ym, pricom ich oznacime v poradi,
v akom sa pripojili ku x. Potom plati rdd(y;) > i — 2, teda tretd syn md aspon
jedného syna, sturty syn aspori dvoch, a tak d'alej.

ranks: >0 >0 >1 >2 >i1—2 >k—2
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B Dokaz. Vrifme sa naspit do momentu, ked sme pripéjali y; pod z. V tom
¢ase mal vrchol z uz aspoii i — 1 deti (konkrétne y1, ..., y;_1; pripadne aj d'alsie,
ktoré sa neskor odrezali, ale minimdlne tieto zostali zachované).

Pri spajani vsak vzdy spajame iba stromy s rovnakym radom, a teda y; v tom
dase muselo mat tieZ aspon i — 1 deti. Odvtedy mu mohol ubudnit nanajvys
jeden syn (v opa¢nom pripade by sme ho takisto odrezali) a preto v sticasnosti
plati rad(y;) > i — 2. O

Tito lemu moézeme aplikovat rekurzivne na véetky vrcholy stromu. Zamys-
lime sa, aka je najmensia moznd velkost stromu, ktorého koreit ma rad n (t. j.
mé n det{). Takyto minimdlny strom ozna¢me F,,.

Pre n = 0,1,2 je F, len koren a jeho n synov. A ¢o F3? Podla lemy musi
maf treti syn rdd aspon 1, teda mé aspon jedného syna.

A A Ao,

V strome Fy ma koren Styroch synov; treti ma rad aspon 1 a stvrty aspon 2.
V strome Fj pribudne piaty syn s rddom aspon 3.
Nastastie, najmensie stromy rddov 1, 2 a 3 sme uZ identifikovali.

Spocitajme pocet vrcholov:

strom FQ Fl F2 F3 F4 F5
#vrcholov 1 2 3 ) 8§ 13

Hmmmm. .. Nahoda? Nemyslim si.

Velkost stromu F, je (n + 1)-vé Fibonacciho &fslo (odtial pochddza ndzov
Fibonacciho halda). Dovod je jedoduchy: Najmensi strom radu n sa skladd z
korenia a jeho n deti. Prvych n — 1 synov vyzerd rovnako ako v strome F,,_;.
Posledny, n-ty syn, mé podla lemy rad aspoii n — 2, a teda najmensi taky strom
je prave F,,_s. Z toho vyplyva, ze strom F;, vznikne pripojenim F,,_5 ku F,_1,
¢o je rovnaka rekurencia, aki sp[ﬁajﬁ Fibonacciho cisla.
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Fibonacciho ¢isla rasti exponencidlne rychlo. Asi najjednoduchsie to vidno
z rekurencie
Fo=F, 1+ F, 22>22xF,

¢o znamend, ze F,, > 2"/? = (1/2)". Presny odhad je F,, = ©(¢"), kde ¢ =
(1++/5)/2 ~ 1.618 je hodnota zlatého rezu.
Odtial vyplyvaji nasledovné tvrdenia:

Veta 6.2. KaZdy vrchol rddu k md pod sebou exponencidlne vela wvrcholov v
zdvislosti od k; presnejsie, aspori Q(¢*) wvrcholov. (Rdd vrcholu je definovany
ako pocet jeho deti.)

Veta 6.3. Vo Fibonacciho halde maji operdcie nasledujiicu amortizovani zloZitost:
e insert, merge a decrease-key — O(1),

e extract-min — O(logn).

B Do6kaz. Velkost stromu radu k je aspon ¢, takze maximélny mozny rad je
logaritmicky (pri zéklade ¢ namiesto 2):

loggyn <lgn/lg¢ < 1.451gn.

Kazdy koren mé teda najviac O(log n) deti a po upratani ostane najviac O(logn)
stromov. ZvySok argumentu je rovnaky ako pri lenivej binomidlnej halde (lisia
sa len konstanty). O
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Kapitola 7

@~ O

NajlacnejsSia kostra

ukazeme si aplikaciu Fibonacciho haldy, ukdzeme si rychlejsi algoritmus ako tie,
¢o poznate. napinavy pribeh, ktorého rozuzlenie stile nepozname. fascinujuci
pribeh, ktory zac¢ina na tzemi a v obdobi Prvej ¢esko-slovenskej republiky

Problém najlacnejsej kostry (Minimum Spanning Tree, MST) patr{ k najzdkladnejsim
tiloham v teérii grafov. Dostaneme neorientovany ohodnoteny graf a naSou
tilohou je néjst podgraf, ktory spdja vsetky vrcholy, je stromom (t. j. neob-
sahuje cyklus) a md minimdlny mozny stiet hran.

Predpokladam, ze poznate Kruskalov alebo Primov algoritmus, takze mozno
mate pocit, ze tato tiloha je prakticky vyrieSend, takze v tejto kapitole vas vyve-
diem z omylu. Vyskumnici postupne objavili rychlejsie a rychlejsie algoritmy?,
ktoré najlacnejsiu kostru ndjdu v takmer-linedrnom case. Jeden taky algoritmus
si tu ukdZzeme. Dodnes vSak nevieme, ak4 je zloZitost tohto problému. Nevieme,
¢i existuje linedrny algoritmus V skutocnosti

7.1 Mala historicka vsuvka

Z teoretického hladiska vsak

Hladanie minimélnej kostry je fascinujici pribeh, ktory zaéina v obdobi Prvej
cesko-slovenskej republiky.

Bortivkov popis je velmi technicky a fazkopadny — neexistovali totiz este
pojmy ako graf, cesta, strom, komponent. . . Treba si uvedomit, Ze v tej dobe este
neexistovala tedria grafov ako samostatné odvetvie matematiky. Prvi ucebnicu
teodrie grafov napisal Dénes Konig az o 10 rokov neskor. Takisto eSte neexistovala
vedn4 disciplina menom informatika. Bolo to 10 rokov predtym ako Alan Turing
definuje Turingove stroje, a ddvno predtym ako Hartmanis a Stearns zavedu
vypoétovii zloZitost v 1965 a Donald Knuth spopularizuje analyzu algoritmov v
1969.

tu méme na mysli teoretické riesenia s lepSou asymptotickou zlozitostou, nie imple-
mentacie, ktoré si rychle v praxi

99
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MST algoritmus Casova zlozitost
Bortvka 1926 O(mlogn)
Jarnik 1930; Prim 1957; Dijkstra 1959 O(n?)
. s bindrnou haldou O(mlogn)
. 8 d-drnou haldou O(m10g,,ax(2,m/n) )
. s Fibonacciho haldou O(m +nlogn)
Kruskal 1956 O(mlogn)
..s Union-Find Robert Endre Tarjan 1979 O(ma(m,n)), ak st hrany utriedené
Yao 1975 O(mloglogn)
Cheriton a Robert Endre Tarjan 1976 O(mloglogn);
viacero §pecidlnych pripadov v O(m)
Fredman a Robert Endre Tarjan 1987 O(mlog” n)
Gabow et al. 1986 O(mlog(log™ n))
Dixon, Rauch a Robert E Tarjan 1992; King 1995 verifikdcia v O(m)
Karger, Klein a Robert Endre Tarjan 1995 O(m), ale randomizovane
Chazelle 2000; Pettie 1999 O(ma(m,n))
Pettie a Ramachandran 2002 optiméalna v porovnavacom modeli

Tabulka 7.1: Kratka histéria vyvoja €oraz rychlejsich algoritmov pre hladanie
najlacnejsej kostry.

V zime 1925/26 sa Boruvka stretol s Jindfichom Saxelom Zipadomorovské
elektrarny. Elekrifikacia juznej Moravy.

7.2 Klasické rieSenia

Modro-¢erveny meta-algoritmus

Pravidlo rezu: Vyberieme rez C, ktorého najlacnejsia hrana nie je modra a
zafarbime ju namodro. Pravidlo cyklu: Vyberieme cyklus C', ktorého najdrahsia
hrana nie je ervend a zafarbime ju nacerveno.

7.3 Fredmanov-Tarjanov algoritmus

V tejto sekcii si ukdzeme len o chlp horsi ako linedrny algoritmus beziaci v ¢ase
O(mlog* n). Algoritmus strieda ,, Jarnikove“ kroky, kde za¢iname z réznych vr-
cholov a zarodky minimalnej kostry rozrastame pripajanim najlacnejsich suse-
dov, a ,Boruvkove“ kroky, kde tieto stromy skontrahujeme do vrcholov.

Pomalé ¢ast pri Jarnfkovom algoritme aj s Fibonacciho haldou je vyber
minima. Problémom je velkost haldy: ak do nej nasikame (n) prvkov, vyber
minima trvd O(logn) a tito zlozitost uz velmi zlepsit nevieme (pretoze inak by
sme vedeli triedit lepsie ako v O(nlogn)).

Fredman a Tarjan prisli s myslienkou, ako sa tomuto problému vyhnut:
obmedzime velkost haldy na maximdlne k prvkov. Zacéneme budovat kostru
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PRACE
MORAVSKE PRIRODOVEDECKE SPOLECNOSTI
SVAZEK IIl., SPIS 3. 1926 SIGNATURA: F 23

BRNO, CESKOSLOVENSKO.

ACTA SOCIETATIS SCIENTIARUM NATURALIUM MORAVICAE.
TOMUS [Il.. FASCICULUS 3.; SIGNATURA: F 23: BRNO» CECHOSLOVAKIA ; 1926.

Dr. OTAKAR BORUVKA:

O jisttm problému minimalnim.

V tomto &ldnku poddvdm FeSenl ndsledujiciho problému:

BudiZ ddna matice M ¢&isel Tup (e, 8 =1,2,...n; n=2),aZ
na podminku ry, =0, fop="1py, kladnychavzajemné& rizngch.

Jest vybrati z ni skupinu &isel vzdjemné& a od nuly
riznych takovou, aby

1° bylo moZno, jsou-li p,, p, libovoln4d od sebe riizni
pfirozend4 &isla =n, vybrati z ni skupinu ¢4steénou tvaru

Ip,cy feyCy TeCaCy, - o -« TCq-2Cq-1, TCq1P2

2° sou&et jejich Elend byl men3i neZ soufet &lenit které-

koliv jiné skupiny &isel vzdjemné& a od nuly riiznych, ho-
vici podmince 1°%)

Obr. 7.1: Uplne prvy élanok, ktory formuloval problém hladania miniméilnej
kostry a navrhol prvé rieSenie, je od Otakara Boruvku z roku 1926.
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Prispévek k feSeni ofdzky ekonomické stavby elekfrovodnych sifi

Dr. Ofakar Boruvka

Ve své praci ,,0 jistém problému mini-
malnim"“*) odvodil jsem obecnou vétu, jiZz jest ve
zvladtnim pripadé FeSena tato tuloha:

Vroviné (v prostoru) jest ddanon bod1,
chZz vzajemné vzdalenosti jsou ve-
srizné Jest je spojiti siti tak, aby
1. ka?dé dva body byly spojeny bud
pitimo anebo prostfednictvim jinych,

jeji
smé

*) Vyjde v nejbliz8i dobé v Pracich Moravské pii-

rodovédecké spole&nosti.

154 ELEKTROTECH

Reseni ulohy provedu v pFipadé 40 bodu danych
v obr. 1

= 9 o
o
v o © cg (=] =
o O
o o’ & = %
| ot
o +3,
Yo % o
2 6 ©
° 5% © o
10
i o ey °
° °
o o
° o o
Opr, 1.

Kazdy z danych bodi spojim s bodem nejbliZz&im.
Tedy na pi. bod 1 s bodem 2, bod 2 s bodem 3, bod 3
s bodem 4 (bod 4 s bodem 3), bod 5 s bodem 2, bod 6
8 hodem 5, hod 7 s bodem 6, bod & s bodem 9, (bod 9
s bodem 8) atd. ObdrZim Fadu polygonalnich taht 1,
b irEeg 13 (ohr. ).

o
g 5
i o o, W c\;l;?
Obr. 2

2.
men §i.

celkova délka sité byla co mej-

Jest ziejmé, Ze Ffeseni této dlohy mizZe miti v elek-
trotechnické praksi pii navrzich plana elektrovodnych
siti jistou duleZitost; z toho duvodu je zde struéné na
piikladé vylozim. Ctendie, jenz by se o véc bliZe za-
jimal, odkazuji na citované pojednani.

*) Kesl: Theorie a prakse oteplovani a pfechodo-
vého odporu dotykd vypinale (&fs. 45).

NICKY OBZOR Rot. 15. &fs. 10

KaZdy z nich spojim nejkrat$im zpisobem s ta-
hem nejbliz§im. Tedy na pf. 1 s tahem 2, (tah 2 s ta-

Obr. 3.

hem 1), tah 3 s tahem 4, (tah 4 s tahem 3) atd. ObdrZim
4 (obr. 3).

KaZdy z nich spojim nejkrat$im zptisobem s ta-
hem nejbliz&im. Tedy tah 1 s tahem 3, tah 2 s tahem
3 (tah 3-s tahem 1), tah 4 s tahem 1. ObdrZim kone&né
jediny polygonalni tah (obr. &), jenZ fedi danou ulohu.

Matematicky ustav Masarykovy university v Brné,
v lednu 1926,

Obr, 4,

Obr. 7.2: Sprievodny ¢lanok v casopise FElektrotechnicky obzor. V skratke, pise
sa v lom zhruba toto: ,,Pocujte, keby ste chceli budovat nejaké siete — elektrické
alebo vodovodné, to je jedno — a potrebujete prepojit vietky mestd, tak ja som
uz vyriesil, Ze ako to spravit za o najmensiu cenu. Mrknite na tento maticky
¢ldnok [link na O jistém probému minimdlnim].“ Mimochodom, pri publikdcii
sa stala tlacova chyba a obrazok 4 je obréateny.
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z jedného vrcholu Jarnikovym algoritmom. Akondhle sa halda ,preplni“, za-
stavime a spustime Jarnikov algoritmus z iného vrcholu — zatneme odznovu s
prazdnou haldou. Takto pokracujeme, az kym nie je kazdy vrchol zaradeny do
niektorého stromu. Celkovy ¢as tohto kroku je O(m+mnlog k), pretoze halda mé
maximalnu velkost k.

Nésledne prejdeme cely graf a kazdy z vytvorenych stromov (Eiastoénych
kostier) kontrahujeme do jedného vrcholu. Ak medzi dvoma stromami vedie
viacero hran, ponechdme len ti najlacnejsiu. Této kontrakcia sa d4 urobit v
linedrnom case O(m).

Tieto dva kroky: vytvorenie casti kostry Jarnikovym algoritmom a nasledné
kontrakeia tvoria jednu fazu algoritmu (pozri obrdzok 7.3). Vysledkom je mensi
graf, na ktorom proces opakujeme, az kym neprepojime vsetky vrcholy.

Otézka teraz znie, aké k by sme mali zvolif. Chceme také ,akurat® — ani
prilis malé, ani prilis velké. Na jednej strane, ¢im je k menSie, tym je menSie
nlogk, ¢ize jedna faza je rychlejsia. Naopak, ¢im je k vicsie, tym sa stromy v
jednej faze viac rozrasti, takze ich bude menej. Tym padom v nasledujticej faze
bude menej vrcholov a celkovo budeme mat menej faz.

Vhodny kompromis je volba je k = 22™/™ pretoze vtedy je nlogk = n log(22m/") =
n X (2m/n) = ©(m). To znamend, pri tejto volbe bude jedna faza trvat linedrny
cas.

Kolko faz bude treba?

Ozna¢me n, m pocet vrcholov a hrédn v stucasnej a n’ a m’ pocet vrcholov
a hran v nasledujicej faze. Pocet vrcholov n’ je rovny poctu stromov, ktoré
v jednej faze vytvorime. A aky bude pocet hrdn m’? Na konci fizy mé kazdy
strom T aspoil k hrén zacinajucich v T' (pricom kazdd hrana mé dva konce).
To znamend, ze v nasledujiicej fdze bude pocet hran aspon m’ > k x n//2. Ak
nerovnost preusporiadame, dostaneme 2m’/n’ > k. Z toho ale vyplyva, 7e v
nasledujticej faze si zvolime k' = 22m’/n’ > 2k t.j. exponencialne vicsie!

Nech k; je hodnota k v i-tej faze. Potom kg = 22"/ = 1), k> 2ko.
ey > 22 k3 > 222%, atd. V momente, ked hodnota k; presiahne aktudlny
pocet hran, znamend to, ze véetky hrany sa uz zmestia do haldy a tym padom
v Jarnikovom kroku pospajame vSetky vrcholy a algoritmus konéi.

Celkovo teda bude najviac log* m = log™ n faz a celkovy ¢as je O(mlog™ n).
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Obr. 7.3: Jedna fiza Fredmanovho-Tarjanovho algoritmu: Jarnikovym algorit-
mom spusfanym z roznych vrcholov (vlavo) az kym sa halda nepreplni vy-
tvorime ¢asti minimdlnej kostry (tuéné hrany). Nasleduje Bortuvkov krok: Kazdy
komponent skontrahujeme do jedného vrcholu (vpravo); ak boli ¢asti kostry v
povodnom grafe spojené viacerymi, hranami, v novom grafe budi ponechame
len td najlacnejsiu. Vysledkom je mensi graf,
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Kapitola 8

Radixova halda

Zlozitost Dijkstrovho algoritmu mézeme zapisat ako
O(’I’L X (Tinsert + Textractfmin) + m X Tdecreasefkey)-

V predchédzajicich kapitoldch sme videli, ze vhodna datova struktira vie tento
¢as vyrazne ovplyvnit:

e jednoduché pole: O(n x (1 +n)+m x 1) = O(n? +m) = O(n?),
e bindrna halda: O(n x (logn + logn) +m x logn) = O(mlogn),
e d-drna halda: O(n x (loggn + dlogyn) +m x loggn) = O(mlog,, , n),

e Fibonacciho halda: O(n x (1 +logn) + m x 1) = O(m + nlogn) (teore-
ticky vyborné, v praxi ¢asto pomalé kvoli vysokym konStantam, ktoré sa
schovavaji v O).

Predpokladajme teraz, ze vsetky dfzky hrén s celoéiselné z rozsahu [0,1, ..., C].
Dokézeme vyuzit ttto informdciu a implementovat Dijkstru este rychlejsie?

Extrémny pripad: ak majid vietky hrany dizku 1, mozeme pouzit prehladdvanie
do sirky (BFS), ktoré najde najkratsiu cestu v linedrnom case.

Ak si dizky len malé celé ¢isla, mozeme hranu dfzky ¢ nahradif cestou
diZky ¢ (t.j. ¢ jednotkovymi hranami) a nasledne opéf pouzit BFS. Graf sa
tym ,nafikne* priblizne C-nésobne a vyslednd zlozZitost bude O(C x m).

Iny ndpad: vsetky docasné vzdialenosti lezia v intervale [0,1,...,n x C],
takZe si mozeme udrziavat jednoduché pole , chlievikov“, kde na pozicii d drzime
vietky vrcholy s aktudlnou vzdialenostou d. Pole prechddzame zlava doprava:
prazdne policka preskakujeme, a ked narazime na neprizdne, vrcholy v fiom
majui (spomedzi nespracovanych) minimdlnu vzdialenost. Relaxécie len prestivaji
vrchol medzi chlievikmi v konstantnom ¢ase. Okrem linedrneho prechodu po poli
st vietky tkony konstantné, takze celkovd zlozitost je O(m +n x C).

D4 sa to lepsie? (Linedrna zavislost od C ¢inf algoritmus neprakicky
pre vicsie C.)

67
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Vsimnime si dve klti€ové vlastnosti, ktoré stivisia s tym, ako Dijkstrov algo-
ritmus vyuziva svoju haldu:

1. Neklesajtice vzdialenosti pri extract-min: Dijkstrov algoritmus vzdy
spracuva vrcholy v poradi rasticich vzdialenosti. Akondhle spracujeme vr-
chol s vzdialenostou d(z), Ziaden neskors{ spracovdvany vrchol uz nebude
mat mensiu vzdialenost.

2. Obmedzeny rozsah vzdialenosti nespracovanych vrcholov: Nech
z je naposledy spracovany vrchol. Kazdy vrchol, ktory este nebol spraco-
vany, m4 aktudlnu vzdialenost v rozsahu

[d(z),d(z) +1,...,d(z) + C|

alebo je zatial nedosiahnutelny (vzdialenost oo).

Preco to plati? V momente, ked’ sme sa do vrcholu z dostali, existovala
cesta s dizkou najviac d(x). Kazdd hrana mé dizku najviac C, takze suse-
dia tohto vrcholu mézu mat vzdialenost najviac d(z) + C. Pocas dalsich
iteracii sa tieto vzdialenosti moézu len zmensovat (ked ndjdeme kratsiu
cestu), zatial ¢o hodnota d(x) pre posledny spracovany vrchol uz iba ras-
tie.

Z tychto pozorovani vyplyvaji dve kliéové dosledky:

1. Monoténna halda: Sta¢i ndm datova Struktira, ktord predpoklada, ze
do haldy nikdy nepridédme vrchol s mensim kli¢om, nez je aktuilne mini-
mum. Tento typ haldy nazyvame monoténna halda.

2. Mala pamiit: Ked'ze vetky vzdialenosti sa v danom momente nachadzaji
v intervale [d(z),...,d(z) + C] (plus oo pre nespracované vrcholy), malo
by nam stacit O(C) pamiite.

8.1 Myslienka

Pouzijeme radizovi haldu: udrziavame niekolko ,,chlievikov* (bucketov) s expo-
nencidlne rasticimi rozsahmi kli¢ov

1,1,2,4,8,16,32,...

a zéroven si pamétame poslednt vybrand hodnotu last. !
Zacnime s hrackarskym prikladom, na ktorom si ukdzeme, ako Struktira
funguje a jej hlavni myslienku, potom si povieme o implementacii.
Predstavme si, ze vietky mozné 5-bitové ¢isla (od 0 po 31, v bindrnom zépise
00000 ... 11111) usporiadame ako bindrny strom: kazdy bit uréuje smer — ak

IPovodnd verzia (Ahuja et al. 1990) zarad'ovala prvky podla rozdielu od last do fixnych
kategérif; tu opisujeme jednoduchsi a velmi prakticky variant ,radix heap®, pekne vysvetleny
aj na http://ssp.impulsetrain.com/radix-heap.html.



Myslienka 69

je 0, ideme dolava, ak je 1, ideme doprava. Pozor! Tento imagindrny /implicitny
strom je len pomocka pri vysvetlovani — strom sa v skutoénosti nikdy nevytvara

ani neukladd v paméti.
\ Va /
gob o} doéogjblo

Kazdé 5-bitové ¢islo zodpovedd jednej ceste od korena k listu v tomto ima-
gindrnom strome. Napriklad ¢islo 2 (00010) predstavuje hrubou ¢iarou vy-
znacenu cestu na obrazku vyssie.

Kratsi prefix zodpoveda podstromu — teda rozsahu cisel. Napriklad roz-
sah 01000 ... 01111 (alebo O1#** kde * je zdstupny znak pre 0 alebo 1) je
znazorneny na obrazku.

Cisla rozdelime do chlievikov podla najvyznamnejsicho bitu (MSB, most
significant bit), v ktorom sa hodnota x a last lisia. V naSom imagindrnom strome
MSB zodpoveda prvému bodu, kde sa cesty od korena k listu rozchadzaji — last
ide dolava a x doprava.

Priklad: Nech last = 2. Potom

Fo do o b o

OLwwx

MSB(2,13) = MSB(00010,01101) = 4,

takze 13 patri do chlievika ¢. 4:

030 do

| 1| |
H A — || |
00016 00011 001 %% Q1 %xx

chlieviky o 1 3 4 5

(enlievik 2 je prizenyg)

Nech last = 2. Vsetky cisla v halde budu teda > 2 a rozdelime ich do
nasledujucich chlievikov:

e #0: 00010: samotné ¢islo 2
e #1: 00011: ¢islo 3 (1isi sa v 1. bite sprava)

o #2: —— (¢isla lisiace sa v 2. bite si mensie ako 2, preto je chlievik
prazdny)
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o #3: 001xx: Cisla 4-7 (lisia sa v 3. bite)
o #4: 01xxx: ¢isla 8-15 (lisia sa v 4. bite)
o #b5: Lkkxx: Cisla 16-31 (lisia sa v 5. bite)

Vo vseobecnosti: Pre prvok z vezmime bindrnu reprezentéciu ¢isel x a last.
Nech i je najvyznamnejsi bit (MSB), v ktorom sa x a last lisia (budeme pocitat
od 1 sprava; definujeme i = 0, ak x = last). Prvok z potom vlozime do i-teho
chlievika.

Inymi slovami, sta¢i vypocitat x@last (bitovy XOR) a néjst poziciu najvyssie
nastaveného bitu. (XOR, dvoch ¢isel mé jednotky préve na pozicidch, kde sa bity
lisia, a nuly tam, kde st rovnaké.)

Ak chceme vloZit novy prvok, jednoducho ho vloZime do prislusného chlie-
vika. Ak potrebujeme zmenit hodnotu existujiiceho prvku (pozndme jeho poziciu
v halde), najjednoduchsie je ho odstranit a znova vlozit tam, kam podla novej
hodnoty patri.

Ako funguje operédcia extract-min? Ak nulty chlievik nie je prazdny, jed-
noducho z neho odstranime a vratime najmensi prvok. Ak je prazdny, postu-
pujeme zlava doprava, kym nendjdeme prvy neprizdny chlievik — ¢o zaberie
najviac O(log C) krokov.

Ked takyto chlievik najdeme, prejdeme vietky jeho prvky a uréime nové
minimum (v8imnime si, Ze &fsla v rdmci jedného chlievika nemusia byt zora-
dené!). Toto minimum odstrénime a vSetky ostatné prvky z daného chlievika
presunieme do ich spréavnych chlievikov podla novej hodnoty last.

Povedzme, ze halda momentdlne obsahuje nasledujice éisla: 5, 6 (v chlieviku
3), 8, 10, 11, 15 (v chlieviku 4), 18 a 27 (v chlieviku 5), pricom last = 2 (hodnota
last je vyznaGend hrubou ¢iarou):

O | |
HE | i
00010 60011 001xx ST
chlieviky o 1 3 4 5

prvky: 5, 6 8,10, 11,15 18, 27

Ak vykondme operéciu extract-min, prejdeme chlieviky 0, 1 a 2, a ako prvy
neprazdny najdeme chlievik €. 3. Z neho vyberieme minimum — hodnotu 5 — a
vratime ju ako vysledok. Zvysny prvok 6 z tohto chlievika presunieme do nového
chlievika na zdklade aktualizovanej hodnoty last = 5.

Po vykonani operacie extract-min bude halda vyzeraf takto:
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I 1 ‘

00101 0011 Olenx Lkkon

chlieviky 0 2 4 5

prvky: 6 3,10, 11, 15 18, 2%

Ak opit vykoname extract-min, vratime hodnotu 6 z druhého chlievika a
halda bude vyzerat nasledovne:

O
ainla 4 = |

00110 00111 O1kx B

chlieviky 0 1 4 5

prvky: 2, 10, 11, 15 18, 27

Nakoniec, ak znovu vykoname operaciu extract-min, prvy neprazdny chlie-
vik bude ¢islo 4. Predtym sa hodnota last nachadzala v rozsahu 00**x, no v
tomto Tavom podstrome uZ nie st ziadne d'alsie prvky. Najblizsi neprazdny je
podstrom O1x*x*x*, teda chlievik 4.

Z tohto chlievika zistime, Ze 8 je nové minimum, a vsetky ostatné prvky (10,
11 a 15) prerozdelime do chlievikov 0 az 3 na zaklade novej hodnoty last = 8
(vid' obr. nizsie).

Vsimnime si, ze vSetky prvky v chlieviku 4 zac¢inaji 01x*x* takze sa mozu
15if len v bitoch 1 az 3. Zaroven pre neskorsie chlieviky (v naSom hrackdrskom
priklade ide len o chlievik 5) sa ni¢ nemeni — stéle sa lisia od novej hodnoty last
vo vyssich bitoch, takze ich nie je potrebné prestvat.

01000 01001  0101* €11xx Lok
1

chlieviky 0

prvky: 10, 1,15 18, 27
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Vo vseobecnosti, ak je prvy neprazdny chlievik ¢islo k, znamend to, ze
predchidzajuci last mal v k-tom bite hodnotu 0. Lavy podstrom je teda prazdny;
prejdeme preto pravy podstrom, v k-tom chlieviku ndjdeme minimum a ostatné
prvky z tohto chlievika rozdelime do chlievikov 0, ...,k —1 podla novej hodnoty
last. Neskorsie chlieviky sa tymto krokom neovplyvnia.

Casové naklady:

e insert a decrease-key su zjavne O(1),

e extract-min trva O(log C + B), kde B je velkost prave spracovdvaného
chlievika. V najhorgom pripade moze byt B = ©(n), aviak amortizovane
ostava ¢as O(log C).

Preco? Pozrime sa na zivotny cyklus jedného prvku: najprv ho vlozime do ne-
jakého chlievika a odtial sa uz moze postivat len dolava. Operacia decrease-key
ho postiva dolava a kazdé prerozdelenie chlievika poéas extract-min ho tiez
posunie len dolava. Ked'Ze mame iba O(log C) chlievikov, kazdy prvok sa moéze
presuntit nanajvys O(log C)-krét.

Moézeme si teda predstavit, ze za kazdu operaciu insert uétujeme log C'$,
z ktorych sa vSetky neskorsie presuny zaplatia. Zamyslite sa nad tym: naj-
horsi pripad zlozitosti insert je sice O(1), ale ak mu priradime amortizo-
vant cenu O(log C) (teda vyrazne vyssiu), moézeme tym pokryt aj naklady na
extract-min.

Je to pekny priklad toho, ako ,,preplatenim “ jednej operacie vieme zaplatit za
ind, ¢o sa nam oplati, ak chceme dosiahnut lepsi odhad celkovej zlozitosti algo-
ritmu. Namiesto pesimistického odhadu n X (Tinsert +Textract—min) = X (O(1)+
O(n)) = O(n?), dostaneme vd'aka kreatfvnemu tétovnictvu n x (O(log C) +
O(log C)) = O(nlogC).

8.2 Implementacia

Kazdy chlievik bude obyéajny (neutriedeny) vektor. (Nepouzivajte spajané zo-
znamy — su neefektivne z hladiska cache.) Celd halda bude reprezentovand ako
obyéajné pole, ktoré obsahuje 33 alebo 65 chlievikov — podla toho, & pracujeme
s 32-bitovymi alebo 64-bitovymi ¢islami.

Pri odstrafiovani prvku z vektora si dajte pozor: nechcete pouzivat funkciu,
ktord odstrani prvok a nésledne presunie vSetky prvky za nim — to by malo
linedrnu zlozitost! (Ako to spravit v O(1)?)

Na urcenie spravneho chlievika pre ¢islo x nam staci len zopar bitovych
operécii. Vypocitame XOR medzi last a x a nasledne zistime poziciu najvyssicho
nastaveného bitu (MSB — most significant bit). Napriklad: 01001110601011000 =
00010110. XOR m4 1 na pozicidch, kde sa bity dvoch ¢isel lisia, a 0 inde. Pozicia
najvyssej 1 v tomto vysledku (v nasom pripade piaty bit sprava) uréuje ¢islo
chlievika, do ktorého x patri.

Intelovské a AMD procesory maji na tento icel priamo hardvérovi instrukciu
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last = 7 last = 8

2 = ; :
SR -
4 = /
s |lasfsol)
6 —%@q]qq‘561]63[52]46)’51‘33’445?] 6 —%@q]qq‘561]63[52]46)’51‘33’445?]

7 %{L\Oo‘ﬂctlf medzi 64...127} 7 %{L\Oo‘ﬂctlf medzi 64...127}
= L\oolm:ty medzi 128..255 = L\oolm:ty medzi 128..255

29 hodnoty medzi 272,277 29 hodnoty medzi 272,277
30 > hodnoty wedzi 227..2%°41 30 > hodnoty wedzi 227..2%°41
31 = lwcdv\oty medzi 230...2%7-1 31 = lwcdv\oty medzi 230...2%7-1

32 L\oo(noty wedzi 231..2%%1 32 L\oo(noty wedzi 231..2%%1

Obr. 8.1: Implementacia radixovej haldy pre 32-bitové ¢isla. Vpravo stav haldy
po tom ako trikrat zavolame extract-min. Dvakrat vyberieme 7 priamo z
nultého chlievika, tretikrat ndjdeme prvy neprazdny chlievik (ten stvrty), z
ktorého vyberieme minimum 8 a vSetky ostatné prvky prerozdelime do skorsich
chlievikov.
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— BSR (Bit Scan Reverse)?, ktora vrati index najvysSieho nastaveného bitu.
(Tdto instrukciu mala uz staroveké 386.) Na ARM procesoroch zase méme
pribuzni instrukciu CLZ (Count Leading Zeros), ktord spoc¢ita pocet nil pred
prvou 1.

Mbozete si dohladat, ako spoéitat poziciu najvyssieho bitu vo vasom jazyku
a kompilatore. Vo véacsine modernych kompildtorov sa néjde sposob, ¢i uz cez
Standardizované funkcie alebo cez ,,vstavané funkcie kompildtora®, tzv. ,buil-
tin“ a ,intrinsic* funkcie, ktoré sa prekladaju priamo na procesorové instrukcie.
Napriklad:

C++20 standardizovand funkcia std: :countl_zero®

starsie C/C++: podla kompildtora

—~ GCC a Clang __builtin_clz, resp. __builtin_clz11*

- MSVC #include <intrin.h>,
_BitScanReverse, _BitScanReverse64®

Java Integer/Long.numberOfLeadingZeros®

Rust u32/ub4: :leading_zeros’

(pozor, niektoré operacie mozu byt nedefinované pre 0!)

Pamiitajte, Ze pri Dijkstrovom algoritme potrebujete vediet rychlo néjst vi-
chol x v halde (pri decrease-key), takZe bude treba si udrziavat a aktualizovat
tabulku s poziciami vrcholov v halde.

Referencie

Ahuja, Ravindra K et al. (1990). ,,Faster algorithms for the shortest path prob-
lem“. In: Journal of the ACM (JACM) 37.2, s. 213-223.

2https://c9x.me/x86/html/file module x86_id 20.html
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Stromy






Kapitola 9

Lenivy (scapegoat) strom

Existuje mnoho druhov ,snazivych“ vyvazovanych stromov, ktoré si pre kazdy
vrchol pamitaji nejakd dodatoéni informéciu — napriklad vysku, ¢iernu/éerveni
farbu alebo pocet uzlov v podstrome — a pomocou rotacii sa neustale snazia
udrzat strom vyvazeny. Naopak, v tejto kapitole si vSak ukdZeme tplne iny
pristup: Scapegoat stromy su tplne lenivé a nerobia vobec ni¢, kym nemusia.

Je to podobné, ako ked méme doma neporiadok: Pokial je este relativne
maly, vieme potrebné veci najst pomerne rychlo. Ale ked ndm uZ prerastie
cez hlavu, musime si upratat. Zaroven nis moze hriaf dobry pocit, ako sme
odd’alovanim upratovania usetrili kopu éasu.

Mozno si v tomto momente kladiete (uprdvneni) otézku:

Preco sa vobec zaoberat d'alsim typom vyhladdvacieho stromu? To
ndm nestacia existujiice rieSenia ako AVL alebo ¢erveno-¢ierne stromy?

Uvediem tri dovody, preco si scapegoat stromy zaujimavé:

#1. Leniva metdda. Pre mnohé druhy stromovitych struktir si zdkladnou
metodou vyvazovania rotécie. V neskorsich kapitolach si vsak ukazeme datové
struktiry, kde nie je mozné efektivne rotovat vrcholy. Otdzka potom znie: M4
niekto plan B? My ho mat budemeElegantné rieenie: ni¢ nerobit, az kym strom
nie je prili§ nevyvazeny a vtedy od zédkladov prebudovat ¢ast struktiry.

#2. Vyska stromu. Perfektne vyvézeny bindrny strom ma vysku [lgn]. Ako
st na tom iné vyvazované stromy?

e Cerveno-éierne stromy garantuji maximélnu vysku 21g n.

e AVL stromy dosahuji maximélnu vysku okolo 1.441gn.

e Priemernd vyska ndhodného stromu (treapu) je okolo 2.9881gn

IDisclaimer: Toto nie je odportcanie do redlneho zivota. Chybaji implementacné detaily.

7
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Otézka znie: Ako velmi sa vieme priblizitf k idedlnej vyske lgn?

Scapegoat stromy umoznuji dosiahnut vysku (1+¢)lgn pre Tubovolne malé
g > 0, pricom insert a delete bude stdle trvaf O(logn). Samozrejme, je to za
uréiti cenu: ¢éim viac sa snaZime priblizit k optimalnej vyske, tym castejsie
budeme musiet prebudovavat podstromy a konstanta skrytd v O bude vigsia.
Scapegoat stromy ndm vSak poskytuji moznost zobchodovat efektivnost aktu-
alizdcif za rychlost vyhladdvania.

#3. Dodatoéna pamit. Vigsina vyvazovanych stromov si musi pre kazdy
uzol pamitat nejaki dodatoént informéciu:

e AVL stromy si udrziavaju rozdiely vysok lavého a pravého podstromu,
e Cerveno-Cierne stromy si pamétaju farbu kazdého vrcholu,

e treapy si ukladaji ndhodné priority vrcholov.

Otézka znie: D4 sa vyvazovat aj bez toho?
Prekvapujica odpoved znie ANO, hoci my si kvoli jednoduchosti ukaZzeme
verziu, ktord vyuziva dodatoénii pamit.

9.1 Ako funguju scapegoat stromy

Zakladna myslienka je velmi jednoduchd: nechdme strom rast, nerobime ziadne
rotacie ani vyvazovanie, pokial to nie je nevyhnutné. Ked sa strom stane prili§
nevyvazenym, najdeme ,,vinnika“ — vrchol, ktory je zodpovedny za nevyvézenost
— a cely jeho podstrom prebudujeme na perfektne vyvazeny bindrny vyhladdvaci
strom.?

Prebudovanie podstromu s k vrcholmi sice trva linedrny ¢as O(k), ale ukdzeme
si, ze takéto prebudovania nastavaju len zriedka a ze celkovy Cas potrebny na
vsetky prebudovania je v amortizovanom zmysle stile O(logn) na operéciu.
Délezité je, ze ak je nevyvazend iba malé cast stromu, prebudujeme len tito
lokélnu éast a zvysok stromu zostdva nedotknuty.

Kritérium vyvazenosti

Vezmime si lubovolny vrchol v v strome a jeho podstrom, ktory obsahuje celkovo
S vrcholov (vratane samotného v). Nech L je pocet vrcholov v Tavom podstrome

20dtial pochddza aj anglicky nazov !scapegoat tree! — scapegoat znamend ,obetny
bardnok“, teda niekto, na koho zvalime (moZno i neprdvom) vsetku vinu. Scapegoat strom
moze byt mierne nevyvazeny na viacerych miestach, no my si vzdy vyberieme prave jeden
vrchol, na ktory to zvalime.
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a R pocet vrcholov v pravom podstrome v ako na obrazku:

S vrcholov spolu

Ak by bol vrchol v perfektne vyvazeny, Tavy aj pravy podstrom by mali mat
zhruba rovnakt velkost (polovicu celého podstromu)

To je pomerne tazko dosiahnutelné, takze sa v scapegoat stromoch uspokojime
so slabsfm kritériom: Budeme hovorit, Ze vrchol v je v rovnovdhe, ak plati

2 2
L< gS a zaroven R < §S

1 1
ekvivalentne: R > gS —1 azaroven L > gS -1
ekvivalentne: L <2x R+2 aziaroven R<2xL+2

Budeme hovorit, ze strom je vyvdzeny, ak je kazdy jeho vrchol v rovnovdhe.
Formdlne: pre kazdy vrchol v a kazdého jeho syna s plati:

size(s) < 2/3 x size(v),
teda ziadny syn nie je vicsi ako dve tretiny celého podstromu svojho rodica.
Z kritéria rovnovahy by malo byt zjavné, Ze ak je strom vyvézeny, jeho vyska

bude logaritmick4 vzhladom na poéet vrcholov N. Pre¢o?

e Koren ma pod sebou vsetkych N vrcholov.

Kazdy jeho syn méa pod sebou najviac %N vrcholov.

Kazd4 d’alsia troven zniZzuje poéet vrcholov v podstrome o faktor aspon
2/3, teda

kazdy vnuk mé najviac 2 x 2 x N = (2)? x N vrcholov.

x N = (2)% x N vrcholov.

win

kazdy pravnuk mé najviac % X % X
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e Vseobecne: podstrom v hibke A obsahuje najviac (2)" x N vrcholov.

2
3

Otazka znie: akd je maximalna hibka stromu? Hladdme najvicsie h, pre
ktoré este existuje aspon jeden vrchol v podstrome, teda

(5) <

N

Y
—_

v
7N
DO W
~_

>

\%
>

log3/2 N

Maximélna vyska vyvdzeného stromu je teda: h < logg s N, €o je priblizne
1.70951g N. Rozmyslite si, ako by sa maximalna vyska zmenila, ak by sme na-
miesto dvoch tretin zvolili ind konstantu a € (1, 1).

Vkladanie

Algoritmus vkladania do Scapegoat stromu za¢ina rovnako ako v oby¢ajnom
bindrnom vyhladdvacom strome: prechddzame od koreila smerom nadol, ndjdeme
spravne miesto podla usporiadania kli¢ov a vlozime novy vrchol ako list.

Rozmyslite si, ze jediné velkosti podstromov, ktoré sa pri vkladani nového
vrcholu zmenia, sd tie na ceste od korena k novo vlozenému vrcholu. Preto po
vlozeni prejdeme cestu spit do koreia, prepoéitame velkosti podstromov a skon-
trolujeme, ¢i vS8etky vrcholy na tejto ceste stale Spiﬁajﬁ podmienku rovnovahy.
(Vo vicsine pripadov budi a mozeme tu skongit.)

Ak vsak najdeme vrchol, ktory je nevyvazeny, pripadne viac takych vrcho-
lov, vyberieme ten najvyssi a cely jeho podstrom prebudujeme na perfektne
vyvézeny bindrny vyhladdvaci strom.

Rozmyslite si, ako presne takiito rekonstrukciu efektivne vykonat. Cielom
je, aby prebudovanie podstromu s k vrcholmi prebehlo v ¢ase O(k).

Celkova zlozitost jednej operacie bude O(logn) a ,raz za cas“ este plus
O(k) navyse, ak prebudujeme podstrom velkosti k. Formalnu analyzu vykondme
¢oskoro, ale uz teraz si mézeme v&imnut intuitivny dévod, pre¢o bude rekonstrukceia
v amortizovanom zmysle takmer ,,zadarmo“: Po prebudovani je konkrétny vrchol
perfektne vyvazeny, jeho podstromy maju zhruba %k vrcholov. Aby sa takyto
vrchol opét stal nevyvézenym, musime pridat linedrne vela vrcholov (napriklad
A %k vrcholov len na jednu stranu). Tym paddom vSak mozeme nékladné prebu-
dovanie rozpoéitat na linedrne vela predchadzajicich operdcii. UkdZeme, Ze ak
kazda operacia vkladania ulozi dopredu nejaké , peniaze do fondu oprav“, tak
kym sa nejaky podstrom stane op#tf nevyvaZeny, stihne si nasporif dostatok
zdrojov na zaplatenie celej rekonstrukcie. Tym bude zarucené, ze amortizovany
¢as kazdej operdcie zostane O(logn).
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Vymazavanie

Vymazavanie v scapegoat stromoch je este lenivejsie ako vkladanie. Pri vy-
mazavani vrcholu x ho fyzicky neodstranime zo stromu, len ho oznacéime ako
vymazany. Pozor: Operdciu find musfme potom upravit tak, aby ignorovala vr-
choly oznacené ako vymazané. Ak pocet zivych (nevymazanych) vrcholov klesne
pod polovicu vsetkych uzlov, prebudujeme cely strom.

Intuitivne: Prebudovanie celého stromu sice trvd O(n), ale predtym mu-
selo nastat aspon n/2 operdcii delete, takze amortizovany ¢as jednej operécie
delete zostava O(logn).

9.2 Analyza casovej zlozitosti

Pre kazdy vrchol v si zadefinujeme A, ako rozdiel velkosti medzi lavym a pravym
podstromom, v absoltitnej hodnote.
Budeme dodrziavat nasledovny invariant:

Kazdy vrchol v mé vzdy nasetrenych aspori A, — 1 dolarov.

Ked vrchol priddme ako list, nemusi mat naSetrené ni¢ (pretoze A, = 0). Rov-
nako, po prebudovani perfektne vyvazeného podstromu nemusi mat Ziadny vr-
chol v lom nagetrené ni¢, lebo rozdiel velkosti podstromov je najviac 1. Avsak
¢fm je vrchol viac nevyvazeny, tym musi mat aj viac nasetrené.

Ukazeme, ze ak za kazdd operdciu insert dostaneme 2logg o NS, vystaci
nam to:

e logz/, N doldrov minieme hned’:

— na nijdenie spravneho miesta,

— pripojenie nového listu,

— névrat spit ku korenu,

— prepoéitavanie velkosti podstromov a kontrolu rovnovahy na ceste.

e logz/, N doldrov si odlozime na neskor:

— kazdy vrchol na ceste od nového listu po koren dostane 1 dolar.

novy vrehol
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Pri vkladani sa zmeni A, iba pre vrcholy na ceste k novému vrcholu — a to
najviac o 1. Zaroven do kazdého takéhoto vrcholu ulozime prave 1 dolar, takze
invariant ostdva zachovany. Ak strom po vloZeni zostava vyvazeny, operacia
tymto konéi.

Ukézme teraz, ze ak d6jde k prebudovaniu nevyvéazeného podstromu, dokazeme
tito operaciu zaplatif z uz nasetrenych minci.

Povedzme, Ze prebudovany podstrom mé velkost k vrcholov. Ked'ze doglo
k poruseniu rovnovahy, jeden z podstromov mal viac ako %k vrcholov a druhy
menej ako %kz — 1 vrcholov. To znamend, ze nevyvazeny vrchol mal pred re-
kongtrukciou A, > %k‘—i— 1 a teda podla nasho invariantu musel mat nasetrenych
aspon %k dolarov.

Po prebudovani budeme mat perfektne vyvazeny podstrom a vrcholy v ilom
nemusia mat ni¢ naSetrené. takze mozeme vietky nasetrené doldre pouzif na
zaplatenie prace. A ked'ze prebudovanie podstromu velkosti k trvd O(k) ¢asu,
mame dostatok financii na pokrytie celej rekonstrukcie.

A ¢o operacia delete?

Na jednu operdciu delete ndm staci logg o N + 1 doldrov:

e logz/; N doldrov zaplatime ihned za najdenie a oznacenie vrcholu ako
vymazaného,

e zvysny jeden dolar si odlozime do prasiatka na neskor.
Dodrzime tak invariant, ze

Strom, v ktorom je vymazanych D vrcholov mé nasetrenych prave
D dolérov.

Ak vymazeme polovicu vrcholov, strom mé nasetrenych N/2 doldrov — a tie
stacia na zaplatenie prebudovania celého stromu, ktoré trvd O(N) ¢asu.

Pre korektnost este musime dodat, Zze N tu oznaéuje poéet vietkych vrcholov
— vratane tych, ktoré sme oznaéili ako vymazané, ale zatial fyzicky neodstranili.
V analyze ddtovych struktir vSak vidy posudzujeme zlozitost v zdvislosti od
skutoéného poétu prvkov v strome n = N — D. Avsak ked'Ze vymazanych vr-
cholov méze byt najviac polovica, N < 2n a teda vyska stromu je najviac
logs/5(2n) < logy s n + 2, takze vietky nase odhady ostévaji logaritmické.

Zhrnutie
Operdcia  Cas v najhorsom pripade Amortizovany ¢as
find O(logn) (scapegoat strom garantuje
logaritmicki hlbku vzdy)
insert O(n) O(logn)

delete O(n) O(logn)
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I'Jlohy

e Ako sa zmen{ maximaélna vyska stromu, ak namiesto konstanty 2/3 zvolime
ini konstantu a € (%,1)? Aké kritérium rovnovahy mame zvolit, ak
chceme strom s vyskou 1.51gn alebo 1.11gn?

e Ak si povieme, Ze pri prebudovani podstromu velkosti k vykondme ¢ x k
instrukcif, potom predpokladdme, ze 1$ zaplat{ 3¢ instrukcii. Ak namiesto
konstanty 2/3 zvolime int konStantu o € (3,1), kolkokrdt viac (alebo

menej) doldrov potrebujeme usetrit pri kazdom inserte, aby sme vedeli

prebudovanie podstromu stéle zaplatit?

e Rozmyslite si, ako algoritmus vkladania upravit tak, aby sme si nemuseli
v strome paméitat Zziadnu informéciu navyse.

Hint: Ak hibka nového uzla presiahne: logg/, n, kde n je aktudlny pocet
vrcholov v strome, vieme, Ze strom je prili§ vysoky a musime zasiahnut.
Ako nijdeme vinnika, ked nemdme predpocitané velkosti podstromov? Ak
je vinnikov viac, budeme musiet vybrat toho najnizSicho — rozmyslite si,
Ci to staci.
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Kapitola 10

Splay strom

Splay stromy st podla mia jedna z najzdzraénejsich datovych struktir, aké
kedy uvidite.

Klasické vyvazované stromy si pamitaji dodatoéné informécie, nakolko si
jednotlivé podstromy nevyvézené a vidy ked sa strom prili§ odchyli od idedlneho
tvaru, snaZia sa ho naprévat, vyvazovat. Naproti tomu, splay strom pracuje
uplne ,,naslepo® — nema uplne ziadnu dodatoént informéaciu. Nevie, ktoré ¢asti
stromu su perfektne vybalansované a ktoré si nakrivo. Napriek tomu dosahuje
logaritmickt amortizovani zloZitost.

(e) find 13 (f) find 9 (g) insert 3 (h) find 1

10.1 Splayovanie

Kli¢ovou operéciou splay stromu je — prekvapujiico — operécia splay(z). Vetky
ostatné operécie (find, insert, delete, atd.) budeme implementovat pomocou
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splay.

Splay(z) sa zacina klasickym vyhladdvanim: za¢neme v koreni, ak sme nasli
x, konéime, ak je hodnota vo vrchole prilis velkd, ideme vlavo, ak je prili§ mala,
ideme vpravo, kym sa d4. Na konci bud’ najdeme vrchol z, alebo skonéime vo
vrchole, ktorého hodnota je bud najblizsia mensia alebo najblizsia vécsia ako .
Tento vrchol nasledne ,, vybubleme“ az do korena stromu. Tento proces prebieha
pomocou sérii rotacii, ale nie hocijakych: pouzivame Specidlne pravidlé, ktoré
zabezpeéia dobri amortizovant éasovi zlozitost.

rotate x
(=) v = e ()

(a) Pripad ,cik“: Ak je otec z koreii, jednoduchou rotdciou dostaneme = do korena a
konc¢ime.

(v)
rOtitf Y e e rote;ts T

« ) ¥ k)

8

(b) Pripad ,,cik-cik“: Cesta z—y—z je dvakrat vpravo ako na obrazku (alebo symetricky
dvakrit vlavo). Rotujeme najskor y, potom x. Vysledkom je, Ze cesta x—y—2 sa otoci.

rotate x
g

rotate =
= (=)

B v

(c) Pripad ,cik-cak“: Cesta z—y—2 je cik-cakovito dolava—doprava ako na obrazku
(alebo symetricky doprava—dolava). V tomto pripade dvakrat zrotujeme x; vysledkom
je, ze predkovia y a z skonéia ako dve deti x.

Obr. 10.2: Pri splayovani rozlisujeme tri rézne situdcie (,,cik®, ,cik-cik®, ,cik-
cak“) a podla situacie volime, ktoré vrcholy rotujeme.

Nech y je rodi¢ vrcholu z a z jeho stary rodi¢ (ak existuje). RozliSujeme tri

mozné situdcie:

1. Pripad ,cik“: Ak vrchol x nemé starého rodica, teda jeho rodi¢c y je
uz koren, vykondme jedint rotdciu, ktord dostane z do korena (pozri
obr. 10.2a). Tento pripad nastdva najviac raz, na konci bublania, kedze
sa dostane do korena, splayovanie sa konci.
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2. Pripad ,cik-cik“: Ak = aj y st obaja lavymi synmi (alebo naopak obaja
pravymi), hovorime o pripade ,cik-cik“ (pozri obr. 10.2b). V takomto
pripade spravime rotaciu najprv na vrchole y, a az potom na z.

3. Pripad ,cik-cak“: Ak z je lavy syn a y pravy (alebo symetricky, = je pravy a
y Tavy syn svojho otca), mdme situdciu ,,cik-cak“ (pozri obr. 10.2c). Vtedy
urobime dve roticie z. Najskor sa x posunie na miesto svojho rodica,
a nasledne este vyssie, na miesto starého rodica. Vysledkom je, ze x sa
posunie o dva tirovne vyssSie a cesta x—y—z sa otoci.

V pripade ,,cik-cik“ aj ,,cik-cak“ spravime dve rotacie a vrchol x sa dostane
0 2 trovne vyssie. Proces opakujeme, az kym sa = nedostane do korena.

Na obrazkoch 10.3 a st dve ukazky, ako prebieha splayovanie vrchola na
konkrétnom strome.

10.2 Ostatné operacie

Vsetky operécie v splay strome sa implementujt jednoducho, pomocou operacie
splay:

e find(x): Vysplayujeme x a pozrieme sa na koren — ak je tam x, nasli sme
ho; v opa¢nom pripade sa v strome nenachédza.

e min: Vysplayujeme —oo. Do koreia sa dostane najblizsi vacsi prvok, o je
minimum celého stromu.

e max: Vysplayujeme +o0o. Do korena sa dostane najblizsi mensi prvok, ¢o
je maximum celého stromu.

e split(x): Checeme rozdelif strom na dve éasti — jeden strom s prvkami
< z a jeden strom s prvkami > z. Sta&i vysplayovat x, &m sa do korefia
dostane samotné z, alebo najbliz§ia mensia alebo najblizsia vacsia hod-
nota. Cely lavy podstrom korefia bude < z, cely pravy podstrom korena
bude > z a samotny koreil porovnadme s z a pripojime na spravnu stranu.
Staéi zmazat jedind hranu: od koreia k Tavému alebo pravému synovi.

=S AA A

e merge(7y,T»): Mdme dané dva stromy spolu s garanciou, ze vSetky prvky
v T} si mensie ako vsetky prvky v Th a chceme ich spojit do jedného
stromu. RieSenie je elegantné: v T} vysplayujeme +oo. Tym sa do korena
dostanem maximum a koreii nebude mat pravého syna. Tym padom T5
mozeme jednoducho pripojit ako pravého syna koreiia.

S(aht(x)

x alebo |x] alebo [x]

Splat/ x
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Obr. 10.3: Splayovanie vrcholu 8 prebehne tromi dvoj-rotdciami: 1) Cesta 8—9—
7 je ,cik-cak“, takze dvakrét zrotujeme 8. 3) Cesta 8—10—11 je ,,cik-cik“, takze
najskor zrotujeme 10, potom 8. 5) 8 —5—12 je opif ,cik-cak®, takze dvakrét
zrotujeme 8. 7) Na konci je vrchol 8 v koreni. Vsimnite si na prvom obrazku
cestu z 8 do korena: 8—9—7—10—11—5—12. Tato cesta sa postupne rotaciami
transformovala na podstrom vyznaceny Sedou na poslednom obréazku.
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Obr. 10.4: Splayovanie vrcholu 16: Cesta do korenia 16—17—15—13—12—=8 sa
skladd z 16—17—15, ¢o je ,cik-cak®, 15—13—12, ¢o je ,,cik-cik“ a posledného
kroku 12—8 , cik“. Takto 16 prebubleme az do korena.
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max
s(a[ou/ +00
v pripo] T,
T T2

e insert(xz): Stacf spravit splay(z). Ak je z v koreni, strom uz hodnotu
obsahuje a mézeme skoncit. V opaénom pripade rozdelime strom ako pri
operacii split na strom 77 s prvkami < x a T s prvkami > z. Ako
vysledok vritime strom, kde x je novy koreii a jeho lavy a pravy syn su

T1 a TQ.
X
split x novy korei x O\
—_— _—
<x >x

e delete(x): Sta¢i vysplayovat x, éim sa x dostane do korefia, ktory vymazeme.
Ostani nam jeho dva podstromy, T7 a Ts, na ktoré zavoldme merge.

i j splay x - zwoZ x Z\\ A
—_— — T T
/" \ / i \ ——

merge

merge.

10.3 Jednoducha analyza

V tejto casti si dokazeme, ze splay stromy maji logaritmickd amortizovani
zlozitost. Budeme sa sustredif iba na analyzu samotnej operacie splay, ked'ze
vietky ostatné operdcie vieme implementovat pomocou zopar volani splay a
zvysna praca je konstantna.

Pre zjednodusenie predpokladajme, Ze v strome sa nachddzaji klice 1,2,...,n
a 7e vzdy splayujeme kli¢, ktory v strome naozaj je.

Pre kazdy vrchol z si zavedme nasledovné oznacenia:

size(xz) = s, je pocet vrcholov v podstrome zakorenenom vo vrchole z,

rank(z) = r, = |lg s | je hodnota odvodend od velkosti podstromu.

Budeme udrziavat nasledovny invariant:

Kazdy vrchol m4 na svojom ,,ic¢te“ nasporenych prave r,$.
”

Spomeiime najskor niekolko postrehov o rankoch.
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e Pri rotécii vrcholu x s jeho otcom y sa menia iba ich ranky — ry a ry.
Vsetky ostatné ranky zostdvaji nezmenené, pretoze ziadne iné podstromy
okrem x a y sa nezmenia — iba z sa stane otcom y a y dostane jedného zo
Synov x.

e Zaroven plati, ze po rotacii méa vrchol x rovnaky rank, ako mal jeho otec
pred rotaciou:

rotate x
=" e (v)

Vrchol y vlavo a vrchol z vpravo maji pod sebou tie isté vrcholy: z, y a
podstromy «, 3, 7.

e Listy maju velkost podstromu s, = 1, a teda rank r, = 0.

e Rank otca je vzdy aspon taky velky, alebo vA&si ako rank jeho syna (pod-
strom obsahuje vietky synove vrcholy a este nejaké navyse). To znamend,
Ze na lubovolnej ceste od nejakého vrcholu ku koreiiu tvoria ranky nekle-
sajicu postupnost.

e Najvicsi rank dosahuje koren, kde rioresi = |18 Skoren | = |1g7].

e Vrchol s rankom 7 mé pod sebou aspoii 2" vrcholov, ale menej ako 27 +!
vrcholov.

Este predtym ako sa pustime do formdlneho dokazu, sktisim poniknuf dva
intuitivne dovody, pre¢o by mal byt ¢as splayovania logaritmicky.
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Intuicia I. Predstavme si cestu od vrcholu x az ku korefiu a ozna¢me ranky

na ceste rg,71,...,7k:
9
}cik
T8

,
p
7 Q cik-cak
6 Q
N
rs cik-cik
T4
3,0 cik-cik
-
y
T2
1 cik-cak
To

Hrany, kde r; < ;41 sme oznacili nahrubo a hrany, kde r; = ;41 sme vyznacili
prerusSovanou ¢iarou.

Zlozitost splayovania je imernd, dizke tejto cesty — O(k), ¢o moze byt v naj-
horsom pripade az O(n). Avsak ranky r; st celé ¢isla z rozsahu 0,1, 2, ..., |lgn],
takze pozdii tejto cesty sa moze rank zvysif nanajvys lgn-krat. Inymi slo-
vami, hrubych hrdn je len logaritmicky vela a treba zaplatif hlavne za tie
prerusované, kde rank nestipa. My si vSak ukazeme, ze kroky, kde prechdadzame
cez prerusované hrany zaplatia samy za seba z naSetrenych petiazi. Z pohladu
amortizovanej analyzy si teda tieto kroky v podstate zadarmo.

Intuicia II. Cim je strom horsie vyvazeny, tym viac mé nasetrené, naopak,
¢im lepSie je vybalansovany, tym menej potrebuje mat nasetrené. NaSetrené
dolédre su vlastne taky fond oprav; ked sa strom stdva horsie vyvazeny, treba
prispiet viac, naopak, ak ho trochu napravime, uvolnia sa ndm nejaké zdroje,
ktorymi mozeme pracu zaplatit.

Vezmime napriklad pripad ,,cik-cik“ a predstame si, ze rank x je r a rank z
je o 2 vacsi.

rotate y
BN

rotate x
(=) (=) = o
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Co z toho vyplyva? Velkost podstromu z je medzi [27, 2"1) a velkost podstromu
2z je aspon 2"+2 — to znamend, ze v podstromoch v a d je vela vrcholov (aspoii
27+1) | ktoré sme pri hladani vylaéili a vd'aka tomu bolo hladanie rychle. Po
rotaciach sa bude tato ¢ast stromu mozno horSie vyvaZzend, ale ukdzeme si, ze
staéf za to do fondu oprdv prispief len O(1) doldrov a takychto krokov je najviac
len logaritmicky vela.

Naopak, predstavme si, rank z je rovnaky ako rank z. To znamena, ze pod-
stromy ¢ a 7y su v porovnani s «, 8 malé — vicsina vrcholov je sustredena prave
pod z. V tomto pripade sa viak vyvazenost stromu zlepsi: po rotacidch sa celé
podstromy a, 8 posunt vyssie, a véésina prvkov pod z tak bude matf mensiu
hibku nez predtym. Tym pddom budeme mébct operdcie zaplatit z fondu oprav.

Veta 10.1 (O pristupe). Na operdciu splay(z) postaéi 3(Trorens — T2) + 13,
pridom invariant ostdva zachovany: kaZdy vrchol x md na 1iéte nasporengjch r;$.
Zjavne Tiorer, = |lgn] a r, > 0, takZe na operdciu splay(z) staci 3lgn + 18.

Lema 10.1. Oznacéme rl, rank vrcholu x po jednom kroku splayovania (teda po
jednej dvojitej rotdcii alebo po zdverecnej jednoduchej rotdcii).

Potom na kazdy pripad ,cik-cik“/ ,cik-cak“ staci 3(rl, — r4)$, a na posledny
pripad ,cik“3(rl, —r;) +18.

(k)

Z lemy priamo plynie veta o pristupe: Oznacme 7, 5,7, ..., ry ' rank z na
zaciatku, po prvom kroku, po druhom kroku, ..., po k krokoch. Ked séitame
néklady vSetkych krokov v rdmci splay(z) podla Lemy 1, dostaneme teleskopickt

sumu

307t — 1) + 307 — L) 4o+ 30 — =Dy 3 (B (k=Y g

=3 (1) = AT T BT g g ) 1
:3(7'50519d“y—rm)+1$,

pricom rzPOSIEd“y = T'korenn j€ Tank korena na konci splayovania.

Alternativny pohlad je, ked’ si uvedomime, Ze rank vrcholu = po rotécii sa
rovnd ranku jeho rodi¢a pred rotaciou, resp. rank x po kazdej dvojrotécii sa
rovnd ranku jeho starého rodica pred tymito rotaciami. To znamend, ze ak si
ranky na ceste od vrcholu x po koreil oznaéime rg, 71,72, . .., Tkoren, tak podla
Lemy 1 na operaciu splay(x) staci

3(zg—10) +3(2a—29) +3(x6 —24) + - - + 3(Tkoren — 2¢) + 1 < 3(Tkoren — 70) + 1.
doldrov (pozri obr. 10.5).

B Dokaz lemy. Budeme analyzovat jednotlivé pripady. Nech x je vrchol,
ktory splayujeme, a y, z su jeho otec a stary otec. Oznacme rg, 7,7, ranky
tychto vrcholov pred rotdciami a 77,7, , 7, ranky po prislusnej (dvojitej alebo
zéverecnej jednoduchej) rotécii. Ranky vsetkych ostatnych vrcholov sa pri da-
nom kroku nemenia. S tymto zdpisom teraz rozoberieme pripady ,cik“ a , cik-
cik“ (dokaz pre posledny pripad ,cik-cak® je podobny a prenechdvame ho ako
cvicenie ¢itatelom).
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}cz’k 3(ro —15) + 18

cik-cak  3(7s — 16)%
cik-cik 376 — 174)$
cik-cik  3(rh — 12)$

cik-cak  3(rh —19)%

To

Obr. 10.5: Dokaz Vety o pristupe priamo vyplyva z Lemy 1. Ak ozna¢ime ranky
vrcholov od splayovaného vrcholu ku korefiu rg, 71, 7, . . ., tak podla lemy staci,
ak na kazdi dvojrotaciu dostaneme 3(ry12—r)$, teda 3x rozdiel rankov vrcholu
a jeho starého otca, a na posledni ,,cik“ rotaciu staci 3(rg4+1 — rx) + 1$. Tieto
rozdiely sa pozdfz cesty ku koreniu nascitaju tak, ze vSetky prostredné cleny
vypadnt a ostane rozdiel medzi rankom korena a rankom splayovaného vrcholu
+1.

Pripad ,,cik“: Pred rotdciou mé dvojica (x, y) ulozenych spolu r,+r, doldrov
(ostatné vrcholy ignorujeme, ich ranky sa nemenia). Po rotécii chceme zachovat
invariant, takze spolu musia mat 7/ -+ 7, doldrov. Okrem toho potrebujeme
aspon 1$ na zaplatenie samotnej rotacie. Pozadovany pridel je teda

(ry +1y) = (ra +1y) + 1.

. (. . . o, , . ,
Plati, ze po rotcii sa « posunie na poziciu otca, takze rj, = r,, a zaroven r;, < r,
(rank syna nie je vac¢si nez rank otca). Preto

(rp+ry) = (ra4+ry) +1=7, —rg + 1< (1, —72) + 1.

Teda na pripad cik staci (r}, —r;) + 1 doldrov.

Pripad ,,cik-cik*“: Rozlisime dve situdcie podla vzfahu r, a ..

a) r, = r,. V tomto pripade z, y, aj z maji vietky rovnaky rank r a ked'Ze
na konci sa = dostane na miesto z pred rotdciami, r/, = r,. Takze plat{
ry =Ty =T, =7, =17 ana tento krok mame pridelenych 3(r,, — ) = 0
dolarov. To znamend, Ze amortizovane by mal byt tento krok ,,zadarmo*
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— nedostaneme nan Ziadne financie a vietko treba uhradif z nasetrenych
penazi.

Spomenme si, 7Ze rank(z) = |lgsize(x)], takie velkost podstromu z je
niekde v rozsahu [27,27t1). Vrcholy y a z maji rovnaky rank, takze aj
tieto podstromy maji velkost v rozsahu [27,27+1). Specidlne podstrom z
mé menej ako 2”1 vrcholov, zatialéo podstrom z md aspoii 2" vrcholov.
Z toho ale vyplyva, ze velkost ||+ |6| + 1 < 2" vrcholov a teda rank z po
dvoch rotéciach bude menej ako r!

O ranku y na konci nevieme povedat vela, ale urcite nie je va¢si ako r
(plati r} <7, <77).

Takze pred dvoma rotdciami mali vrcholy z,y, 2z spolu nasetrenych 3r$ a
po rotacidch im staci menej, pretoze minimélne vrcholu z sa znizil rank.
Vsetku pracu v tomto kroku moézeme teda zaplatit z tspor vrcholu z a
invariant zostane zachovany.

< 2" yrcholov RN

< 2" urcholov

b) r5 < r,.Pred rotdciami ma trojica spolu r,+r,+1. doldrov, po rotacidch
potrebuje ), +1;, +71,, takze na zaplatenie tohto kroku potrebujeme 18 na
pracu, plus rozdiel rankov, aby sme dorovnali tispory podla invariantu:

treba (1, + 1y +7L) = (rp + 7y +72) + 18
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Plat{ r!, = r, (rank koreria podstromu ostéva rovnaky; z je koren pred
rotdciami, & po nich). Dalej 7, < r, < r, ar, > T; > r’. Odtial jedno-
duchymi upravami dostaneme

+r+rl)—(retry+2)+1 = (r,—r2)
!
Tm

(
(

2(rl, —ry) + 1.

IN

To znamend, Ze na zaplatenie tohto kroku potrebujeme 2(r,, — r,) + 1
doldrov. Avsak v tomto pripade predpokladdme r, < r, = 7. Rozdiel
rl. —ry je teda aspon 1 dolér a teda 2(rl, —r,) + 1 < 3(rl, — r), o sme
cheeli dokézat.

Ak to zhrnieme: Na tento krok je vyclenenych 3(r., — r,,) doldrov: z toho
(rf, —r;) > 18 zaplati samotné operdcie a zvysnych 2(r,, —r,)$ pouzijeme
na dorovnanie uspor tak, aby invariant ostal zachovany.

Pripad ,,cik-cak*: Dokaz je velmi podobny pripadu ,cik-cik“, takze ho pre-
nechévame ako cviéenie ¢itatelom. Opit treba rozlisit dve situdcie: a) ranky x,
Y, aj z, su v8etky rovnaké — toto su tie kroky ,navyse“, kedy sa po ceste ku
koreniu nezvysuje rank avSak analyzou rankov pred a po rotaciach zistime, ze v
tomto pripade je na konci strom lepsie vyvazeny a ma mensi sicet rankov ako
pred rotdciami a teda tito Gast cesty mozeme zaplatit z naSetrenych peiazi.
Pripad b) je, ze r, < r, — rank na ceste ku korenu stipne. Takychto krokov
méze byt len logaritmicky vela. Analyzou rankov pred a po rotdciach, s vyuzitim
vhodnyrch rovnosti a nerovnosti medzi rankami sa d4 dokdzat, e z pridelenych
3(rl, — r,) pouzit 1$ na zaplatenie odvedenej prace a 2(r7, — r,) ndm stacf na
zachovanie invariantu — potrebujeme vlastne dokazat, Zze dvomi rotdciami sa sice
moZe strom staf menej vyvazeny, ale nie prili§ a do ,,fondu oprav* staéi prispiet
2(rl, — ry) doldrov. O

10.4 Vseobecna analyza

Priradme kazdému vrcholu z kladnt vdhu w, € R*. Nech s, oznacuje vdhu
podstromu z, t.j. sticet vah vsetkych vrcholov v tomto podstrome. Rank vrcholu
definujeme tentokrat ako

rank(x) = ry =1g sy,

teda ako logaritmus vahy podstromu bez dolnej celej casti — rank teraz moze
byt Tubovolné, aj zadporné, redlne &islo.

Rovnako ako vysSie budeme udrZiavat nasledujici invariant: kazdy vrchol
bude mat na téte nasetrenych r,$. Inymi slovami, celkovy potencial stromu

bude
P = er = Zlgsx.
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Veta 10.2 (ZovSeobecnend veta o pristupe). Operdcia splay(xz) md amor-
tizovani zl0Zitost 3(Tkoren — 7o) + 1 pre lubovolni volbu vih w, € RT. Ingmi
slovami, ak W = Y w, je celkovd vdha stromu, potom zloZitost splay(z) je
gW —lgw,) +1 =01+ 1g(W/w,))

Lema 10.2. Kazdy cik-cik/cik-cak pripad md amortizovani zloZitost 3(rl, —r,),
posledny pripad cik md zloZitost 3(r,—r;)+1 (pre lubovolni volbu vih w, € RT).

B Dokaz lemy. Amortizovany cCas je skutoény ¢as plus zmena potencidlu:
Tamort = Tskutoény + Ad.
Pripad ,,cik-cik*“: Skutoény cas si 2 rotacie, rozdiel potencidlov A® je

(rp+ry +70) = (ra +ry +72) = 1L —Te =1y

< rl+rl—2r,

VyuZijeme konkavnost logaritmickej funkcie:

log[(a +b)/2] log b

(loga +logb)/2

loga

priemer logaritmov je mensi alebo rovny logaritmu priemeru, takze stucet loga-
ritmov (2x priemer) je mensi alebo rovny 2x logaritmu priemeru:

re + 1. =lgs, +1gs, <21g[(s, +5.)/2).

Teraz si vSimnime, ze s, + s, < s/, (s, je pocet vrcholov |a|+ ||+ 1, s, je pocet
vrcholov || 48|+ 1, zatialéo z je po rotacidch korefiom celého podstromu, takze
obsahuje vsetky tieto podstromy + vrcholy z, y a z). Takze

re + 1., < 21g[(s, +5.)/2) < 21g(s,/2) = 2r), — 2.
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Dostdvame nerovnost r/, < 2r!, —r, — 2, ktoru dosadime vyssie:
AD <7l + (20 —ry —2) — 2r, = 3(rl, —rz) — 2,
Tamort = 2+ A® < 3(rl —ry).

Pripad ,,cik-cak*: Dokaz je podobny. Amortizovany cas je

Tamort :Tskutoény“‘Aq):Q‘FT;“‘le—Tgc—Ty SQ—FT;—FT‘/Z—QTQC.

T T

7/'.77
Z konk4vnosti logaritmu a z nerovnosti medzi velkostami podstromov
ry 1, =1g sy, +1gs, < 21g[(s), + 5.)/2] < 21g[s}, /2] = 2}, — 2,
¢o dosadime vyssie a dostavame

Tomort < 2+ 2rh, —2 —2r, =2(r, —71,).

Pripad ,,cik*“: Prenechdvame &itatelovi. O

Dosledky

Vyvazenost: Prew, = 1 dostdvame roren = lg 1, takZe amortizovand zlozitost
je O(lgn).

Staticka optimalnost alias Veta o entropii: Nech f, > 1 je frekvencia, s
ktorou splayujeme x, m je celkovy pocet operdcii, p, = f./m; potom zlozitost
m operacif je O(nlogn +m+ > fzlg(m/fz)) = O(m+m>  p.lg(1/p,)); teda
splay(x) mé& amortizovanu zlozitost priblizne O(1 + 1g(1/p,)). Hodnota H =
p1g(1/p.) je entropia pravdepodobnostného rozdelenia. Z tedrie informécie
vyplyva, Ze ak pozndme f,, najlepsi staticky strom dosahuje zloZitost zhruba
mH — splay strom dosahuje konstantny nésobok a to bez znalosti f;!

Dokaz: zvolme w, = f,, potom riores = lgm a 7, = lg f,, dosadime do vety
o pristupe.

Veta o statickom prste: Zvolme si prst — vrchol p; amortizovang zlozitost
splay(x) je priblizne O(Ig(2 + |z — p|)), kde |z — p| je vzdialenost (pocet prvkov)
medzi z a p. Presnejsie lubovolnych m operacii bude mat zloZitost O(nlogn +
m+ > 1g(2 + |z — p|)). Inymi slovami, ak ¢asto pristupujeme k prvkom blizko
p, pristup je rychly.

Dokaz: zvolme w, = 1/(|z — p| + 1)?; Skoren < 2 gy 1/k? = 72/6 = O(1),
dosadime do vety o pristupe.
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Veta o pracovnej mnozine: Nech ¢;(x) je pocet roznych prvkov (vrétane x),
ktoré sme splayovali odkedy sme naposledy vysplayovali x pred ¢asom ¢; potom
splay(x) trvd O(1 4 lgt;(x;)) amortizovane. Inymi slovami, ak stéle pristupu-
jeme iba k malej ,,pracovnej“ mnozine prvkov, ¢as je logaritmicky od velkosti
pracovnej mnoziny.

N4ért dokazu: Vahy budeme menit; v ¢ase i zvolme w, = 1/t;(x)%. Potom
Skonen = 301 1/12 = 72/6, cize splay(zs) trvé O(1 + 1g(O(1)/ti(z:)2)) =
O(1 +1gt;(z;)). Treba este overit, Ze sme s meniacimi sa vdhami nepodvadzali;
ako sa zmenia vahy? VsSetkym prvkom, ktoré sme splayovali od posledného
splay (z;) sa t;(y) zvysi o 1; vrcholom, ktorych sme sa odvtedy nedotkli sa vdha
nezmen{ a prvok z; bude mat vdhu 1. Inymi slovami, ak je ¢;(z;) = k, potom
tiy1(y) sa zmeni takto: k — 1,1 — 2,2 = 3,...k — 1 — k. Teda w,, vzrastie o
< 1 a ostatné vahy klesnu alebo ostant nezmenené, teda A® < 1.

Dalsie vlastnosti splay stromov

Veta o skenovani: Ak pristupujeme postupne k prvkom 1,2, 3, ..., n, celkovy
cas je O(n).

Veta o dynamickom prste: pristup ku z; trvd O(1g(2 + |z; — z;-1])), teda
pristup blizko predoslému prvku je rychly. Z tejto vety vyplyva veta o skenovani
aj veta o statickom prste. Dokaz je velmi fazky.

Hypotéza o obojsmernej fronte: Ak splay strom pouzivame ako deque,
teda vkladdme a vyberdme prvky iba zo zaciatku alebo konca, ¢as bude O(m)
(amortizovane). Zatial najlepsi dokdzany odhad je O(ma(m)).

Hypotéza o split strome: Split strom je datova struktira, ktora podporuje
operdcie make(z1,...,x,) — vytvorenie stromu a split(xz) — vrati « a rozdeli
strom na 2 split stromy s prvkami < z a > x. Existuje algoritmus, kde make a
nxsplit trva O(n); predpokladd sa, Ze splay strom dosahuje rovnaki zloZitost.
Zatial najlepsi dokdzany odhad je O(na(n)).

ZjednotenA hypotéza: Zovscobeciiuje vlastnost pracovnej mnoziny a dyna-
mického prsta: ak sme nedavno pristupovali k prvku, ktory je blizko, pristup
bude rychly: O(lg min, [t;(y) + |z; — y| + 2]) amortizovane.

Hypotéza o dynamickej optimdalnosti: Splay strom je len konstantny nasobok
od najlepsiecho mozného BST algoritmu, ktory pozné celii postupnost pristupov
dopredu.
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Kapitola 14

Perzistentné datové
Struktary

TODO: Motivécia: funkciondlne jazyky, redux (react), lTahké kopirovanie/snapshotovanie;
zdielanie v aplikdcidch kde mdme viacero paralelnych vldkien, nicktoré cheud
¢itat ddta, niektoré cheti zapisovat (menit)

import qualified Data.Set as S

main = do
let a = S.fromList [1, 2, 3]
let b = S.insert 5 a
let c S.delete 1 b
let d S.delete 1 a
print
print
print
print

a={1,2,3}, b={1,2,3,5}, ¢ = {2,3,5}, d = {2,3}.

Q0 o e

RieSenie #—2: Kopia celej datovej struktury.

RieSenie #—1: Pamitame si zmeny.

Riesenie #0: Nejaka kombinacia kopirovania a ukladania zmien. Zikladné
principy perzistencie si najlepsie ukdzeme na jednoduchom a dobre znamom
priklade: bindrnom vyhladdvacom strome (BVS).

Predpokladajme, Ze mame obyéajny bindrny vyhladdvaci strom, ktory pod-
poruje operdcie insert, delete a find. Kazd4 z tychto operédcii meni iba vr-
choly na ceste od korena k listu.
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(a) Pociatotny stav bindrneho stromu. (b) V éase 1 vlozime novy prvok E.

(c) V ¢ase 2 vlozime novy prvok M. (d) V éase 3 vlozime novy prvok C.

Obr. 14.1: Funkciondlny bindrny vyhladdvaci strom: pévodné ddta nikdy ne-
menime; namiesto toho vzdy vytvorime novy vrchol s pozmenenymi idajmi.

Riesenie #1: Kopirovanie cesty Pri kazdej operécii skopirujeme iba tie
vrcholy, ktoré sa skutoéne zmenili — nemusime kopirovat celi datovi struktiru.
A ktoré to si? Pozri priklad na obr. 14.1. Ked do stromu na obr. 14.1a vlozime
prvok E, musime

1. pridat novy vrchol E,

2. vytvorit novi verziu vrcholu D: v klasickej (neperzistentnej) ddtovej struktiire
by sme jednoducho zmenili smernik na pravého syna tak, aby ukazoval na
vrchol E; ked'Ze si vSak chceme zachovat histériu, ponechdme si aj stard
verziu D (bez pravého syna), aj novu verziu D, ktord ma pravého syna E,

3. vytvorit novi verziu vrcholu B: nové verzia bude mat pravého syna — novi
verziu vrcholu D; lavy syn moze nad alej ukazovat na start verziu vrcholu
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A, pretoze tento podstrom sa vobec nezmenil; v§imnite si, Zze nova verzia
B sa lisi od starej: nové verzia ma vnuka E, zatial ¢o stard verzia ziadneho
vnuka nema,

4. vytvorit novii verziu vrcholu F, ktory bude ukazovat na novi verziu B
(pravy syn sa nezmenil), a

5. vytvorit novi verziu koreiia H, ktora ukazuje na novi verziu lavého pod-
stromu a starti verziu pravého podstromu (pretoZe této ¢ast stromu sa
nezmenila).

Vsimnite si, Ze sa snazime zdielat ¢o najviac struktiry medzi starou a novou
verziou. Vysledkom je, ze kopirujeme iba vrcholy na ceste od korena po novo
pridany vrchol. Kazdému vrcholu na tejto ceste sa zmeni prave jeden podstrom,
zatial o druhy ostane nezmeneny a moze byt zdielany.

Na obr. 14.1c a 14.1d je zobrazeny stav struktiry po tom, ako vlozime prvky
M a C. Podobnym sposobom vieme implementovat aj dalsie operacie, ako je
vymazavanie, a dokonca aj vyvazovanie pomocou rotacii.

Vsimnite si, ze na konci mame §tyri korene — teda Styri rozne verzie stromu,
zodpovedajice ¢asom 0,1,2,3. Ak chceme zistif, & bol prvok x pritomny v
strome v ¢ase t, jednoducho zaé¢neme vyhladdvanie v koreni vo verzii t.

Toto rieSenie je navySe plne funkciondlne: ziadne data sa nikdy nemenia,
iba vznikaji nové verzie. Tento pristup umoziiuje menit nielen posledni verziu
stromu, ale tiplne Tubovolni historicki verziu; dokonca umoziiuje kombinovat
rozne verzie, napriklad pri spdjani alebo deleni stromov (pozri, ako sme tieto
operdcie definovali v kapitole o splay stromoch).

Cas aj pamif si dmerné poctu vykonanych zmien. Ak udrziavame strom
vyvézeny, kazda operdcia trvd O(logn) casu a vytvori navyse O(logn) novych
vrcholov, teda spotrebuje O(logn) dodatoénej paméte.

DA sa to lepsie? Vo striktne funkciondlnom modeli, teda v situdcii, ked
Ziadne dita nesmieme menit, odpoved zrejme znie: nie. Kazd4 operécia totiz
nutne men{ (presnejsie: vytvara nové verzie) O(logn) vrcholov na ceste od
korefia k listu, a tomuto sa jednoducho ned4 vyhnit.

Preto teraz zmenime model. Dovolime si mutdcie — teda prepisanie exis-
tujucich dat — a zaroven si ilohu mierne zjednodusime. Namiesto plnej perzis-
tentnosti sa zameriame na éiastoéni perzistentnost.

Budeme predpokladat, Ze zmeny datovej struktiry (vloZenie alebo vymaza-
nie prvku) moZeme vykonavat iba v najnoviej verzii. Starsie verzie st nemenné
a sliZia len na &itanie. Napriek tomu si chceme pamétat celd histériu Struktiry
a budeme chciet vediet odpovedat na otézku find(z,t): nachéddzal sa prvok = v
strome vo verzii (v case) t?

Riesenie #2: Velké vrcholy Zikladna myslienka je presne opa¢nd ako pri
kopirovani cesty. Namiesto toho, aby sme pri kazdej zmene vytvarali nové vr-
choly, nechdme kazdy vrchol ,rast“ a pamitat si svoju vlastni histériu.



112 Perzistentné datové Struktiry

Konkrétne: v klasickom bindrnom vyhladdvacom strome mé kazdy vrchol
smerniky left a right na lavého a pravého syna. Vo velkych vrcholoch budeme
mat namiesto tychto smernfkov dve polia 1eft a right, ktoré si budd pamiitat
zoznam dvojic

(¢as, hodnota)

ktoré hovoria: ,,od tohto ¢asu smernik ukazuje sem*.

Ako prebiecha aktualizicia? Ked vkladdme alebo vymazavame prvok v naj-
novdej verzii, jednoducho do pola left alebo right v niektorych vrcholoch
priddme novy zaznam s aktudlnym ¢asom. Zvysok Struktiry ostdva nezmeneny.
Pozri obr. 14.2.

(c) Kedze podstrom K—L—M je ne- (d) V case 3 vlozime prvok C.
vyvazeny, mozeme v case 2 este zrotovaf
vrchol L.

Obr. 14.2: Ciastocne perzistentny BVS s velkymi vrcholmi. Kazdy vrchol si
pamiitd celt histériu pre lavy a pravy smernik. Napriklad na konci, na obr. (d)

vrchol D obsahuje dve polia: left: a right: .

Dodatoéna pamit je timernd poétu zmien, ktoré vykondme. Ak pouzijeme
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oby¢ajny bindrny vyhladdvaci strom, tak vloZenie zmeni len jeden smernik a
vymazanie zmeni najviac dva. MoZeme vSak pouzit aj vyvazované stromy —
napriklad AVL stromy alebo ¢erveno-¢ierne stromy — kde vyvazovanie meni iba
O(1) hodnét amortizovane.

Cerveno-¢ierne stromy st v tomto ohlade obzvlast vyhodné: garantuji konstantny
pocet roticii aj v najhorSom pripade a zmenia nanajvys logaritmicky vela farieb.
Histériu farieb si véak pamiitat nemusime, pretoze farba sa pri vyhladdvani ne-
pouziva — farbu mézeme pokojne natvrdo prepisat. Z pohladu perzistencie nds
zaujimajd len zmeny smernikov.

Vysledkom je, ze kazda aktualizdcia pridda iba konStantné mnozstvo no-
vej paméte, ¢o je optimdalne a predstavuje vyrazné zlepSenie oproti rieSeniu s
kopirovanim cesty, kde kazda operacia vyzadovala O(logn) novych vrcholov.

Na druhej strane za tuto tsporu pamiite zaplatime miernym spomalenim
vyhladdvania. Pri vyhladdvani zaéneme v koreni, porovnadvame hladany prvok
s kIi€om vo vrchole a pokra¢ujeme dolava alebo doprava. Rozdiel je v tom, ze
pri kazdom kroku musime zistit, kam dany smernik ukazoval v éase t.

To vieme uréif bindrnym vyhladdvanim v histérii prislusného vrcholu. Ak
m4 vrchol zaznamenanych O(t) zmien, trvd tento krok O(log t). Ked'Ze prejdeme
O(log n) vrcholov, celkovy ¢as vyhladévania sa zhorsi z O(logn) na

O(logn x logt).

Méme teda jedno rieSenie (kopirovanie cesty), ktoré méa dobry cas, ale zli
pamif a jedno rieSenie (velké vrcholy), ktoré md dobrii pamit, ale zly Eas.
Prirodzene sa teda natiska otdzka: Existuje riesenie, ktoré by spojilo vyhody
oboch pristupov?

Odpoved je dno.

RieSenie #3: Limitované vrcholy Myslienka je prekvapivo jednoducha a
d4 sa chéapat ako kompromis medzi predchidzajicimi dvoma pristupmi. Na-
miesto toho, aby sme si vo vrchole pamétali celti histériu zmien (ako pri velkych
vrcholoch), povolime kazdému vrcholu uchovévat len obmedzeny pocet histo-
rickych zaznamov.

Konkrétne, kazdy vrchol bude mat okrem svojej aktudlnej hodnoty iba jedno
extra policko, kde si pamétd najviac jednu zmenend hodnotu (pozri obr. 14.3).

Ak potrebujeme spravit vo vrchole zmenu, si dve moznosti:

a) Extra policko je prazdne. V tom pripade zmenu jednoducho zapiseme do
tohto poli¢ka. Kokrétne potrebujeme specifikovat 1. ktora hodnota sa meni
(Tavy alebo pravy smernik), 2. odkedy zmena plati a 3. aka je nova hod-
nota.

b) Extra policko je uz zaplnené. V tomto pripade vytvorime novi kdépiu vr-
cholu, do ktorej zapiSeme aktudlne hodnoty vsetkych policok. Stary vrchol
zostane zachovany a bude slizitf pre star§ie verzie stromu, novy vrchol sa
stane sucastou novsich verzii. Samozrejme, musime nésledne upravit aj
smernik v otcovi, aby ukazoval na novi verziu vrcholu.
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(a) Pociatoény stav bindrneho stromu.

(c) V case 2 vlozime M a zrotujeme vr- (d) V &ase 3 vlozime prvok C. Ked'ze vr-
chol L. Pre vrchol L to znamend 2 zmeny, chol D uz jednu zmenu absolvoval, vy-
takze vyrobime rovno novu verziu. robime novu verziu D.

Obr. 14.3: Ciastoéne perzistentny BVS s limitovanymi vrcholmi. Kazdy vrchol
ma jedno extra policko, kde si pamitad jednu zmenenu hodnotu, napriklad na
obr. (d) m4 vrchol J Tavy smernik na I, pravy smernik na K a navyse si pamita
zmenu (1,2, L), teda Ze pravy smernik od ¢asu 2 ukazuje na vrchol L.

Ak su teda policka na zmeny zaplnené, vrcholy kopirujeme podobne ako pri
kopirovani cesty. Rozdiel je v tom, ze ku kopirovaniu dochddza len zriedkavo.
Kazdy vrchol, ktory kopirujeme, musel byt predtym zaplneny (takze si dokazal
nasetrit. .. ), ¢o vyuZijeme pri amortizovanej analyze.

Tvrdime, ze pocet kopirovanych vrcholov je amortizovane konstantny.

Budeme predpokladat, Ze skopirovanie jedného vrcholu stoji 1$ a kazda
operdcia (vlozenie alebo vymazanie) vykond len O(1) lokdlnych zmien smernikov.
Ukézeme, ze kazdd operdcia si vystacéi s O(1) doldrmi.

Dokaz je jednoduchy: Invariant, ktory budeme dodrziavat je, Ze kazdy ping
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vrchol mé nasetreny 1$. Inymi slovami, definujeme potencidl
®(T) = #plnych vrcholov.

Pozrime sa teraz na jednotlivé pripady:

a) Vrchol je prézdny. ZapiSeme zmenu do extra policka. Tym sa vrchol stane
plnym, ¢o zaplatime pridelenym dolarom.

b) Vrchol je plny. Vrchol skopirujeme, ¢o zaplatime doldrom, ktory mal tento
vrchol nasetreny. Nasledne musime rekurzivne zmenif smernik v otcovi,
¢o moze vyvolaf d'alsi krok rovnakého typu, avsak stdle ndm ostdva doldr
prideleny na operaciu.

Inymi slovami, ak jedna zmena vytvor{ kaskadu kopirovania k vrcholov (skutoéné
cena je k) a na konci sa zaplni jeden novy vrchol, potencidl sa zmeni o

AD = —k+1,

pretoze pri kazdom kopirovani vytvorime prazdny vrchol a potencidl klesne o 1
a kvoli jednému poslednému zaplnenému vrcholu stiipne o 1.

Ked'Ze zmien je len konstantne vela a na kazdi ndm staéf jeden dolér, celkova,
zlozitost je amortizovane konstantna.

Zrhnutie.
pamdt find(z,t)
kopirovanie celej DS +0(n) O(logn)
ukladanie zmien +0(1) O(n)
kopirovanie cesty +O(logn) O(logn)
velké vrcholy +0(1)  O(logn x logt)
limitované vrcholy +0(1) O(logn)

14.1 VsSeobecna konstrukcia

pointer machine

14.2 Problém najblizSej posty

Predstavme si, ze mdme dani mapu mesta a na nej su zakreslené vsetky pozicie,
kde sa nachédza posta. Tieto ddta sa nemenia (alebo sa menia len velmi zriedka),
takze si moézeme dovolif ich dékladne predspracovat.

Jedného diia si idem mestom a spomeniem si, Ze potrebujem poslat list. Kde
sa nachddza najblizsia posta?

Formalne: dané su body p1,ps, ..., pn v rovine. Mame ¢as na ich predspra-
covanie. Nasledne prichddzaji dotazy:
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Je dany bod ¢q. Ktory z bodov p; je najblizsi ku ¢?

Budeme predpokladat, Ze vzdialenost meriame pomocou euklidovskej vzdia-
lenosti.

Samozrejme, pre kazdy dotaz vieme v linedrnom case prejst vietky body,
spocitat vzdialenost od bodu ¢ ku kazdému p; a vybraf ten najblizsi. Ak je
viak bodov aj dotazov vela, takéto riesenie je neakceptovatelné. Otdzka teda
znie: D4 sa vyuzit fakt, Ze body p; s statické a dotazy prichddzaji az neskor?

Predstavme si nasledujicu myslienku. Rozdelime rovinu na oblasti (nazvime
ich rajony) tak, ze kazd4 posta bude mat svoj vlastny rajén, v ktorom je prave
ona najblizgia. MoZeme si to predstavit aj vizudlne: kazdej poste priradime jednu
farbu a celd mapu mesta zafarbime podla toho, ktora posta je v danom bode
najblizsie.

Samozrejme, nechceme tiito tilohu riesif bod po bode pre nespocitatelne ne-
koneéne vela bodov roviny. Difajme preto, Ze tieto rajény maji nejakd rozumni
struktiru a daji sa opisat koneénym (a nie prili§ velkym) mnozstvom udajov.

Ak by sme taktto ,,ofarebnd mapu“ mali, odpoved na dotaz by sa vyrazne
zjednodusila: problém najdenia najblizsej posty by sa zredukoval na intd otazku:

Do ktorého rajénu patri bod ¢7

Skisme sa teraz zamyslief nad tym, ako takéto rajény vlastne vyzeraji.
Zoberte si papier a ceruzku a sktste si nakreslit niekolko prikladov: zaénite s
dvoma bodmi, potom s troma, styrmi, ...Co mézete povedat o tvaroch hranic
medzi jednotlivymi oblastami?

Zaénime tplne jednoducho.

Dva body. Ak méame iba dve posty A a B, hranica medzi ich rajéonmi je
mnozina bodov, ktoré maji od oboch post rovnaki vzdialenost. V rovine ide o
priamku — kolmicu na tsecku AB v jej strede (a.k.a ,0s tisecky AB*). Rovina
sa teda rozdeli na dve polroviny.
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na tejto strane
je A blizgie oko B

na tejto strane
je B blizgie ako 4

1 L’OO{V’

ktoré so rovaako
daleko od
A oj B

Tri body. Pritroch bodoch sa situacia skomplikuje len o mélo. Kazda dvojica
bodov urcuje takuto deliacu priamku. Tieto tri osi uiseciek sa stretni v jednom
bode, ktory je stredom opisanej kruznice trojuholnika ABC. Toto je bod, ktory
je rovnako d'aleko od vietkych troch bodov. Hranice rajénov budi polpriamky
zacinajuce v tomto strede, idice donekonecna.

os AC

Vseobecny pripad. Pre Iubovolny pocet bodov mézeme rozdelenie roviny
na oblasti ziskat takto: Vezmime Iubovolny bod p;; spoéitajme osi tseciek so
vSetkymi ostatnymi bodmi p;. Kazd4 os nam rovinu rozdelf na dve polroviny —
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tam, kde je blizsie p; a tam, kde je blizsie iny bod p;. Oblast, kde p; je najblizsi
zo véetkych teda musi byt prieseénikom vsetkych tychto polrovin.

Oo(tiaf’to
je blizge d

7

odtialto uz \L

Vysledkom je rozdelenie roviny na konvexné mnohouholniky (prienikom kon-
vexnych oblasti je konvexnd oblast), ktoré spolu presne Vypiflajﬁ celd rovinu
(ziadne diery, ziadne prekryvy).

Toto rozdelenie mé dokonca meno.

Voronoiov diagram mnoziny bodov py, ..., p, je rozdelenie roviny na
oblasti, kde kazd4 oblast obsahuje prave tie body, ktoré si najblizsie
k jednému konkrétnemu bodu p;.

Jednoduchy sposob spoéitat kazdu oblast ako prieseénik polrovin by zabral
az O(n?logn) ¢asu, ale existujii ovela efektivnejsie algoritmy, ktoré dokazu Vo-
ronoiov diagram spoéitat v O(nlogn).

14.3 Lokalizacia bodu v rovine
Ak uz mame Voronoiov diagram predpoéitany, odpoved na dotaz ,, kde je najblizsia

posta?“ sa zredukuje na problém n4jst, v ktorej oblasti sa bod ¢ nachddza (tzv.
planar point location):
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Dané je rozdelenie roviny na mnohouholnikové oblasti. Tieto oblasti
mozeme vopred predspracovat. Nasledne budd prichadzat dotazy
typu: pre dany bod g najdi oblast, v ktorej sa nachadza.

T4to tloha je zaujimavé aj sama o sebe. Predstavme si napriklad pouzivatela,
ktory mé otvorenych viacero aplikacii, alebo webovt stranku rozdelenti na mnozstvo
interaktivnych prvkov (tlac¢idld, menu, panely, odkazy). Pri kazdom kliknut{
mysSou potrebujeme rychlo zistif, do ktorej oblasti obrazovky klik patril a ktord
¢ast rozhrania ma na tito udalost reagovat. Podobné problémy sa objavuji aj
v geografickych informac¢nych systémoch, v pocitacovej grafike ¢i v simuléciach.

Prvé riesenia Kirkpatrick 1983 a Edelsbrunner, Guibas a Stolfi 1986 su po-
merne komplikované. My si ukazeme elegantné riesenie od Sarnak a Tarjan 1986.

Prva myslienka pochadza uz od Dobkin a Lipton 1976.

Dobkinov/Liptonov ndpad: rozdelenie na pasy. Rozdelme rovinu na
zvislé pasy podla vsetkych z-ovych stiradnic vrcholov rozdelenia. V jednom pev-
nom pase sa uz ziadne dve hrany nestretavaji ani nerozpajaji. Vsetky vrcholy
leZia na hraniciach pasov. Vnutri pasov st iba rovné tsecky spdjajice Tavi a
pravii hranicu pasu. Vdaka tomu moézeme v kazdom pése uvazovat zvislé poradie
hran zhora nadol.

Riesenie potom vyzera nasledovne:

e Najskor ndjdeme pés, do ktorého patri bod ¢ (bindrnym vyhladdvanim
podla ).

e V tomto pése si udrziavame zoznam hran usporiadany zhora nadol; staci
najst, medzi ktorymi dvoma hranami lez{ bod ¢ (bindrnym vyhladdvanim
podla y).

Tento pristup déva velmi rychle dotazy: stacia dve bindrne vyhladdvania,
takZe ¢as na dotaz je O(logn). Cena za jednoduchost je viak vysoké: pri pre-
chode z pasu do pasu sa vertikalne poradie hran meni, a ak si ho budeme
pre kazdy pas ukladat zvlast, skonéfme s pamitou O(n?) a predspracovanim
O(n?logn).

Pésy st si velmi podobné. Ked sa postvame zlava doprava, hranice pasov
vzdy prechdadzaju cez nejaky vrchol subdivizie: v tomto z-ovom momente nie-
ktoré hrany v aktudlnom péase koncia, iné naopak zac¢inaju. Znamend to, ze
usporiadany zoznam hran v susednych pasoch sa 1isi len mdlo.

Namiesto toho, aby sme kazdy péas triedili od nuly, urobime nasledovné:

e pre Uplne prvy pas si zistime vertikdlne poradie vSetkych hran, ktoré ho
pretinaji, a ulozime si ho do vyhladévacej Struktiry (napr. vyvdZeného
BVS),

e pri prechode do d'alsicho pasu iba odoberieme hrany, ktoré v deliacej
priamke koncia, a priddéme hrany, ktoré v nej zacinaju.
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Ked'7e v jednom vrchole zaéne/konéi v priemere len konstantne vela hran, pre-
chod do d’alsicho pdsu znamend v priemere len O(1) aktualizacii v BVS, teda
casovo O(logn) na pés. Presnejsie: vSetkych zmien je spolu rovny dvakrét poc¢tu
hrén, ¢o je O(n), ked'Ze rozdelenie roviny je plandrny graf. Celkovo tak vieme
vietky pasy spracovat v ¢ase O(nlogn).

Tu v8ak narazime na zdanlivo drobny, ale zdsadny problém: pri dotaze po-
trebujeme vediet vyhladdvat v konkrétnom pése, do ktorého patri bod ¢. Teda
nechceme mat iba posledni verziu BVS po tom, ¢o prejdeme vietky pasy, ale
chceme si zapamiitat aj vietky starsie verzie — jednu pre kazdy pés.

A to je presne tloha pre perzistentné datové struktiry!

Os z si predstavme ako Cas: pri zvySujucom sa = sa nid§ BVS postupne
meni (hrany pribidaji/ubtidajii), no vd'aka perzistencii si zdroven zachovéame
pristup ku kazdej predchadzajicej verzii. Inymi slovami, pre kazdy pas budeme
mat koren ukazujiici na jeho vlastni verziu stromu.

Ak pouzijeme perzistentny BVS realizovany limitovangmi vrcholmsi, jedna
aktualizdcia (insert/delete) nés stoji iba O(1) paméit navyse. Kedze spolu spravime
iba O(n) aktualizacii, celkovd pamit bude linedrna.

Celé predspracovanie zvlddneme v O(nlogn) (zostrojenie prvého pdsu +
O(n) zmien pri prechodoch medzi pasmi) a odpovedat na otdzky budeme vediet
stdle v O(logn) (bindrne vyhladanie pdsu podla x + vyhladanie v prislusne;
verzii BVS podla y).

Takto sme nahradili kvadratické kopirovanie ,poradia hran pre kazdy pas*
jednou dynamickou struktirou, ktord sa pri posune po osi x meni, ale vsetky
jej historické verzie ostavaju k dispozicii.
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Kapitola 16

Sufixovy strom

Motivacia #1: Ako vyhladavat vzorky v texte? Najjednoduchsic rieenie
je, samozrejme, trividine vyhladdvanie: porovname vzorku so vietkymi poziciami
v texte, ¢o trvd O(m x n), kde n je dizka textu a m dizka vzorky.

Klasické algoritmy ako Knuth-Morris-Prattov dokazu vzorku predspracovat
v ¢ase O(m) a ndsledne prejst text v linedrnom ¢ase O(n). Praktické algoritmy
typu Boyer-Moore ¢i jeho varianty casto funguju este lepsie, najmé na priro-
dzenych textoch.

Tieto pristupy véak maji spolo¢nt jednu vec: predspracivaji vzorku a hladaji
ju v povodnom texte. To je idedlne, ak vzorka zostdva rovnaks a text sa meni.

Co ak sme v opacnej situdcii? Text T je obrovsky a fixny, a chceme v fiom
vyhladévat vela roznych vzoriek. Predstavte si napriklad Wikipédiu, ktord ob-
sahuje desiatky gigabajtov textu a v ktorej chceme rychlo néjst dané slova alebo
frazy. Alebo ludski DNA — priblizne 3 miliardy ,bdz“ (4, C, G, T) — a chceme v
nej najst gén dlhy tisice az desattisice znakov.

Dokézali by sme si vopred predspracovat text tak, aby sme ho pri vyhladdvan{
nemuseli prechadzaf cely?

Uké&zeme si, ze s pomocou sufixovych stromov dokézeme (po ivodnom pred-
spracovani) vyhladavat v éase O(m) (!), teda v case imernom dizke vzorky, nie
celého textu.

MotivAcia #2: najdlhsi spoloény podretazec. Problém najdlhsieho spoloéného
podretazca dvoch refazcov bol dlhé roky povazovany za tazky: najlepsie zndme
rieSenia mali zloZitost O(nlogn) a existovali dohady, Ze linedrny ¢as je mozno
nemozny. V roku 1970 Donald Knuth dokonca vyslovil hypotézu, Ze linearny
algoritmus neexistuje.

Ukazeme si, ze ak pozname sufixové stromy, je tato tloha tplne jednoduché
a elegantné riesenie s linedrnou zlozitostou sa objavi takmer samo.

Ked'ze oba problémy, o ktorych sme sa zmienili, sti pomerne zlozité, sktisme
sa najskor pozrief na dve jednoduchsie tlohy. Predstavme si, Ze mame dané
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texty
Ty,...,Ty.

Chceme si ich predspracovat tak, aby sme dokézali riesit nasledujice otdzky:

e Vyhladdvanie prefivov. Pre dani vzorku P chceme rychlo zistif, ktoré z
textov T; za¢inaju prave na P.

o Najdlhsi spoloényj zaciatok. Cheeme najst dvojicu textov, ktoré maji naj-
dlhsi spoloény prefix.

Tieto dve tlohy st vyrazne jednoduchsie nez povodné problémy, no ich
rieSenia nds navedu na cestu k sufixovym stromom a poliam. Skuste sa nad
nimi najprv zamyslief — tieto problémy dokdzete vyriesit aj sami. Az potom
pokracujte v Citani.

Vyhlad4vanie prefixov. Ako rychlo najst vietky texty zaéinajice na vzor-
ku P? Za¢nime od najjednoduchsicho riesenia:

o Trividlne riesenie. Bez akéhokol'vek predspracovania staéi porovnat vzorku
so vSetkymi textami. To trva

O(m x d),
kde m je dizka vzorky a d je pocet textov.

e Triedenie + bindrne vyhladdvanie. Ak si texty vopred zotriedime lexiko-
graficky, moézeme nasledne hladat pomocou bindarneho vyhladédvania. Pri
jednom porovnani dvoch refazcov prejdeme najviac m znakov, no mnozinu
prehladévanych textov zmensime na polovicu, takze vyslednd zlozitost je

O(m x logd).

e Pismenkovy strom (trie).' Ak si texty ulozime do prefixového stromu,
pri vyhladdvani jednoducho zideme po ceste zodpovedajicej vzorke P.
Ak cesta existuje, v8etky listy v podstrome pod touto cestou predstavuju
texty zacinajuce na P. Dizka zostupu je prave m, takze ¢as hladania je

Oo(m).

Najdlhsi spoloény zaciatok. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze kazdy
text mé dlzku prave n. Ako ndjst dve slova s najdlh§im spoloénym prefixom?

o Trividlne riesenie. Mozeme porovnaf kazdi dvojicu textov. Takych dvojic
je d? a porovnanie dvoch refazcov trva v najhorsom pripade n, ¢ize celkova
zlozitost je

O(d? x n).
I Tieto stromy st zndme pod vela réznymi menami: v angli¢tine trie (zo slova retrieval),
prefixovy strom, pismenkovy strom, lexikograficky strom. ..
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e Triedenie. Ak si texty najprv zotriedime lexikograficky, sta¢i porovnat
len dvojice, ktoré stoja v utriedenom poradi vedla seba. Kazdy text teda
porovnavame s najviac dvoma susedmi, takze rieSenie bezi v ¢ase

O(d x n).

e Pismenkovyj strom (trie). Ked texty vlozime do prefixového stromu, kazdy
text zodpovedd jednej ceste z korena do niektorého listu. Dva texty majua
spolo¢ny zaciatok presne tam, kde sa ich cesty zhoduji. Najdlhsi spolo¢ny
prefix medzi fubovolnymi dvoma textami teda nijdeme tak, ze v strome
hladdme najhlbsi vrchol, ktory md aspori dvoch potomkowv.

Tento vrchol predstavuje najdlhsiu cestu od koreria, ktord je spolocnd pre
aspon dva texty, a jeho hlbka je dlzkou najdlhsieho spolo¢ného zaciatku.
Vrchol lahko néjdeme v linedrnom ¢ase (od velkosti stromu).

16.1 Struktira sufixového stromu

Ako sme videli, pismenkovy strom je mimoriadne vhodny na tlohy tykajice sa
prefixov. Pontika sa teda na prvé pocutie Sialend myslienka:

Kazdy podretfazec je predsa prefixom nejakého sufixu.

Co keby sme teda vyrobili pismenkovy strom, do ktorého vlozime wietky sufizy
nasho textu?

Vezmime si napriklad text MISSISSIPPI$, ktory mé presne 12 neprazdnych
sufixov:

$,I$,PI$, PPI$, IPPI$,... K ISSISSIPPI$, MISSISSIPPIS.

Ak zostavime pismenkovy strom obsahujici vSetky tieto refazce, dostaneme
strom zobrazeny na obr. 16.1.
Na obr. 16.2 a 16.3 st dva vécsie priklady: sufixové stromy pre text

SHE_SELLS._SEASHELLS.BY._THE_SEASHORE$
a pre usek DNA sekvencie
ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS.

Na koniec textu vzdy pridame $pecidlny symbol $, ktory sa nikde inde v
refazci nevyskytuje. Tym zabezpeéime, Ze kazdy sufix skonéf v samostatnom
liste (a nie vo vnitornom vrchole).

Vsimnite si, ze kazda cesta od korena k listu zodpoveda jednému sufixu, a
teda kazd4 cesta za¢inajiica v koreni zodpovedd nejakému podrefazcu daného
refazca.

Ocividny problém vsak je, ze vSetky sufixy maju spolu dizku ©(n?). Takyto
strom by zaberal prili§ vela pamiite — kvadraticki pamét si pri textoch dlhych
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miliardy znakov nemézeme v Ziadnom pripade dovolit. Zaroven struktiru, ktord
sama o sebe obsahuje ©(n?) znakov, nedokazeme zostrojit rychlejsie nez v case
O(n?), takze aj ¢asova zlozitost by bola zdsadny problém.

Na druhej strane, ako vidime na obr. 16.1-16.3, takéto sufixové triese obsa-
huji mnozstvo dlhych tsekov, ktoré sa vobec nerozdeluji. Prirodzené rieSenie je
teda jasné: kazdu takd maximalnu cestu bez vetvenia skomprimujeme a ulozime
ako jedind hranu (pozri obr. 16.4-16.6).

Takato struktira sa vSeobecne nazyva komprimovany (alebo kompaktny)
pismenkovy, lexikograficky ¢i prefixovy strom; stretnete sa tiez s nazvami ako
radizovy strom alebo Patricia trie.

Vsimnite si, Ze ked'Ze do stromu vkladdme n retazcov (vietky sufixy), pocet
listov je n a teda cely strom m4 iba linearne vela vrcholov aj hran. To je dobra
sprava.

Na druhej strane, zl4 spréva je, e struktira stdle zaberd kvadratickt pamit,
pretoZze sme do nej vlozili spolu ©(n?) znakov.

LenZe moment! Vetky refazce, ktorymi si oznac¢ené hrany, st predsa len
nejaké useky povodného textu T'. Takze namiesto ukladania képii tychto pod-
refazcov si na kazdej hrane staci zapamitat, odkial-pokial dany tsek v texte
siaha (pozri obr. 16.7).

Takto si pri kazdej hrane v strome sta¢i zapamiétat dve &sla — dva indexy do
textu T, ktoré urcuju zaciatok a koniec prislusného iseku. V tejto reprezentacii
mé teda kazda hrana len konstantnd velkost a celkovd pamiitovd zlozitost je
zrazu linedrna!

Zovseobecneny sufixovy strom. Struktiru mézeme prirodzene zovieobecnit
aj pre mnozinu viacerych ,,dokumentov “

D={T\,Ty,...,T4}.

Jednoducho zostrojime sufixovy strom, ktory obsahuje wvsetky sufizy vsetkijch
dokumentov (pozri maly priklad na obr. 16.8).

Predstavte si napriklad Wikipédiu, ktord obsahuje miliény roznych ¢lankov,
kniznicu vsetkych knth sveta, alebo databdzy genémov (GenBank, Ensembl) so
sekvenciami DNA /RNA najrozli¢énejsich organizmov.

Zovseobecneny sufixovy strom mozeme zostrojit tak, Ze kazdy dokument
ukonéime inym Specidlnym znakom, ktory sa v ziadnom texte nenachadza. Al-
ternativne mozeme zostrojit oby¢ajny sufixovy strom pre zretazeny text

Ty #To# Tt - - - Ty#$,

kde # a $ si dva Specidlne ukoncovacie symboly, ktoré sa v ziadnom texte ne-
nachadzaju. Jediny drobny rozdiel je v tom, ze listy a hrany musia navyse
specifikovat, ktorého dokumentu sa dany sufix (alebo jeho ¢ast) tyka.

Kenstrukeia? Aplikdcie. Sufixové stromy sa daji zostrojit v ¢ase O(n); ako
to dosiahnut, si viak vysvetlime aZ v kapitole o sufixovych poliach. Najprv si
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vSak ukazeme, aké uzitotné sufixové stromy su a ,,milién “ réznych aplikécii, kde
sa daju vyuzit. Hovori sa, ze ked m4 ¢lovek kladivo, vela problémov za¢ne pri-
pominaft klince. A sufixovy strom je naozaj velmi velké kladivo na najroznejsie
problémy v stringoldgii.
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Obr. 16.1: Sufixovy strom pre text ,MISSISSIPPI$“.
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Obr. 16.2: Sufixovy strom pre text ,,SHE_SELLS_SEASHELLS._BY. THE_SEASHORES$ “.
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Obr. 16.3: Sufixovy strom pre text ,ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS$ “.
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Obr. 16.4: Sufixovy strom pre text ,MISSISSIPPI$“. Cesty, ktoré sa nedelili, sme
skontrahovali do jednej hrany. Ked'ze v strome je n sufixov, teda n listov, strom
mé iba linedrne vela vrcholov aj hran. Stdle véak méme problém, %e pismend

na jednotlivych hrandch zaberaju spolu kvadraticky priestor.
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Obr. 16.5: Sufixovy strom (s komprimovanymi cestami) pre text
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Obr. 16.6: Sufixovy strom (s komprimovanymi cestami) pre usek DNA sekvencie

»ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS$ .
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Obr. 16.7: Sufixovy strom pre ,MISSISSIPPI$“. Skontrahujeme hrany a na-
miesto retazcov na kazdej hrane pouzijeme indexy [odkial, pokial) sa nachéddza
v pévodnom texte. Takto vieme kazdd hranu reprezentovat v konstantnej pamiiti
a tym padom cely sufixovy strom zaberd len linedrnu pamiit.

4 01 2 3 4 01 2 3 4

01 2 3
ABAA$; BABA$>, BBABS$;

Obr. 16.8: Zovseobecneny sufixovy strom moZe obsahovat viacero textov (doku-

mentov) naraz. Listy v tomto pripade predstavujui sufix alebo poziciu v niekto-
rom texte.
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16.2 Aplikacie

#1 Vyhlad4vanie v texte

Majme text T a vzorku P. Chceme zistit, & sa P nachddza v T', pripadne néjst
jej prvy vyskyt alebo vsetky vyskyty.
Sufixovy strom to umoziiuje velmi jednoducho:

e Stadf zist z korena pozdii cesty uréenej refazcom P. Ak sa cesta skonéi
aspesne v nejakom vrchole, vSetky listy v danom podstrome zodpovedaju
vyskytom P v texte.

e Ak chceme néjst proy vyskyt, predpoéitame si pre kazdy vrchol ukazovatel
na list s najmensim ¢islom sufixu (alebo priamo poziciu prvého vyskytu).
Urobime to jednym prechodom stromu zdola nahor v ¢ase O(n): pri po-
storder prechode ulozime do kazdého vrcholu minimum z jeho deti.

e Ak chceme najst pocet vyskytov, staéi si predpoéitat pocet listov v kazdom
podstrome, opit jednym postorder prechodom.

e Ak chceme néjst vsetky vyskyty, jednoducho prehladdme cely podstrom.
Ak je pocet vyskytov k, podstrom mé velkost O(k).

Napriklad, vyhladajme retazec BA vo vieobecnom sufixovom strome na obrazku 16.8.
Zacneme v koreni a postupne sledujeme hrany oznacené B a A. V podstrome, do
ktorého sa takto dostaneme, sa nachadzaja styri listy: ¢ervend 1, zelena 0 a 2 a
modré 1. Tieto listy presne zodpovedaji styrom vyskytom refazca BA v textoch
ABAA, BABA a BBAB.

Vysledné zlozitosti:

predpocitanie O(n)
pruy vyskyt / pocet vyskytov O(m)
vietky vyskyty O(m+k)

kde k je pocet vyskytov vzorky v texte T'.

#2 n-gramy

Pod n-gramom rozumieme postupnost n pismen. Napriklad existuje 8 roznych
trigramov pozostavajicich iba z pismen A a B. Ktoré z nich sa vyskytuju v
refazcoch ABAA, BABA a BBAB?

Jeden sposob, ako to zistit, je prechadzat refazce a priebezne si ukladat
mnozinu v8etkych trigramov, ktoré sme videli.

Alternativne si vetky trigramy priamo viditelné v zovseobecnenom sufixo-
vom strome tychto retazcov: staéi si predstavit, Ze strom ,rozrezeme* v hibke 3.
Potom moézeme odpoved jednoducho odéitat zo vietkych ciest dIZky 3 od korena:
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N B

A B $2A $3 A $1

i fey @} e

#3 Najdlhsi opakujiici sa podretazec

Aky je najdlhsi podretfazec v refazci MISSISSIPPI, ktory sa v fiom vyskytuje
aspon dvakrat?

Odpoved’: ISSI.

Ako to vsak zistime vo vieobecnosti? Toto je problém, ktory sme spominali
v uvode kapitoly.

Pred zavedenim sufixovych stromov bol dlho povazovany za fazky: exis-
tuje trividlny O(n?®) algoritmus a o nieco lepsi O(n?) algoritmus zalozeny na
dynamickom programovani. Dlhy ¢as nebolo jasné, ¢i sa d4 ndjst aj linedrny
algoritmus a dokonca sa objavili hypotézy, ze ziadny takyto neexistuje.

Prekvapivo vsak s pomocou sufixovych stromov dostaneme riesenie, ktoré je
tplne jednoduché:

najdlhsi opakugjici sa podretazec zodpovedd najhlbsiemu vnitornému
vrcholu, sufizového stromu.

Vnttorny vrchol sufixového stromu vidy reprezentuje retazec, ktory sa v
texte vyskytuje aspon dvakrat: pod danym vrcholom sa totiz nachadzaju aspon
dva listy, teda dva sufixy zac¢inajice rovnakym prefixom. Pocet listov v pod-
strome zéroven uddva pocet vyskytov tohto podretazca.

Pre kazdy vrchol si mozeme predpocital jeho textovi hibku (string depth),
t.j. pocet znakov na ceste od korena do daného vrcholu. (Pozor, nejde o klasickd
hibku vrcholu v zmysle poc¢tu hran, ale o dizku textu ulozeného na hranach po
ceste od koreria.)

Najdlhsi opakujici sa podrefazec zodpovedd vnitornému vrcholu s ma-
ximélnou hodnotou teztovou hibkou. Takyto vrchol vieme néjst v case O(n)
jednym prechodom stromu.

Skitste si rozmysliet, ako by ste riegili mnohé d'alsie pribuzné tlohy ako:

e najdlhsi opakujtici sa podretazec, ktorého vyskyte sa neprekryvaju,
e najkratsi podrefazec, ktory sa v texte vyskytuje len raz,

e najcastejsie sa vyskytujuci retazec dIZky aspon k.
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#4 Najdlhsi spoloé¢ny podretazec

Podobn4 tloha ako predosla, ale tentoraz majme dva texty 77 a T5 a chceme
néjst ich najdlhsi spoloény podretazec.

Staéi zostrojit zovseobecneny sufixovy strom pre mnozinu {77,T%}. Listy
teraz ofarbime dvoma farbami podla toho, ku ktorému textu prislusny sufix
patri. Cielom je néjst taky vndtorny vrchol, pod ktorym sa nachidzaju listy
oboch farieb, a ktory zaroven maximalizuje svoju textovi hibku.

Pri prechode stromom zdola nahor si pre kazdy vrchol predpocitame, ¢i jeho
podstrom obsahuje iba listy jednej farby (a ktord), alebo listy oboch farieb.
Vnutorné vrcholy, ktoré maju pod sebou listy oboch farieb, reprezentuja vsetky
spoloéné podrefazce oboch textov. Najdlhs{ z nich je ten s najviésou hodnotou
textovou hibkou.

#5 Maximalne repeaty

Majme text T a chceme najst vietky mazimdine repeaty, t.j. také dvojice vyskytov
podretazca, 7e
Tli...i+kl=T[j...7+k],

ale podretazec sa uz nedd predizit ani dolava, ani doprava:
Ti—10#T[j—1 a Tli+k+1]#TG+k+1)

Intuitivne hladdme vietky opakujice sa podretazce, ktoré st ,,maximalne*
v tom zmysle, Ze ich d'alsie rozsirenie by uz viedlo k nezhode.

V sufixovom strome je riesenie opit jednoduché. Kazdy opakujici sa pod-
refazec zodpoveda vniitornému vrcholu. Aby bol repeat maximalny, staéi skon-
trolovat, & jeho viskyty nemozno predlzif o jeden znak dolava alebo doprava.

Na tento ucel si pri konstrukcii stromu stac¢i pri kazdom liste, ktory reprezen-
tuje sufix zacinajici na pozicii 4, poznaéit znak, ktory sa nachddza bezprostredne
pred nim, t.j. znak T[i — 1] (pre i = 0 mdZeme pouzit Specidlny symbol).

Potom pre kazdy vnitorny vrchol, pod ktorym sa nachadzaji najmenej dva
takto oznacené listy, moézeme Tahko overit, & sa dany refazec d4 (alebo ned4)
prediiit’ dolava ¢i doprava. Vnitorné vrcholy, ktoré zaroveri Spiﬁajﬁ tieto obme-
dzenia, zodpovedaji prave maximalnym repeatom v texte.

LCA a RMQ

V nasledujicich aplikdcidch budeme potrebovat vediet riesit dve zdkladné pod-
tlohy: LCA (Lowest Common Ancestor) a RMQ (Range Minimum Query).

LCA: Majme dany zakoreneny strom a dva jeho vrcholy u a v. Ulohou je najst
ich nagnizsieho spoloéného predka, t.j. taky vrchol, ktory je predkom oboch a
zaroven lezi najhlbsie v strome. Ak si predstavime cestu od korena k u a v, tak
LCA(u,v) je posledny vrchol na ich spolocnej ceste.
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RMQ: Majme pole éisel A[0...n — 1]. Dotaz RMQ(4,5) mé vratit poziciu
najmensej hodnoty v intervale Afi ... j].

Ako tieto dve tilohy efektivne riesif si ukdZeme v nasledujiicej kapitole. Zatial
budeme predpokladat, Ze ak si vstupny strom/pole vhodne predspracujeme,
dokazeme odpovedat na otazky o LCA a RMQ v konstantnom ¢ase.

7#6 Najdlhsi spolocny prefix

Majme dve pozicie ¢ a j v texte T a chceme zistit najdlhsi spoloény prefix
sufixov T[i...] a T[j...], t.j. dlzku najdlhsej pociatoénej zhody:

LCP(i,j) =max{k : Tli...i+k—1=T[j...j+k—1]}.

Trividlne rieSenie. Jednoduchy sposob je porovnivaf znaky jeden po dru-
hom, kym nendjdeme prvy nesilad. Toto trva O(k), kde k = LCP(i, j).

Riesenie pomocou LCA. V sufixovom strome ma kaZdy/suﬁx svoj list. Naj-
dlhsi spolo¢ny prefix dvoch sufixov zodpoveda textovej hlbke ich najnizsieho
spolo¢ného predka:

LCP (i, j) = string-depth (LCA(list (i), list(5))).

Ak teda vieme LCA pocitat v ¢ase O(1), vieme aj LCP(i, j) uréit v ¢ase O(1).

#7 Priblizné vyskyty

Majme text T dfzky n, vzorku P diiky m a chceme najst vietky pozicie, kde
sa P ,priblizne“ nachadza v T, pricom tolerujeme, ak sa vzorka od vyskytu lisi
najviac v k znakoch.

Trivialne rieSenie. Prilozime vzorku P ku kazdej pozicii v texte a spocitame,
v kolkych znakoch sa ligi. Toto trva O(n x m), pretoze pre kazdu poziciu po-
rovnavame po znakoch az kym nedosiahneme m.

Rychlejsie riesenie pomocou sufixového stromu. Mozeme dosiahnut ¢as
O(nxk), ak vyuzijeme sufixovy strom a najmé moznost poéitat najdlhsi spoloény
prefix dvoch sufixov v ¢ase O(1).

Myslienka je jednoduchd: skusime prilozit vzorku P ku kazdej pozicii i v
texte ako predtym, ale namiesto porovnavania znakov jeden po druhom sa
vzdy v konstantnom Case posunieme na najblizsiu chybu. To urobime pomocou
vypoctu

LCP(P[j...], Tli+3j...]).
Ak je napriklad priloZenie presné na prvych x znakov, LCP ndm v O(1)

povie hodnotu z, a my okamzite preskoc¢ime o x znakov dalej, az k najblizsej
moznej chybe.
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Opakujeme to najviac (k + 1)-krat, ked'Ze pri viac nez k chybdch mézeme
poziciu rovno zamietnut. Na kazdej pozicii teda stravime O(k) ¢asu a celkovo
tak dostdvame ¢asovi zlozitost O(n X k).

Poznamka: Tento algoritmus je skor teoreticky.

#8 Pocitanie dokumentov
Majme mnozinu dokumentov
D={T\,...,Ty}.

Ozna¢me n; dizku i-teho textu a N = >, ni celkovi dizku vietkych textov
dokopy. Pre danti vzorku P chceme spoéitat v kolkych roznych dokumentoch sa
vyskytuje.

Pri 6smej aplikacii sndd’ neprekvapi, Ze budeme pracovat so zovseobecnenym
sufixovym stromom pre dani mnozinu dokumentov. Kazdy list zafarbime farbou
dokumentu, z ktorého pochddza prislusny sufix.

Ak tlohu preformulujeme do re¢i stromov: Mame d réznych farieb a pre
kazdy vrchol v strome checeme uréit, kolko réznych farieb (teda dokumentov) sa
nachadza v jeho podstrome.

Priamoéiare rieSenie. Pre vrchol, v ktorom konéi vyhladdvand vzorka, staéi
prehladat cely jeho podstrom a zozbierat farby vsetkych listov. To trvé

O(m + #pocet listov v podstrome) = O(m + #vyskytov).

D4 sa to lepsie? V dokumentoch sa hladand vzorka moze vyskytovat velakrat
a teda pocet vyskytov moze byt ovela—ovela vicsi ako je pocet réznych doku-
mentov, ktoré ju obsahuju.

Prvy pokus o zrychlenie. Pre kaZdy vrchol mdzeme predpoéitat mnozinu
farieb v jeho podstrome. To by vSak znamenalo pamitf aj ¢as na predpoéitanie

O(N x d),

¢o je dost vela.

Ak je d malé, praktické rieSenie je reprezentovat mnoZiny ako bitvektory:
jednotkovy bit na pozicii j znamend, ze podstrom obsahuje j-ty dokument. Pri
zjednocovani mnozin deti potom staéi z-OR-ovat jednotlivé bitvektory.
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Lepsie rieSenie pomocou LCA. Finta je v tom, ze sa vyhneme explicitnému
ukladaniu mnozin. Fixujme si nejaky konkrétny podstrom (vrchol v). Dva listy a
a b patria do podstromu préve vtedy, ked ich najnizsi spolo¢ny predok LCA (a, b)
lezi v podstrome v.

To nam umozni poéitat opakovania farieb nasledovne: ak sa v podstrome
nachadza napriklad r listov cervenej farby, tak existuje presne r — 1 po sebe
idicich dvojic ¢ervenych listov, ktorych LCA lezi v tomto podstrome.

Namiesto toho, aby sme zistovali poéet réznych farieb, spoéitame najprv
pocet opakovand farieb. Vo vrchole s podstromom obsahujicim r listov rovnakej
farby m4 tato farba r — 1 “extra vyskytov”. Ak vieme pre vsetky farby spoéitat,
kde sa takéto opakovania nachadzaji, vieme pre dany vrchol uréit:

#farieb v podstrome v = (#listov v podstrome v) — (#opakovani v podstrome v).

Ako zistime opakovania?

1. Pre kazdu farbu si vezmime vsetky listy tejto farby a zotried me ich podla
poradia v Eulerovskom prechode (zlava doprava).

2. Pre kazdu dvojicu po sebe iducich listov a, b danej farby spocitame LCA(a, b).

3. Pre vrchol u = LCA(a,b) zaznacime, Ze v jeho podstrome zacina jedno
opakovanie.

4. Nakoniec urobime jeden DFS prechod zdola nahor. V kazdom vrchole
s¢itame vSetky hodnoty svojich deti a tak zistime celkovy pocet opako-
vani v jeho podstrome.

Potom uz len odpocitame pocet opakovani od poctu listov a ziskame pocet
roznych farieb. Celi struktiiru vieme predpoéitat v éase O(n), ak mame k dis-
pozicii LCA v ¢ase O(1). Po tomto predspracovan{ vieme pre kazdy dotaz zod-
povedat v ¢ase O(1).

#9 Hladanie dokumentov

Uvazujme opit zovieobecneny sufixovy strom nad mnozinou dokumentov D =
{Ty,...,Ty}. Tentokrat budeme chciet nielen poéet dokumentov, ktoré obsahuju
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vzorku P, ale aj vypisat, ktoré to st. Tak ako pri predchddzajticej tilohe, si
moézeme vrchol zodpovedajici sufixu z dokumentu 7; oznacit farbou i a 1ilohou
bude vypisat vsetky farby v danom podstrome.

Tak ako v predchadzajicej aplikacii mézeme bez predpocitania jednoducho
prejst cely podstrom a zozbieraf farby listov. Casové zlozitost tohto riesenia je
vsak

O(m + #vrcholov v podstrome).

My by sme idedlne chceli algoritmus, ktory mé zlozitost
O(m + #rdznych farieb v podstrome).

Klicova myslienka. Zavedieme si pole A[1..n], kde A[i] je index predoslého
listu s rovnakou farbou ako list i. Ak je list ¢ prvy zo svojej farby, nech A[i] = 0.

Pozri priklad na obr. 16.9.

Listy zodpovedajiice vyskytom vzorky tvoria sdvisly interval [i,j] v tomto
poli. Chceme vypisat vietky rézne farby v tomto intervale.

Farba na pozicii k sa v intervale [i, j] vyskytuje prvykrdt prave vtedy, ked

Alk] < 1.
Takze problém sa redukuje na nasledovny:
Vypisat vsetky k € [i, j] také, ze Alk] < i.

Tieto pozicie vzdy prvym vyskytom vzorky P v kazdom dokumente. Ako
ich n4jst efektivne?

Nad polom A si predpoéitame détovi truktiru pre range minimum query
(RMQ) v ¢ase O(n), s dotazmi v ¢ase O(1).

Potom postupujeme rekurzivne:

1. Néjdeme
k = argmin(A[i..j]).

2. Ak AJk] < 1, tak pozicia k reprezentuje nejaky dokument — vypiseme farbu
listu k.

3. Rekurzivne pokracujeme v intervaloch [i,k — 1] a [k + 1, j].

Rekurzia sa zastavi vzdy, ked minimum v intervale uz nespiﬁa podmienku
Alk] < i.

Vysledna zlozitost. Predspracovanie pola A (vypocet A a RMQ) trvd O(n).

Ak si predstavime strom rekurzivnych volani (koren je minimum intervalu,
synovia st minimé lavého a pravého podintervalu), prechddzame vlastne cast
tzv. Kartézského stromu pre dané pole. Kazdy vnutorny vrchol je jedna farba,
ktord vypiseme a listy reprezentuji ¢asti pola, kde rekurziu moézeme ukonéit,
pretoze vietky prvky st uz vicsie alebo rovné i. KedZe listov je len o 1 viac ako
vnutornych vrcholov a kazdy vrchol zodpovedd len jednému volaniu RMQ, ¢o
je O(1), celkovy cas je O(#dokumentov).
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Obr. 16.9: Pre kazdy list si pozna¢ime dvojicu (i,p), kde ¢ je poradové &islo
listu zlava doprava a p je &islo predoslého listu s rovnakou farbou. Napriklad
pod modrym vrcholom 2 mame poznacené (10,5), pretoze je to 10-ty vrchol v
poradf a najblizéi modry list vlavo je 5-ty v porad{ (ako zndzoriuje $ipka medzi
modrymi listami 2 — 1). Tieto dvojice tvoria pole A dolu.

Povedzme, Ze v strome hladdme vzorku A — prejdeme od koreiia po hrane
oznacenej A a zakruzkovany podstrom zodpovedd vsetkym vyskytom A vo
v8etkych dokumentoch. Tento podstrom zodpoveda intervalu od 9-teho po 14-ty
vrchol.

Vsimnite si, ze prvy vyskyt v kazdom dokumente st prave tie listy, ktorych
predchodca je skor ako 9-ty v poradi. Naopak, opakované vyskyty maji pred-
chodcu v intervale [9, 14].

Uloha sa ndm teda redukuje na ndjdenie tych pozicii k v intervale [9,14], kde
Alk] < 9.
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Zhrnutie

Sufixovy strom je pismenkovy strom (trie), ktory obsahuje vietky sufixy daného
refazca. ZovSeobecneny sufixovy strom obsahuje vietky sufixy viacerych refazcov.
Zaberd iba O(n) pamite, ak pouzijeme kompaktnd reprezenticiu, pricom cesty,
ktoré sa nedelia, skomprimujeme do jednej hrany a kazdd hranu reprezentu-
jeme len dvoma indexmi do povodného textu. Mozno ho zostrojit v ¢ase O(n)
(konstrukciu si ukdzeme v kapitole o sufixovych poliach).

Je velmi uzitoény v stringolégii, pretoze odhaluje vela struktiry o pod-
retazcoch daného textu a mnoho problémov nad retfazcami sa d4 pomocou neho
prelozif na problémy nad stromami. Preto sa oplati mat poruke maly ., prekla-
dovy slovnik“ medzi svetom refazcov a svetom stromov:

Stringoldgia Stromy

list ¢ v sufixovom strome

cesta od korena k listu ¢
zaciatok cesty od korena k listu ¢
dizky j — i+ 1;

listy v podstrome pod

cestou oznacenou P

pozicia i v texte
-ty sufix
podretazec T'i..j]
vyskyty vzorky P
vetky podretazce ,prerezanie“ stromu v hibke &
dlzky k v texte
dokument

dokumenty obsahujice P
spolo¢ny prefix

farba listu
rozne farby listov pod cestou P
spolo¢na cesta od korena
dvoch podretazcov smerom k dvom vrcholom
najdlhsi spolo¢ny LCA prislusnych
prefix dvoch sufixov dvoch listov.

O A A A
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Kapitola 17

LCA a RMQ

V tejto kapitole sa budeme venovat dvom na prvy pohlad dplne odlisnym a
nesuvisiacim algoritmickym problémom, ktoré sa nam zisli pri rieSeni tdloh na
sufixovych stromoch.

Prvy z nich je LCA — Lowest Common Ancestor, teda najnizsi spolo¢ny
predok. Uloha znie nasledovne: Méme dopredu dany korenovy strom, v ktorom
sa vrcholy nemenia. Méme tiez ¢as na jeho predspracovanie, teda mozeme si
pripravit datové struktiry a pomocné informéicie. Nasledne budeme opakovane
dostavat dotazy, v ktorych dostaneme vZzdy dvojicu vrcholov a nasSou tlohou
bude ¢o najrychlejsie najst ich najnizsieho spoloéného predka. Ako napoved uz
vrcholov a zdroven sa nachddza najhlbsie (teda najblizsie k tymto vrcholom).

Druhy problém, ktorému sa budeme venovat, je RMQ — Range Minimum
Query, teda dotazy na minimum v rozsahu. V tomto pripade mame dané pole
¢isel A[0...n — 1] a cielom je opakovane zodpovedat dotazy typu: ,Kde sa
nachadza najmensia hodnota v poli medzi indexmi ¢ a 57 Inymi slovami: ,,Najdi,
kde je minimum v tiseku Ali . . . j].“ Rovnako ako pri LCA, aj tu predpokladdme,
7ze pole sa nemeni (je statické), a ze mame ¢as na predspracovanie idajov. Po
fiom nasleduji dotazy, ktoré chceme zodpovedat o najrychlejsie.

Ako by ste takéto 1lohy riesili?

17.1 Jednoduché rieSenia

Postupne sa pozrime na niekolko zdkladnych, ¢oraz lepsich rieseni, pri¢om bu-
deme porovnavat éas zodpovedania dotazu, pamitfovi naroénost a ¢as pred-
spracovania.

Za¢nime problémom RMQ.

RMQ #1. Ziadne predspracovanie: Najjednoduchsi pristup je nerobit ni¢
navyse. Pre kazdy dotaz RMQ(, j) jednoducho prejdeme celé pole medzi i a j
a najdeme minimum.

149
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Cas na dotaz Pamif Predspracovanie
O(n) O(n) ziadne

RMQ #2. Predpoéitame vsetko: Dalsia moznost je predpoéitat si mini-
mum pre kaZdi mo#ni dvojicu indexov (4, ) a ulozit si ho do tabulky. Potom
moézeme kazdy dotaz na RMQ zodpovedat v konstantnom ase jednoduchym
pohladom do tabulky.

Cas na dotaz Pamitf Predspracovanie

0(1) 0(n?) O(n?)

RMQ #3. Intervalovy strom: Nad polom si zostrojime bindrny strom
(kazdy vrchol bude zodpovedatf nejakému intervalu pod nim). Pre kazdy vr-
chol spoéitame minimum z jeho dvoch synov (lavy a pravy syn zodpovedd prvej
a druhej polovici intervalu), tym pddom bude mat kaZzdy vrchol predpoéitané
minimum z intervalu pod nim. Ked budeme chcief néjst minimum z inter-
valu (i,7), odpoved poskladdme z najviac O(logn) podstromov, ktoré dokopy
pokryvaju cely interval.

Cas na dotaz Pamif Predspracovanie
O(logn) O(n) O(n)

D4 sa to lepsie?
Oddychnime si a pozrime sa na LCA. Prvé dva napady pre RMQ funguji
aj pre LCA:

LCA #1. Ziadne predspracovanie: Pre kazdy dotaz LCA (u,v) jednoducho
prejdeme a zapiseme si cestu od u aj od v ku korenu. Potom tieto cesty prejdeme
v opacnom smere od korena k u/v; obe cesty najskor zac¢inaji spoloéne no a my
potrebujeme néjst prvé miesto, kde sa odpoja.

Druh4 moznost je, Ze si predpoéitame hibku kazdého vrcholu. Pri otézke na
LCA(u,v) najskor dorovndme hibky (toho, kto je hlbsie, posunieme po rodi¢och
vyssie, kym sa nedostane na rovnaki uroven) a nésledne oboch postupne na-

raz posivame smerom nahor, kym sa nestretnd (prvy spoloény vrchol je préve
LCA).

Cas na dotaz Pamif  Predspracovanie
O(h), kde h je vyska  O(n)  ziadne, resp. O(n)
stromu, najviac O(n)

LCA #2. Predpocitame vsetko: Pre kazda dvojicu vrcholov u a v si
spocitame vysledok a ulozime do tabulky. Kazdy dotaz potom vieme vyriesit
jednym pohladom do tabulky. (Skuste si rozmysliet, ako tito tabulku spocitat
efektivne.)
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Cas na dotaz Pamét{ Predspracovanie

0(1) O(n?) O(n?)

OK. Vedeli by sme najst riesenie, ktoré mé ¢as lepsi ako linedrny a pamit
lep§iu ako kvadraticka?

Hint: Bindrne vyhladdvanie.

Hint #2: Predstavme si, Ze nasfm prvym krokom bude vyrovnat hfbky oboch
vrcholov. To znamend, ze hlbsie polozeny vrchol , vystipa“ po strome nahor,
kym sa nedostane na rovnaku troven ako ten druhy. Ako sa to da lepsie ako v
linedrnom &ase a zéroven lepsie ako s kvadratickou pamétou?
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LCA #3 Binarny rebrik. Myslienka je nasledovna: Predpokladajme, Ze
vrcholy uz mame dorovnané na rovnakej Urovni a predstavme si, Ze si pod
seba napiSeme obe cesty od vrcholov smerom ku koreriu — napiSeme si zoznam
predkov, krok za krokom, az po koren. Ako ndjdeme miesto, kde sa tieto dve
cesty prvykrat ,zbehnia“?

Jednoducho, pomocou bindrneho vyhlad4vania: Pozrieme sa do stredu tychto
ciest.

e Ak si v tomto bode predkovia rovnaki, vieme, ze LCA je v tejto vyske
alebo este nizsie (blizsie k vrcholom) — LCA treba hladat v prvej polovici.

e Ak su predkovia rozdielni, znamend to, ze k zhodnému predkovi sme sa
este nedostali, a LCA musi byt vyssie v strome — LCA trbea hladat v
druhej polovici.

Takymto sposobom dokazeme v logaritmickom poéte krokov najst najnizsi bod,
kde sa obe cesty spédjaju.

Ostéva este vyriesit dve otazky: Ako dorovnat vysky vrcholov, aby sme mohli
hladat LCA v synchronizovanych tirovniach? A ako sa pri bindrnom vyhladavani
pozriet do stredu? Postupovaf zakazdym krok po kroku by bolo pomalé. Po-
trebujeme maf moznost ,skdkat“ rychlejsie — nie po jednom, ale po vicsich
skokoch.

RieSenim je predpoéitat si pre kazdy vrchol skoky o 1 predka, o 2 predkov,
04,08, 016, atd., skoky dfzky 2% pre kazdi mocninu dvojky. Pre kazdy vrchol
v a kazdé k od 1 po lgn si ulozime

up[v][k] = predok vo vzdialenosti 2% od v.

(Této technika sa nazyva binary lifting.)

Dorovnanie hibok potom dokézeme v logaritmickom case: Napriklad ak jeden
vrchol je v hibke 47 a druhy v hibke 68, potrebujeme druhym skoéit o 21 vyssie,
¢o zvladdneme jednoducho troma skokmi o 16 + 4 + 1.

Namiesto klasického bindrneho vyhladdvania, ktoré sa pozera vidy do stredu
pouzijeme variant, ktory sa zakazdym pozrie na najbliz§iu mensiu mocninu
dvojky. Takto sa cely dotaz LCA da vyriesif v €ase O(logn), pricom pred-
spracovanie trvd O(nlogn) a zabera rovnaké mnozstvo paméte.

Cas na dotaz Pamiit Predspracovanie
O(logn) O(nlogn) O(nlogn)

Hmmm. .. sice sme dorovnali tretie riesenie RMQ (logaritmicky cas), ale
pamit a predspracovanie je horsie! D4 sa to lepsie?
17.2 RMQ — este lepsie rieSenie

Spiat ku RMQ. V predchddzajicej Casti sme si ukdzali viacero rieseni — od
naivného linedrneho po logaritmické s intervalovym stromom. Zaujimavé vSak
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je, ze vietky doterajsie rieSenia st ovela vieobecnejsie, nez by sa na prvy pohlad
mohlo zdat. NevyuZili sme pritom Ziadnu Specidlnu vlastnost operdcie minimum!
Kazdy z uvedenych pristupov by uplne rovnako fungoval aj pre iné operacie,
napriklad:

e vypocet suctu alebo sucinu prvkov v intervale,
e bitové operacie ako AND, OR, XOR,
e dokonca aj pre zlozitejsie struktury ako:

— matice, kde v intervale poc¢itame si¢in matic (napr. na lavo asoci-
ovany),

— alebo funkcie X — X reprezentované tabulkou, pricom chceme pos-
kladat funkcie v intervale ((f o g)(z) = g(f(x))).

Nase doterajsie rieSenia funguji pre lubovolni asociativnu opericiu, pre fantsikov
algebry: pre lubovolny monoid. NevyuZivaju ziadnu §pecidlnu vlastnost minima.

Moézeme si teda polozif otdzku: Co ak nds zaujima konkrétne prdve mini-
mum? Existuji efektivnejsie riesenia ktoré naplno vyuzivaju vlastnosti operéacie
min? A ¢éim je vlastne minimum Specidlne?

Nuz, operécia min m4 hned niekolko prijemnych vlastnosti. Je asociativna
(nezélezi na zdtvorkdch), komutativna (nezdlezi na poradi) a okrem toho mé
eSte jednu tajnui zbran:

min(z,z) =z pre kazdé .

V preklade: ak aj nejaky prvok zapocitame viackrat, vysledné minimum sa ne-
zmeni! Ak by ste chceli machrovat v kréme (alebo na skigke), tak tato vlastnost
sa vola idempotencia.

V trefom rieseni, kde sme pouzili intervalovy strom, sme cely interval rozlozili
na niekolko disjunktnych podintervalov (vidy s diikami, ktoré si mocninami
dvojky). Pre tieto podintervaly sme mali uz vypocitanti odpoved a stacilo jed-
notlivé medzivysledky skombinovat. V najhorsom pripade vSak bolo potrebnych
a7 O(logn) podintervalov — prave preto, Ze boli disjunktné a museli pokryvat
cely rozsah presne.

Pri operdcii minimum méme vyhodu: méZeme pouzit aj intervaly, ktoré sa
prekryvaju (vysledok to nezmenf).

RMQ #4 Riedka tabulka. Myslienka rieSenia je prekvapivo jednoduché:
predpocitame si minimé pre vSetky intervaly, ktorych dizka je mocninou dvojky.
Konkrétne pre kazdi za¢iatoéni poziciu ¢ € [0...n) a pre kazdé k od 0 po lgn
si spoc¢itame
MIK][i]] = min A[i .. .i + 2% — 1].

Finta spociva v tom, ze kazdyj interval [i, j] (dlzky ¢ = j—i+1) vieme pokryt
len dvoma intervalmi diiky 2%, Ako to funguje? Najskor si ndjdeme najvicsiu
mocninu dvojky, ktora sa este do nasho intervalu zmesti:

28 <0 teda k= |lg/].
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Hodnota 2% je uréite aspon polovica diiky intervalu, ¢/2 < k < ¢, takze cely
interval pokryjeme jednym intervalom, ktory za¢ina na i (Afi...i + 2% —1]) a
jednym, ktory konéi na j (A[j — 2% +1...5]).

f vxo{lbl}i‘é}a mocnina A Je najviae L ale_ O\Spoﬁ L/a N

|
— l !
[ [

interval Jl/‘ékt/ L

Vysledok spocitame ako
RMQ(i, j) = min(M [k][i], M[k][j — 2" + 1]).

Poznamka k implementdcii: hodnotu k prosim vas nepocitajte pomocou mate-
matickej funkcie logaritmus. Poé¢itace prirodzene pracuju v dvojkovej ststave a
vd'aka tomu moézeme ziskat k ovela efektivnejsie ako poziciu najvyssieho jed-
notkového bitu. Moderné procesory maju na tento ucel Specidlnu inStrukciu s
ndzvom CLZ (Count Leading Zeros), ktord vrati pocet nil na zaciatku bindrneho
zépisu &isla. Hodnotu k = |lg /] dostaneme ako k = dizka registra— 1 — CLZ(¥).

Cas na dotaz Pamit Predspracovanie
0(1) O(nlogn) O(nlogn)

Super — podarilo sa ndm vyrie§it problém RMQ v konstantnom ¢ase a za-
platili sme za to len ,trochu horSou* pamitovou zlozitostou O(nlogn). Dobra
sprava: Vyhrali sme, zjavne lepsi ako konstantny ¢éas uz dosiahnuf nevieme. Z14
sprava: LenZe teoreticky by sa stdle mohla daf zlepsit pamit. A tak ostdva v
pozadi tryzniva otazka: D4 sa to lepsie?

RMQ #°5. Delenie na bloky. Tu je jeden prakticky nédpad, ak ndm zalezi
na uspornejSom vyuziti paméte a zaroven nepotrebujeme tplne najrychlejsie
dotazy. MozZeme urobit rozumny kompromis a ziskat lepsiu paméit za cenu tro-
chu horgieho éasu: Pole velkosti n si rozdelime na bloky velkosti ¢t (povedzme
t = 10). Dostaneme tak n/t blokov. Z kazdého bloku spoc¢itame minimum a zo-
strojime nové, t-krat mensie pole tychto minim. Na toto mensie pole aplikujeme
predchadzajtice rieSenie — budeme tak vediet v konstantnom ¢ase odpovedat na
RMQ dotazy medzi celgmi blokmi.

A ¢o s intervalmi, ktoré zasahuju ¢iastnocne do vnitra blokov? V konstantnom
case najdeme minimum mensieho intervalu zarovnaného na bloky, a zvysné
kisky na zaciatku a na konci intervalu (najviac 2¢ prvkov) jednoducho prej-
deme naivne v linearnom case.
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__—— spoéftame naivne v linedrnom dase —

dotaz na menie pole minfm blokov
| - spoftame v kon¥tantnom Zase |
I 1

T e I I 77777 ) e 3 )

L |
r 7 1

dotaz

Celkovy ¢as je O(t), na druhej strane pamiifovd naro¢nost je t-krat mensia.
Jeden extrém je volba ¢t = 1, éo je v podstate to isté ako rieSenie s riedkou
tabulkou s ¢asom O(1) a paméfou O(nlogn)). Opaény extrém st bloky dlzky
logn — ¢as narastie na O(logn), ale pamift klesne na linedrnu. Dostdvame tak
alternativne, tiplne nové riesenie, ktoré ma rovnaki zlozitost ako intervalové
stromy. Avsak mozeme si zvolif aj Iubovolné ¢t ,medzi tym“, podla toho, &
chceme lepsi ¢as alebo lepsiu pamit. Dostdvame tak celé spektrum rieseni a tzv.
trade-off (nieo za nie¢o) medzi ¢asom a pamétou. Napriklad pre ¢t = /logn

bude ¢as O(y/logn) a pamit O(n\/logn).

Rekapituldcia. Skisme si zrekapitulovat, kde sme a o uz vieme. RieSenia,
ktoré sme zatial vymysleli st v tabulke niZ&ie:

RieSenia RMQ Cas na dotaz Pamit Predspracovanie
#1 bez predspracovania O(n) O(n) Ziadne
#2 vsetko predpocitané O(1) O(n?) O(n?)

#3 intervalovy strom O(logn) O(n) O(n)

#4 riedka tabulka O(1) O(nlogn) O(nlogn)
#5 delenie na bloky O(t) O(nlogn/t) O(nlogn/t)
napr. pre t = y/logn O(v/1ogn) O(n+/logn) O(ny/logn)

Riesenia LCA Cas na dotaz Pamit Predspracovanie
#1 bez predspracovania O(n) O(n) ziadne
#2 vsetko predpocitané 0o(1) O(n?) O(n?)

#3 bindrny rebrik O(logn) O(n) O(n)

17.3 Vztah LCA a RMQ

Z doterajsicho vyvoja by sa mohlo zdat, Ze problém RMQ je jednoduchsi ako
LCA. Ved pri RMQ pracujeme len s oby¢ajnym polom é&isel, zatial ¢o pri LCA
riesime dotazy na predkov v stromovej $truktire, ¢o uz na prvy pohlad vyzera
zlozitejsie. A naozaj, pre RMQ sme nasli ovela efektivnejsie algoritmy: O(1)
¢as, O(nlogn) pamét alebo O(logn) ¢as, O(n) paméit, zatialco naSe doteraz
najlepsie riesenie LCA s bindrnym rebrikom méa O(logn) ¢as a O(n logn) pamit
a celé posobi o ¢osi , komplikovanejsie“ ako riesenia RMQ.
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Navyse, netrpezlivym &itatelom uz mozno vita v hlave otdzka: ,Preco sa
vébec obom problémom venujeme v jednej kapitole? Ved spolu vébec nesivisia. .. “

No tu prichddza prekvapenie: LCA a RMQ st ovela uZSie spité, nez sa na
prvy pohlad zd4. UkdZeme si, Ze oba problémy st algoritmicky ekvivalentné —
teda rovnako ,,fazké“ (alebo ak chcete: rovnako ,lahké“) a jeden vieme efektivne
vyriesit pomocou druhého.

Redukcia LCA na RMQ

Predstavme si, ze mdme dany strom z tlohy LCA a naSou tlohou je opakovane
a v.“ UkdZeme si, Ze takiito tlohu vieme pretransformovat na problém RMQ.
Cielom tejto ¢asti bude ukazat, ako zo stromu ,,vyrobit “ pole, a ako dotazy typu
LCA v tomto strome prelozit na dotazy RMQ, vd aka ktorym uZ potom nijdeme
LCA jednoducho a efektivne. Predstavme si, ze niekto za nds uz problém RMQ
vyrieil. My riesime LCA, ale v nasom rieseni mézeme pokojne pouzit ,, kniznicu
na RMQ“ ako ¢iernu krabicku.

Ako na to? Strom ,rozvinieme do pola“ pomocou tzv. Eulerovského pre-
chodu okolo stromu (pozri priklad na obrdzku) — ide o modifikované prehlad4dvanie
do hibky, pricom pri kazdej navsteve vrcholu si zapiseme jeho hibku. Okrem
toho si spravime dve tabulky, ktoré ndm umoznia prevddzat medzi vrcholmi
a poziciami v tomto poli: pre kazdu poziciu v poli hibok si poznacime vrchol,
ktorému zodpoveda a naopak, pre kazdy vrchol si ulozime poziciu v poli hfbok,
ked sme vrchol prugkrdt navstivili. Vsimnite si, Ze vrcholy moéZeme navstivit
viackrat, napriklad z korefia 1 vojdeme do 2, zideme do 4, vratime sa spit do
2, a cez 2 prejdeme este raz po tom, ¢o prejdeme cez podstrom 5 8 9.

Pozfcia/ prvy

vgskyt vreholu: 1 2 3 4 5 6 78 9
ST N
wrehol 1 2 4 2 5 85 95 213637
hbka: 0 1 2 23232101212
Tl

— [
| — 1

31
10

Pole hibok si predspracujeme na hladanie RMQ. Ako teraz najdeme LCA
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dvoch vrcholov? Pre vrcholy u, v plati:

LCA(u,v) = vrchol[RMQ(pozicia u, pozicia v)]
hibok

alebo slovne: najskor premenime vrcholy na pozicie v poli hibok. Potom spocitame
RMQ na tomto intervale (pozor: potrebujeme poziciu minima, nie len jeho hod-
notu) a nakoniec tiito poziciu prevedieme naspit na zodpovedajici vrchol, ¢o
je najnizsi spolo¢ny predok.

Ukézme si to na dvoch prikladoch: LCA(4,9) a LCA(8,6). V prvom priklade
(pozri obr. vlavo) sa vrcholy 4 a 9 nachddzaji prvykrat na poziciach 2 a 7.
Vsimnite si, Ze tento interval zodpoved4 presne ¢asti Eulerovského tahu medzi 4
a 9 a obsahuje hibky vrcholov, ktoré sme medzi tym navstivili. Z nich najmensiu
hibku 1 (index 3) mé4 vrchol &slo 2, ¢o je naozaj LCA(4,9). V druhom priklade
(pozri obr. vpravo) sa vrcholy 8 a 6 nachddzaju na poziciach 5 a 12 a tento
interval zodpovedd ¢asti Eulerovského fahu medzi 8 a 6. Najvyssi vrchol, ktory
po ceste navstivime, je koren 1.

Pozfcia/prv‘i

v?skwvrcko'u:1234567y 123456789

vrchol 1 2 4 585 95 2 4258595 2 36 3

hibka: 0 1 2 2323 21 21232321 1 21
_ . —

Skuste si rozmysliet, Ze celi redukciu (v rdmci predspracovania) zvlddneme
v linedrnom case. (Vstup sa ndm pritom trochu nafikne, ale iba trochu — akd
je dizka Eulerovského tahu?)

Skvelé! Vd'aka tejto redukeif uz vieme aj LCA riesit v konStantnom ¢ase a
O(nlogn) pamiiti! Staéf LCA tranformovat na RMQ a na RMQ pouzit riesenie
s riedkou tabulkou a predpoéitanymi intervalmi diiky mocnin dvoch.

Redukcia RMQ na LCA

Teraz sa mozeme pozriet na opa¢ny smer redukcie: ako previest problém RMQ

na problém LCA. Méme pole é&isel a chceme odpovedat na dotazy typu RMQ

(minimum v intervale). Ako to prevedieme na dotaz typu LCA v strome?
Pouzijeme tzv. kartézsky strom — je to binarny strom, ktory:
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e reSpektuje inorder poradie — ak prvky vypiSeme v inorder poradi (lavy
podstrom — koren — pravy podstrom), dostaneme pdvodné pole

e a zaroven spiﬁa vlastnost min-haldy: kazdy vrchol m4 mensiu hodnotu
ako jeho deti.

Ak st vetky hodnoty v poli rézne, potom je kartézsky strom nad tymto polom
jednoznac¢ne urceny:

e minimum pola musi byt kore,

e lavy podstrom sa skonstruuje rekurzivne z prvkov, ktoré lezia nalavo od
minima a

e pravy podstrom sa skonstruuje z prvkov, napravo od minima.

V pripade, zZe sa v poli nachadzaju opakujuce sa hodnoty, strom uz nie je jedno-
znacne urceny, ale stale plati, ze niektory prvok s minimalnou hodnotou musi
byt v koreni a zvySok sa skonstruuje rekurzivne (pozri priklad na obrdzku).

K tomuto stromu opéf pripravime dve pomocné tabulky, ktoré ndm umoznia
prevadzat medzi poziciami v poli a vrcholmi v strome.
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.

Ak teraz pride otdzka na minimum z rozsahu [¢,r], sta¢i najst najnizsieho
spoloéného predka zodpovedajiicich vrcholov. Na obrazku je priklad hladania
RMQ(1,3) a RMQ(5,9). Vsimnite si, ze vrchol zodpovedajiici najmensiemu
prvku v rozsahu musi byt predkom vsetkych vrcholov v intervale. Toto vyplyva
z konstruckie zhora nadol — najmensi prvok daného intervalu spracujeme skor;
bude to korent daného podstromu, prvky vlavo (vritane Tavej hranice) budi
v Tavom podstrome a prvky vpravo (vratane pravej hranice) budd v pravom
podstrome. Zarovein musi byt aj najnizsim predkom, pretoze inak by vrcholy
zodpovedajice £ a 7 boli oba v lavom alebo oba v pravom podstrome a prvky
zodpovedajuce takémuto vrcholu si mimo zadaného intervalu.

TODO: linearna konstrukcia

17.4 Optimalne rieSenie: konstantny c¢as a linearna
pamiit

Doteraz sme si ukazali mnoho pristupov k problému RMQ, pricom najrychlejsi
v kongtantnom ¢ase potreboval pamiit O(nlogn). Od toho momentu nés trapi
otézka: Dd sa dosiahnut este lepsi algoritmus — konstantny cas a iba linedrna
pamét?

Odpoved je prekvapivo 4no. A cesta k nemu je este prekvapivejsia a zdanlivo
uplne nelogicka:

RMQ najskor zredukujeme na LCA a potom naspit na RMQ.

(Prosim?!) Ano, ¢itate spravne: pole, na ktorom cheeme riesit RMQ, najskor
transformujeme na kartézsky strom a tlohu premenime na LCA. Nésledne spravime
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Eulerovsky prechod tohto stromu, vdaka ¢omu vznikne tiplne nové pole (pole
hibok), pricom RMQ pévodného pola vieme riesif pomocou RMQ zodpove-
dajucich intervalov v novom poli.

Znie to ako sialenstvo, pretoze sme prave tlohu RMQ pretransformovali na
ind lohu RMQ — a este k tomu na vi¢Som poli. Namiesto toho, aby sme si
pomohli, sme si zdalo by sa pridali pracu. Vrétili sme sa tam, odkial sme prisli,
len s va¢sim vstupom.

A predsa je tu jeden podstatny detail: nové pole ma velmi §pecifickt §truktiru,
ked’ze vzniklo z Eulerovského prechodu binidrneho stromu:

e hodnoty zodpovedaju hibkam vrcholov, tzn., ze sd to celé ¢isla od 0 po n,

e pole za¢ina nulou a koné¢i nulou, pretoze Eulerovsky prechod sa zacina a
konéi v koreni, ktory m4 hlbku 0,

e Kazdé dva susedné prvky sa lisia presne o £1, ked'ze pri pohybe stromom
bud’ zostupujeme o troveii nizsie (hlbka +1), alebo sa vraciame spét nahor
(hlbka —1).

Zatialéo povodné pole mohlo obsahovat Iubovolne velké, aj redlne, aj zdporné
hodnoty, nové pole uz obsahuje iba prvky od 0 po n. Zatialé¢o v pévodnom poli
sa susedné prvky mohli li§if neobmedzene, v novom poli sa lisia vidy o 1. Tato
redukovand tloha sa preto nazyva tiez RMQ=1.

Optimalne riesenie RMQ=+1 zacina podobne ako riesenie #5 rozdelenim
celého pola na bloky dfiky zhruba logn. Z kazdého bloku spocitame minimum
a tieto minim4 uloZime do pola B, ktoré ma dlzku priblizne n/logn. Na pole B
aplikujeme riesenie s riedkou tabulkou, ktoré sice pouziva O(nlogn) pamiite, ale
teraz pracuje na log n-krat mensom poli, takze celkové predspracovanie zaberie

n
0 <logn X logn> = O(n).

a odpovede na dotazy medzi celymi blokmi budu v konstantnom case. Rozdiel
oproti predchadzajicim rieseniam je v tom, ako budeme riesit preénievajice
casti, ktoré zasahuju iba ¢iastno¢ne do vnitra blokov.

Postupnost hodnét v jednom bloku si moézeme lepsie predstavit ako graf
hibok. Jeden blok méze vyzerat napriklad takto:

7
A\ 7

NN
N

Vsimnite si, ze ak nas zaujimaji iba minima v intervaloch v ramci jedného bloku,
nezalezi na tom, v akej hlbke blok za¢ina. Nezdlez{ ani na tom, aké konkrétne
hodnoty blok obsahuje. Zalezi len na tvare tejto krivky, nie na jej zvislej polohe.
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Ak cely blok zvysime alebo zniZzime o konstantu, pozicie minim v Tubovolnom
intervale sa nezmenia. Kazdy blok moéZeme bez straty informécie normalizovat
tak, aby za¢inal nulou.

Kolko existuje réznych blokov? V skutoc¢nosti relativne mélo. Blok dfzky
t vieme opisaf ako postupnost krokov 1, | diiky t — 1 a teda celkovy pocet
roznych tvarov blokov je 2¢~!. Priklad: majme pole dfiky jeden milién a roz-
delfme ho na bloky dizky 11 — takto ziskame zhruba 90-tisic blokov. Avsak ked
sa pozrieme na pocet réznych tvarov blokov po normalizéacii, zistime, ze existuje
iba 1024 réznych tvarov! Medzi vySe 90000 blokmi sa teda neustdle opakuje
len 1024 roznych tvarov. Vdaka tomu si mézeme dovolif pre kazdy mozny tvar
bloku vopred predpocitat vietky mozné odpovede na vietky RMQ dotazy v
ramci tohto bloku. Pre blok diiky 11 existuje 11 x 12/2 = 66 moznych podin-
tervalov, krat 1024 réznych tvarov — to je len zhruba 68-tisic hodnot, ktoré si
mozeme predpoéitat. Zhruba 68-tisic hodndt je tplne zanedbatelné mnozstvo v
porovnani s povodnym polom velkosti milién. Predpoéitané hodnoty si ulozime
do jednej globélnej tabulky vdaka ktorej budeme vedietf spoéitat minimum
Iubovolného intervalu v rameci jedného bloku v konstantnom case.

Findlny algoritmus (Bender a Farach-Colton). Rozdelime pole na bloky
dizky t = |2 logn]. Vznikne tak priblizne 2n/logn blokov. Z kazdého bloku
spoéitame minimum a tieto minima ulozime do pola B dizky O(n/logn). Na
pole B aplikujeme riesenie #4, riedku tabulku. Vysledkom je struktira, ktora
dokéZe najst minimum medzi celymi blokmi v konstantnom ¢ase a linedrnej
pamaéti.

Jednotlivé bloky znormalizujeme tak, aby za¢inali od nuly a zakédujeme ich
ako bindrne refazce (napriklad 0 znamen4 klesanie a 1 sttipanie). Pocet vietkych
moznych tvarov blokov je

2t—1 %2é10gn2n1/2:\/ﬁ,

Pocet moznych podintervalov v jednom bloku je (;) = O(log2 n). Pre kazdy tvar
bloku a kazdy podinterval si spo¢itame poziciu minima — dostaneme globalnu
tabulku velkosti O(y/n - log? n) = o(n).

___ spo&itame v kondtantnom Zase

) 2 globalnej tabulky
dotaz na menSie pole minim blokov \
| - spoiitame v kontantnom Zase ‘
v |

L
I ?

(bloky dizky | i 1 J§ 77777 ] bloky dizky &)
1
dotaz

Ako odpoveddme na dotazy RMQ(4,r)? Najskor interval [¢, 7] v pévodnom
poli transformujeme na zodpovedajiici interval [z, j] v poli RMQ=1, ktoré vzniklo
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Eulerovskym prechodom kartézskeho stromu. Ak cely interval [z, j] lez{ v rdmci
jedného bloku, predpoéitanti odpoved pre dany tvar bloku a konkrétny podin-
terval jednoducho ndjdeme v globalnej tabulke. V opa¢nom pripade si inter-
val rozdelime na tri ¢asti: kiisok bloku na zaciatku (ak ¢ nezac¢ina presne na
hranici bloku), kisok bloku na konci (ak j nekonéi presne na hranici bloku) a
strednd, cast, ktora sa sklad4 iba z celych blokov. Na za¢iatok a koniec pouzijeme
globalnu tabulku, kde néjdeme prislusny tvar bloku a konkrétny podinterval, na
stred pouzijeme pole B a rieSenie s riedkou tabulkou. Tieto medzivysledky po-
rovname a vyberieme ten najmensi z nich. Tym ziskame poziciu minima v poli
RMQ=1 — t1 eSte musime prelozif naspit na poziciu v povodnom poli.

Kazdui z tychto ¢ast{ vyrieSime v konstantnom ¢ase — staéi sa pozriet na
spravne miesto v prislusnej tabulke, takze cely dotaz zodpovieme v O(1). Navyse
celkova pamit je len linedrna.
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Sufixové pole

V predchédzajiicej kapitole sme videli, Ze sufixové stromy dokazu riesit ohromné
mnozstvo tloh nad refazcami aj mnoZinami refazcov — rychlo, elegantne a
¢asto v linedrnom ¢ase. Ich slabinou je vSak pamiitova naroénost. Aj pri velmi
uspornej implementdacii zaberaju typicky 10-20 bajtov na znak a pri textoch
dlhych miliardy znakov je to jednoducho privela.

Pozrime sa na konkrétny priklad. Ludsky geném m4 priblizne 3 miliardy
(3 x 10%) bdz — znakov zo Stvorpismenovej abecedy A, C, G, T. Ak si ho ulozime
po 1 bajte na znak, zaberd zhruba 3 GB. Pri zhustenej reprezentécii (2 bity na
znak) dokonca iba okolo 750 MB.

Ak v8ak nad tymto refazcom vybudujeme sufixovy strom, vyslednd struktiira
bude zvycajne potrebovat 30-60 GB pamite, teda aZ priblizne 80x viac nez
samotny text. A teraz si predstavte, Ze chceme naraz analyzovat desiatky ¢i
stovky genémov...Pri podobnych vstupoch nds velmi rychlo zaéne limitovat
velkost RAM.

Samozrejme, vdaka virtudlnej pamiti vieme pracovat aj s ovela vAGSimi
détami, no ak RAM zaplnime, systém zaéne stranky odkladat na disk (page
swapping). Pri dalsom pouziti ich bude musief op#t nacitaf, zatial ¢o iné
stranky vysunie na disk, aby uvolnil miesto. Toto neustéle presivanie je extrémne
drahé.

Vysoké pamiitova naroénost tak prirodzene viedla vyskumnikov k hladaniu
uspornejsich alternativ.

Vratfme sa k dvodnym tlohdam z kapitoly o sufixovych stromoch. Tam sme
videli, Ze tilohy na prefixoch vieme riesif pomocou pfsmenkovych stromov (trie),
ale tesne na druhom mieste bolo jednoduché rieSenie: zotriedif refazce lexiko-
graficky. A tak, podobne ako sufixovy strom je ,,pismenkovy strom zo vSetkych
sufixov“, myslienka sufixového pola je jednoduché: vezmime vsetky sufixy, zo-
triedme ich podla abecedy a ulozme si vysledné poradie.

163
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Napriklad, ak zotriedime vSetky sufixy slova MISSISSIPPI$, dostaneme:

$

I$

IPPI$
ISSIPPI$
ISSISSIPPI$
MISSISSIPPI$
PI$

PPI$

SIPPI$
SISSIPPI$
SSIPPI$
SSISSIPPI$

= =
O =

N LW oo OO =

Samozrejme, nebudeme si paméitat képie vietkych n sufixov explicitne — to by
zaberalo ©(n?) pamite. Uplne staél pamiitat si povodny refazec a kazdy sufix
reprezentovaf jednym éislom: indexom jeho zaciatku. Sufixové pole je preto
jednoducho pole n celych &isel — presne lavy stipec v priklade vyssie.

Pamiitova zlozitost sufixového pola je teda ovela lepsia: potrebujeme len
jedno celé ¢islo na kazdy znak textu. V nasom priklade s 3 miliardovym DNA
refazcom nam stacia 32-bitové indexy, takze celé sufixové pole zaberie priblizne
12 GB (plus povodny refazec, ktory pri 2 bitoch na znak zaberie asi 0.75 GB).
To je obrovsky rozdiel oproti 60 GB sufixovému stromu.

18.1 Vztah sufixovych stromov a sufixovych poli

Hoci sufixové pole (suffiz array, SA) posobi ovela jednoduchsie nez plnohod-
notny sufixovy strom, v skuto¢nosti su tieto dve struktiury takmer ekvivalentné.
Vigsinu aplikécii sufixovych stromov vieme s pomocou sufixovych poli vyriesit
tiez, ak si k nemu doplnime este jedno pole: LCP pole (Longest Common Prefix),
ktoré ku kazdému dvojici susedngjch sufixov v sufixovom poli uchovava dizku ich
najdlhsieho spoloéného prefixu.

Ak si porovndme sufixovy strom a sufixové pole spolu s LCP polom, ukaze
sa, ze:

e sufixové pole aj LCP vieme odvodit zo sufixového stromu v linedrnom ¢ase:
vSimnite si, ze ak mame v kazdom vrchole stromu zotriedené znaky, tak
prechodom listov zhora nadol dostaneme utriedent postupnost sufixov;
a ak si pri prehladdvani budeme pamitat textovi hibku, vieme zaroven
vypisovat hodnoty LCP (ako vysoko sme sa pri prehladdvani museli vratit,
ne7 sme sa zanorili do d'alsieho podstromu);

e naopak, aj sufixovy strom sa d4 zrekonstruovat z SA+LCP v linedrnom
¢ase: staci strom zacat budovat zhora nadol; LCP pole ndm prezradi, do
akej hlbky sa mame vratit, a kde mame odpojit novi vetvu;
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LCP SA  sufizy
0 1 3
1 10 1I$
1 7 IPPI$
4 4 ISSIPPI$
0 1 ISSISSIPPIS$
0 0 MISSISSIPPI$
1 9 PI$
0 8 PPI$
2 6 SIPPI$
1 3 SISSIPPI$
3 5 SSIPPI$
— 2 SSISSIPPIS$

Obr. 18.1: VIavo sufixovy strom, vpravo sufixové pole a LCP pole pre retazec
MISSISSIPPIS.

e LCP pole zodpoveda textovym hibkam vnutornych vrcholov; napriklad
vrchol na ceste ,,ISSI* sa nachddza v kompaktnom sufixovom strome,
pretoze je to najdlhsi spoloény zaciatok sufixov ISSIPPI$ a ISSISSIPPIS$;
po Stvrtom pismene sa sufixy oddelia;

e podstromy v sufixovom strome zodpovedaju intervalom v SA; napriklad
ak prejdeme cestu ,, 1%, vSetky vyskyty tejto vzorky su listy daného pod-
stromu: 10, 7, 4, 1; v sufixovom strome to zodpovedd intervalu 1...4 —
vd'aka triedeniu sa vsetky sufixy zaéinajice na ,,I“ dostani vedla seba.

18.2 VyhladAavanie

Najjednoduchsi sposob, ako pomocou sufixového pola ndjst, & sa vzorka P
nachadza v texte T, je oby¢ajné bindrne vyhladdvanie. V sufixovom poli st
vSetky sufixy utriedené lexikograficky, takze vSetky sufixy zac¢inajice na P tvoria
jeden suvisly tsek. Staéi teda pomocou bindrneho vyhladévania najst Tava a
pravu hranicu tohto useku.

Binarne vyhladdvanie trvd O(logn) krokov, aviak kazdé porovnanie dvoch
retazcov moze trvat az O(m), preto je celkovd zlozitost

O(mlogn).
To je horsie nez pri sufixovych stromoch, kde sme vyhladéavali v ¢ase O(m).
D4 sa to zrychlift? Uk&Ze sa, Ze 4no — ak sme ochotni pouzit trochu viac

pamite. Klicovou pomocnou truktirou je pole LCP, kde lcp(i,j) oznacuje
dlzku najdlhsieho spoloéného prefixu i-teho a j-teho sufixu v sufixovom poli.
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LCP pole ndm umozni pri porovnavani preskakovat Casti retazcov, ktoré sme
uz raz porovnali.

Hladajme vzorku P. Po¢as bindrneho vyhlad4vania si budeme udrziavat dva
indexy: £ a r, pricom bude platit, Ze hladand vzorka sa nachidza niekde medzi
tym, presnejsie:

S[SA[f]] < P < S[SA[r]).

Ked'7e povedat S[SA[i]] je celkom naloz, budeme hovorit jednoducho i-ty sufix
(v utriedenom poradi) a znacit ho S;.

Zéroven si uchovavame dve hodnoty:

Ly = ICp(P, Se)a L.= le(P7 ST)v

teda dlzku spoloéného prefixu P a sufixu na lavej a pravej hranici. (Tieto prefixy
znazornuju Sedé useky na obrazku. Za Sedou zhodou nasleduje znak, v ktorom
sa sufixy lisia — Cerveny znak pri ¢ a zeleny pri r.)

a O o ]

Po‘t‘:al’to sa zl«oo(uje Pas, \l/

¢ N

L ¢ Bin&rm/m
vyhladéavanim
sme zatial

zistili,
ze hladana
vzorka P

sa nachédza
v tomto

Po‘t‘nallto sa zl«oo(uje P asS,
/ intervale

r
O y

L,
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Pozrime sa teraz dostredu, na poziciu m.

R

% .

CERR LR LALRLL
R

RIS

KR RIS

RZEE
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Kedze (-ty a r-ty sa zhoduji s P v prvych min(Ly, L,) znakoch, aj vsetky
retazce medzi nimi (ked'ze si zotriedené lexikograficky), sa musia zacéinat na tie
isté znaky (ako zndzoriuje vysrafovans oblast). Tieto znaky uz teda nemusime

porovnavat.

Ba ¢o viac, pozrime sa teraz na p = lep(Sy, Sp,) (bez ijmy na vSeobecnosti
predpokladajme, ze L, > L., teda Ze S; m4 dlI&f spoloény zaciatok s hladanou
vzorkou ako S, — v opa¢nom pripade budeme postupovat symetricky a pozrieme

sana p = lep(Sy, Sm))-

Su tri mozné pripady:
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Pripad 1: p < Ly. To znamend, ze Sy a P maju dlhsi spoloény zaciatok ako
S s Sm.

1
H l‘, K PaS) sa
| | /" zl«oa(ujﬂ Potial’to

| Swa Sy sa
[ zhodujd potialto

)& tento znak je

Syl

vaggl

Co z toho vyplyva? Nuz vyplyva z toho, ze po p-ty znak sa P, -ty, aj m-ty
sufix rovnaju, ale (p + 1)-vy znak m4 S,, odlisny(!), konkrétne vicsi, ako znak,
ktory zdielaji Sy a P.

Takze P < S,, a treba hladaf v hornej polovici pola. Zaroven plati, Ze
L, =p.

V&imnite si, ¢o sa stalo: nemuseli sme porovnat ani jeden znak a zistili sme,
ktorou cestou sa v bindrnom vyhladdvanf mdme vydat.
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Pripad 2: p > L;,. To znamend, ze Sy s S,, maji dlhsi spolocny zaciatok ako
S@ a P.

:\l\. Pa 52 sa
) r zhodujd potialte
! // o dalf znak

3 S e

= Swa Sp sa

\[zlnoolujﬁ a% potialto

- vrétane znaky,

v ktorom sa liil
D IR,

Co z toho vyplyva? Nuz, zjavne S, obsahuje ten isty znak, v ktorom sa lisili S,
od P, takze vysledok porovnania bude ten isty.

Kedze P > Sy, tak P > S,, a v tomto pripade treba hladat v dolnej polovici
pola. Zaroven plati, ze L,, = Ly.

Opit sme zistili, ktorym smerom pokra¢ovat v hladani bez toho, aby sme
porovnali ¢o i len jediny znak!

Pripad 3: p = Ly,. V tomto pripade nevieme okamzite povedat vysledok,
takZe za¢neme porovndvat S, a P znak po znaku. Samozrejme, prvych p znakov
preskoéime. Na koniec podla vysledku porovnania zistime, ¢i mame pokracovat
v hornej alebo dolnej polovici a zaroven spoc¢itame L,, — aky dlhy je spolo¢ny
prefix L,, a P.

Zlozitost. Predpokladajme, Ze vietky hodnoty LCP si predpoéitame dopredu.
Potom pripad 1 a 2 trva iba konstantny c¢as, takze vsetky tieto kroky spolu
trvaji iba O(logn) ¢asu. A kolko trva pripad 3?7 Tvrdim, 7ze dokopy za celé
vyhladdvanie spravime len O(m+logn) porovnani, pretoZe sa nikdy nevraciame
na pozicie, ktoré sme uz porovnali; ked Ze vzorka m4 dlzku m, mozeme sa iba m-
krét posuniit doprava. Okrem toho, ak ndjdeme nezhodu, ostdvame na rovnake;j
pozicii, avSak pri nezhode sa porovndvanie konéi, takze tychto krokov je len
log n. Vysledna zloZitost je teda

O(m + logn),
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¢o je skoro rovnako dobré ako O(m) pri sufixovych stromoch — kedZe aj pre texty
dlhé miliardy znakov je lgn ~ 30, v praxi je ¢asto m > logn ten dominantny
¢len.

Na, druhej strane, za toto rychlejsie vyhlad4dvanie zaplatime horsou pamétou.
Musime si predpocitat nielen LCP susednych sufixov, ale aj LCP dvojic, ktoré
si d'alej od seba.

Nastastie netreba LCP kazdej dvojice — staéi si prejst rozhodovaci strom
pri bindrnom vyhladdvani a zapamitaf si iba tie hodnoty, ktoré potrebujeme.
Praktické rieSenie je (aspoil pomyselne) ,zaokrihlit “ dizku sufixového pola na
najbliZ$iu v#i¢siu mocninu 2 a vybudovat nad LCP polom tplny bindrny strom.
LCP dvoch vzdialenej$ich sufixov spocitame ako minimum LCP dvoch deti.
Bindrne vyhladdvanie potom prisposobime tak, Ze zatneme s 7 mocninou dvojky:

-
> ISSIPPI$

N
'
N
ISSISSIPPI$
< >MISSISSIPPI$
N
A <PI$
o<, >PPI$
, SIPPI$
<, >SISSIPPI$
, ~SSIPPI$
< "~ SSISSIPPI$

18.3 Konstrukcia LCP pola

Pole LCP (Longest Common Prefix) je pre sufixové pole rovnako dolezité, ako
bola textova hlbka pri sufixovych stromoch. Definujme

lep[i] = lep(S[SA[é]], S[SA[: — 1]]), i=1,...,n,

teda dlzka najdlhsieho spolo¢ného prefixu dvoch po sebe iducich sufixov v utrie-
denom poradi. Hodnota lcp[0] sa zvykne definovat ako 0.

Pouzitim LCP pola sa mnohé opericie nad sufixovym polom dramaticky
zrychlia— napriklad zrychlené bindrne vyhladavanie na O(m-+logn), vyhladdvanie
opakujucich sa podretazcov, najdlhsi opakujici sa substring a mnozstvo d alsich
uloh.

Otézka znie: Ako rijchlo LCP pole skonstruovat, ak uz mdme sufizové pole?

Ukézeme si klasicky algoritmus od Kasaiho, ktory to zvlddne v ¢ase O(n).
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18.4 Kasaiho algoritmus

KIicova myslienka algoritmu je jednoduché:

Ak pozndme lep(i, j), potom lep(i + 1,5 + 1) je urcite aspon
Inymi slovami: Dva susedné sufixy T'[i..] a T[j..] zdielaju urcity spolo¢ny
prefix diiky h. Ked ich ,,0 znak posunieme doprava“ a porovndvame T'[i + 1..]
a T[j + 1..], tak spolo¢ny prefix je dlhy aspon h — 1.
Takze ak pri vypoécte d'alsieho lep vidy zaéneme porovnavat nie od nuly, ale
od h — 1, dohromady vykoname najviac n porovnani znakov navyse.
Cely algoritmus funguje v troch krokoch:

1. Vytvorime inverzné sufivové pole. Pre kazdy index i v texte chceme poznat
jeho poziciu v sufixovom poli:

rank[i] = pozicia sufixu T'[i..] v sufixovom poli.
To vieme zostrojit v ase O(n).

2. Prejdeme sufizy v poradi od najdlhsieho po najkratsi (nie v utriedenom
poradi!). Teda v poradi i = 0,1,2,...,n — 1. Pomocou rank[i] zistime,
ktory je predchadzajuci sufix v SA:

j = SA[rank[i] — 1],

a chceme spocitat lep(i, j).

3. Porovndvame znaky. Hodnotu h, ktord si uchovdvame medzi iteraciami,
vzdy najskor znizime o 1 (ak h > 0), a potom od tejto pozicie dalej
porovnavame znaky, kym si rovnaké:

while T'[i + h] = T[j + h], zv4csi h.

Vysledkom je
lep[rank[i]] = h.

Po skonceni iteracie prechddzame na i + 1.

Algoritmus je uvedeny nizsie:

h=0
for i =0 .. n-1:
if rank[i] = O:
LCP[0] = 0O

continue
j = SA[rank[i] - 1]
while T[i+h] == T[j+h]: h++
LCP[rank[i]] = h
if h > 0: h--
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Preéo je éasova zlozitost linearna? V celom algoritme sa vykondvaju dva
typy prac:

1. Pri kazdom kroku robime konstantni pracu (pristup do poli SA, rank).
2. V cykle while porovnavame znaky T[]

Trik je v tom, ze premennd h za cely beh nikdy nenarastie na viac nez n.
Zéroven len n-krat klesne o 1. Z toho vyplyva, Ze nemoze stipnuf viac ako 2n-
krat. Pri kazdom porovnani mame bud zhodu (vtedy h stiipne, takZe tychto
krokov je najviac 2n), alebo nezhodu (vtedy porovndvanie konéi a ideme na
d’alsiu dvojicu, takze tychto krokov je najviac n). Celkovy ¢as algoritmu je teda
linearny.

18.5 Konstrukcia sufixového pola

Chceme zotriedit n sufixov. Ako na to?

Quicksort?

Najjednoduchsi népad je ulozit si vietkych n sufixov a zotriedif ich sortom zo
standardnej kniznice. To vSak znamend triedif refazce priemernej dfiky n/2,
takze celkovy ¢as bude O(n?logn) a pamit O(n?). Pre dlhsie texty absolitne
nepouzitelné.

Lepsie riesenie je vyuzit, ze v standardnych knizniciach ¢asto vieme na trie-
denie zadaf vlastni porovndvaciu funkciu. Potom staéf triedif indexy 0...n—1,
akurét pri porovnani i a j porovname sufixy T'[i..] a T[j..]. Casové zlozitost bude
rovnak4, ale pamit bude linedrna.

Pre niektoré texty (napriklad v prirodzenom jazyku, ktoré nemajui prilis vela
dlhych opakovani) to moze byt dokonca celkom prakticky algoritmus. Ak totiz
ozna&ime L ako najdlh&f spoloény prefix Tubovolnych dvoch sufixov, potom pri
kazdom porovnani stacéi porovnat len L znakov a teda skutocnd zlozitost je
O(L x nlogn). Samozrejme, v najhorSom pripade je L = n — 1; zloZitost je
stale O(n?logn) v najhorsom pripade, avSak ak je L malé, tento ¢as moze byt
zvladnutelny.

D4 sa to lepsie?

Radixsort?

Triedime predsa refazce — na to je vhodnejsi radixsort ako quicksort. V naj-
horsom pripade dostévame zlozitost O(n?) — pre texty dlhé miliardy znakov
stale nepouzitelné.

Vsimnite si, ze doteraz sme uvazovali iba vSeobecné algoritmy, ktoré dokazu
utriedit Tubovolnd postupnost refazcov. Ak chceme lepsi algoritmus, musime
vyuzit, Ze triedime velmi §pecidlne refazce — vietky sufixy daného textu.
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Manber—Myersov n log n algoritmus
KIicova myslienka je prekvapivo jednoducha:
Sufiz sufizu je opdt sufiz.

Ak mame sufixy utriedené podla prvych K znakov, vieme ich velmi jedno-
ducho zotriedif podla prvych 2K znakov. To ndm umozni ,,zdvojnasobit “ pocet
porovnanych znakov v kazdej faze.

Algoritmus pracuje v log n fazach. V k-tej faze budeme mat sufixy zotriedené
podla prvych 2% znakov.

Oznacme:

r[i] = poradové ¢islo sufixu s; v triedeni podla prvych 2% znakov.

Ak maji dva roézne sufixy rovnaky prefix dfiky 2% ich ranku sa priradi
rovnakd hodnota. Takto staéi v kazdej faze zotriedif nie celé refazce, ale len
trojice Cisel:

(rla), rli+2"), 4),
kde:
e 7[i] uréuje poradie podla prvych 2% znakov,
e 7[i + 2¥] uréuje poradie ,, druhej polovice prefixu*,

e i je samotnd pozicia sufixu.

Na zaciatku (pre k = 0) sufixy triedime podla prvého znaku — staci jedno-
ducho utriedit znaky abecedy.

V kazdej d'alsej fize potom vsetky sufixy zotriedime podla dvojice (r[i], r[i+
2)).

Ak pouzijeme quicksort, jedna fdza bude trvat O(nlogn), takze celkovo bude
konstrukeia trvaf maximélne O(n log?n) casu.

Avsak ked'ze triedime celé &isla v rozsahu 0. . . n, mdézeme pouzit radix sort a
implementovaf jednu fazu v linedrnom ¢ase. Celkovy ¢as potom bude O(n logn).

Zopar praktickych vylepsSeni:

1. V prvej faze nemusime triedif podla jediného pismena. Namiesto toho
sufixy pred-triedime podla prvych povedzme 64 alebo 128 pismen.

2. Nemusime dokonéit vietkych lgn faz — ak uz st vsetky sufixy rozlisené a
jednoznaéne zotriedené, mozeme skonéit.

3. Mozeme si pamitat tseky s rovnakym rankom a sustredit sa len na ich
triedenie.
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Karkkidinenov—Sandersov linearny algoritmus

2003 bol dobry rok. Dovolte mald historickd vsuvku. Sufixové stromy vynasiel
Peter Weiner uz v roku 1973 a zaroven predstavil aj prvy linearny algorit-
mus na ich konstrukciu. McCreight (1976) a neskér Ukkonen (1995) objavili
jednoduchsie a praktickejsie linedrne algoritmy. Tieto rieSenia vSak ticho pred-
pokladali, Ze velkost abecedy je konstantna. Az Farach (1997) publikoval prvy
algoritmus, ktory bol optimélny pre Iubovolni abecedu (kde ,,znaky“ mozu byt
napriklad &fsla v rozsahu 1 az n®™).

Sufixové polia ako pamifovo tspornejsiu alternativu sufixovych stromov
predstavili Manber a Myers v roku 1990. Pomerne dlho vSak nikto nepoznal
priamu linedrnu konstrukciu sufixového pola — priamu v zmysle, Ze by nebolo
potrebné najskor zostrojit cely sufixovy strom a aZ z neho odvodit pole.

A potom prisiel rok 2003.

V tom istom roku vysli tri nezévislé élanky, ktoré po viac ako desafroéi
priniesli ¢ri rézne linedrne algoritmy na konstrukciu sufixovych poli.

V tejto kapitole si ukdzeme algoritmus Kérkkidinena a Sandersa (Casto sa
oznacuje ako skew algoritmus! alebo tiez DC3 (podla pouzitého ,difference co-
ver“ modulo 3).

Zaénime myslienkou, ktord pochadza z Farachovho algoritmu na konstrukciu
sufixovych stromov. Bez toho, aby sme zachadzali do detailov, Farach rozdelil
vSetky sufixy na dve skupiny: tie, ktoré zaCinaju na pdrnych poziciach, a tie,
ktoré zacinaju na nepdrnych poziciach.

Najskor si rekurzivne zostrojil sufixovy strom pre sufixy na neparnych in-
dexoch. Z tohto stromu potom dokdzal odvodit poradie sufixov na parnych
pozicidch. Nakoniec obe mnoziny zlacil a ziskal kompletny sufixovy strom pre
cely text.

Skisme podobny pristup pouzit pri konstrukcii sufixového pola. Vezmime
si ako priklad refazec MISSISSIPPI$. Predstavme si, Ze sa ndm uZ podarilo
zotriedit vSetky sufixy zaéinajice na nepdrnych pozicidch:

1 ¢

7 IPPI$

1 ISSISSIPPI$
9 PI$

3  SISSIPPI$

5  SSIPPI$

Ako teraz zotrieditf sufixy na pdrnych pozicidch?

0  MISSISSIPPI$

2  SSISSIPPI$
4  ISSIPPI$

6 SIPPI$

8 PPI$

10 1%

L«skew” by sme mohli prelozit ako ,,asymetricky“, ked'Ze algoritmus pracuje s asymetrickym

rozdelenim indexov.
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KIi¢ové pozorovanie: kazdy parny sufix pozostéva z prvého pismena a za nim
nasleduje nepdrny sufix — a tieto neparne sufixy uz mame zotriedené! Napriklad:

e SIPPI$ zacina pismenom S a za nim nasleduje sufix 7, ktory je v utriede-
nom poradi druhy;

e SSISSIPPI$ zacina pismenom S, ale za nim nasleduje sufix 3, ktory je v
poradi az piaty.

TakZe kazdy parny sufix modzeme reprezentovat dvojicou:
(prvé pismeno, poradie nasledujiceho neparneho sufixu).

Pre nas priklad to vyzera takto:

=

0N O
\.H\.mu
S o w

o
W

A~ N N S
n
[\
NN AN AN

10

—_

Ak uz teda pozname poradie nepdrnych sufixov, poradie parnych sufixov
dokazeme ziskat pomocou jednoduchého dvojfizového radix sortu podla tejto
dvojice:

10 (1,1) I$

4 (I,6) ISSIPPI$

0 (M, 3) MISSISSIPPI$
8 (p,4) PPI$

6 (S,2) SIPPI$

2 (S,5) SSISSIPPI$

Ako vsak dostaneme poradenie neparnych sufixov?

Rekurzivne. PouZijeme nasledovny trik: Zoberieme n4s refazec, odhodime
jeho prvé pismeno a zvySok si rozdelime na dvojice. Kazdi dvojicu budeme
povazovat za jeden nedelitelny , super-znak*“:

[1s[s1[ss[1P[PI|s3]

Na takto vytvoreny refazec sa teraz pozerdme ako na novy refazec zo Siestich
znakov. VSimnite si, Ze jeho sufixy zodpovedaji prave neparnym sufixom poévodného
refazca. Ak teda dokdzeme zotriedif sufixy tohto ,zbaleného“ refazca, dosta-
neme poradie vSetkych neparnych sufixov péovodného textu.

Nakoniec ndm ostdva uz ,iba“ jeden krok: zobraf dve utriedené sufixové
polia — jedno s neparnymi sufixami a druhé s parnymi — a zIiéif ich do jedného
spoloéného, tiplne utriedeného sufixového pola.

Ukazuje sa vSak, ze toto zlucovanie vobec nie je také jednoduché, ako by sa
mohlo zdaf. Hoci existuje rieSenie v linedrnom ¢ase (vd'aka praci Kim et al.),
technicky je pomerne komplikované.
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A tu prichddza elegantny trik algoritmu DC3. Namiesto delenia sufixov na
parne a nepdarne spravime rozdelenie asymetricky: na sufixy zacinajice na inde-
xoch delitelnych tromi (priblizne tretina vietkych sufixov) a na sufixy za¢inajiice
na indexoch nedelitelnych tromi (zvy$né dve tretiny).

Predstavme si, Ze sufixy na pozicidch ¢ Z 0 (mod 3) uz mame zotriedené:

1 ¢

10 1%

7 IPPI$

4  ISSIPPI$

1 ISSISSIPPI$
8 PPI$

5  SSIPPI$

2  SSISSIPPI$

Ako zotriedit zostdvajice sufixy, teda tie na pozicidch i = 0 (mod 3)? Rov-
nakym sposobom ako v predoslom pristupe: pre kazdy taky sufix si vytvorime
dvojicu

(prvé pismeno, pozicia o 1 kratsieho sufixu v uz utriedenom poli)

a tieto dvojice zotriedime radix sortom:

0 MISSISSIPPI$ (M, 5)
3 SISSIPPI$ (S, 4)
6 SIPPI$ (s, 3)
9 PI$ (P, 2)

Zotriedenim tychto dvojic dostaneme poradie sufixov 0, 9, 6, 3.

Teraz mame dve utriedené sufixové polia a potrebujeme ich zli¢it do jedného
kompletného poradia vSetkych sufixov. Ako na to?

Utriedené polia zluéujeme podobne ako v mergesorte. Klicové je vedief
rychlo porovnat sufix s indexom ¢ = 0 (mod 3) voéi sufixu s indexom j =
1 alebo 2 (mod 3).

Pripad 0 vs. 1 modulo 3. Ak porovndvame sufixy zacinajice na indexoch
i =0 (mod 3) aj =1 (mod 3), stat{ porovnat ich prvé pismend. Ak sii rovnaké,
postivame sa o jeden znak d'alej.

o 1
A |
AT —
17 2

Zvysok tychto dvoch sufixov za¢ina na indexoch

i+1=1 (mod 3), j+1=2 (mod 3),
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teda oba patria medzi indexy nedelitelné tromi a ich vzajomné poradie uz
pozname!

Pripad 0 vs. 2 modulo 3. Podobne, ak porovnadvame sufixy na indexoch
i =0 (mod 3) a j = 2 (mod 3), najskor porovname prvé pismeno. Ak si
rovnaké, porovname druhé pismeno.

01 2
AB]| ]
ABT —
2 0 1

Ak aj tie st rovnaké, zvysné casti sufixov zac¢inaju na indexoch
i+2=2(mod 3), j+2=1(mod 3),

a teda opif sme sa dostali na dva indexy nedelitené tromi, ktorych vzéjomné
poriadie uz pozndme.

Tu vidime, preco sa oplatilo rozdelovaf tilohu asymetricky. V oboch pripadoch
sa po jednom az dvoch krokoch presunieme na indexy nedelitelné tromi. Tieto
indexy patria do jednej spolo¢nej mnoziny, ktori uz mame zotriedentd. Vdaka
tomu dokazeme rozhodnit vysledok kazdého porovnania v konstantnom ¢ase
a zlucovanie oboch utriedenych poli prebehne jednoduchym linedrnym precho-
dom.

Ako spoéitame sufixové pole pre indexy nedelitelné tromi?

Opit pouZijeme podobny trik ako v predchddzajicom pristupe. Zoberieme
nas povodny refazec od indexu 1 (teda T[1...n]), pripadne ho na konci do-
plnime znakmi $, aby mal dizku delitelnd tromi. Zait zapiSeme este jednu képiu
retazca od indexu 2 (teda T'[2...n], opét doplnenti $ podla potreby). Spolu tak
dostaneme novy text dfzky priblizne 2n.

Tento novy refazec si nasledne rozdelime na postupné trojice znakov. Kazdi
trojicu budeme povazovat za jeden nedelitelny ,,super-znak “:

0 1 2 3 4 5 6 7
| 1ss|[1ss|[1PP|| 188 || SST || SS1]|PPI|| $8$ ]|

Dizka tohto refazca je teda ~ 2n/3.

Vsimnite si, ze sufixy z prvej polovice tohto nového retazca presne zodpove-
daju sufixom, ktoré zac¢inaju na indexoch so zvyskom 1 (mod 3). Rovnako sufixy
z druhej polovice zodpovedaji sufixom na indexoch so zvyskom 2 (mod 3).

Presnejsie, ak si refazec porovname s tym pdvodnym,

012345678091011

MISSISSIPPI $
vidime, ze sufixy 0, 1, 2, 3 z prvej polovice zodpovedaji indexom 1, 4, 7, 10 a
sufixy 4, 5, 6, 7 z druhej polovice zodpovedaju indexom 2, 5, 8, 11 v p6vodnom
refazci.
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(Sufixy v prvej polovici sice obsahuji ,,¢osi navyse“ na konci — druhd képiu
textu — ale z hladiska poradia a porovndvania je vietko za znakmi $ irelevantné.)
Ak teda rekurzivne spocitame sufixové pole

33|
1$$|SSI|SSI|PPI|$$%
IPP | I$$|SSI|SSI|PPI|$$$
ISS|IPP|I$$|SSI|SSI|PPI|$$$
|1sS]1SS|IPP|1$$|SSI|SSI |PPI|$$$
PPI | $$$
SSI |PPI|$$$
SSI | st |PpI|$ss]

= Ot O O = N W

vieme z neho spétne zrekonstruovat povodné indexy a sufixové pole pre indexy
nedelitené tromi:

1 8

0 1%

7 IPPI$

4  ISSIPPI$

1  ISSISSIPPI$
8

5

—_ =

PPI$
SSIPPI$
2  SSISSIPPI$

No moment — a nie je to celé podvod?

To sa naozaj mézeme len tak rozhodnit, Ze trojica znakov bude jeden ,,super-
znak“ a tvarit sa, Ze novy retazec m4 iba tretinovi dizku?

Povodne mal text abecedu velkosti o. Trojice znakov vak pochadzaji z
mnoziny v8etkych trojic Trojice znakov vSak pochadzaji z mnoziny vsetkych
trojic X3 = {(a,b,c) : a,b,c € ¥}, ktord ma o> prvkov. A ked sa v rekurzii
zanorime este o krok hlbsie, budeme pracovat s abecedou velkosti (03)% = o,
v dalsom volan{ dokonca ((02)?)® = 07 super-super-super znakov“.

Velkost abecedy nédm teda rastie prudko exponencidlne a tieto ,,super-znaky “
su coraz zlozitejsie objekty. Tradi¢ne pritom predpokladame, ze dva znaky vieme
porovnat v konstantnom ¢ase. Ale ako mame porovnavat tieto ,,super-- - - -super“
znaky?

Nastastie m4 tento problém jednoduché rieSenie:

Kazdy retazec diiky n moze obsahovat najviac len n roznych znakov.

Inymi slovami: aj keby bola p6vodna abeceda obrovskd, v konkrétnom vstupe sa
realne vyskytne najviac n roznych symbolov. A presne to isté plati aj pre nase
,super-znaky“: hoci teoreticky pochidzaju z velkej mnoziny %3, v skutoénosti
sa v celom zretazenom retazci objavi nanajvys n roznych trojic.

Namiesto toho, aby sme pracovali s celou abecedou velkosti o3, spravime
jednoduchu vec: vsetky trojice, ktoré sa v texte objavia, zotriedime (ako?) a v
tomto poradi im priradime nové mend — ¢isla 0,1, 2, ...
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Tym:
e zachovame spravne poradie sufixov (triedenie trojic je stabilné),

e velkost abecedy sa v kazdom kroku rekurzie zmensi na najviac n, takze
pri rekurzii exponencidlne nevybuchne,

e dva ,super-znaky“ budeme vediet porovnat v konstantnom ¢ase (iba po-
rovnanim ich ¢isel),

0123456789(1} position
mMississippil input s
suffixes mod 1 suffixes mod 2
isslisslipplioeoelssilssilppil iples
3.3 2 1 5 5 4 triple names

3321554 §12

recursive | call

I3210654] sal2

S' g&u

4 3 2 1 7 6

sorted suffixes mod 0 sorted suffixes mod 1, 2, sAl2

0 19 [6 |3 107 |4 |1 |8 |5 2 | position in s
mi7|pi0|si5|si6 ppl|ss2|ss3| repr. for 0-2 compare
m4 [pl |s2 [s3 i0 |i5 |i6 [i7 repr. for 0—1 compare

merge

[1017 T4 T1 Jo T9 18 [6 [3 I5 [2 | suffix array SA
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Kapitola 19

FM-index

Tuto cast sme zacali so sufixovymi stromami a ukazali si, ako vieme dany
text predspracovat tak, Ze vela inych problémov sa vyrazne zjednodusi. Ok-
rem iného vieme vyhladdvat vzorky v case imernom dlzke hladaného refazca.
Jedind nevyhoda sufixovych stromov je, Ze Zeri strasne vela pamiite.

To nés priviedlo k hladaniu tspornejsich struktir. Sufixové polia predstavo-
vali velky prakticky pokrok, pretoze zaberajii podstatne menej miesta. My sa
viak nechceme uspokojit len s tym, ze struktira je 3- aZ 4-krat mensia. V duchu
nasho hesla , D4 sa to este lep§ie?” patrame dalej.

Pokra¢ujme v nagom priklade s ludskym genémom. Ludskd DNA je refazec
diZky priblizne 3 miliardy znakov nad abecedou A, C, G, T. Samotny geném teda
zaberie asi 3 GB (ak pouzijeme 1 bajt na znak), alebo priblizne 750 MB, ak
vyuzijeme zhustenu reprezentdciu s 2 bitmi na znak.

Sufixovy strom, aj keby sme sa snazili byt maximélne dsporni, potrebuje
priblizne 10-20 bajtov na znak. Pre ludsky geném by teda zaberal 30-60 GB
paméte. Sufixové pole je na tom podstatne lepsie: potrebujeme jedno ¢islo na
kazdy znak. Ak mame text do 4 milidrd znakov, vysta¢ime si s 32-bitovym
intom, Co st 4 bajty na znak. Celé pole teda zaberie asi 12 GB (plus samotny
retazec 0.75 GB). Ak by sme pridali aj LCP pole, je to dalsich 8 bajtov (2 inty)
na znak.

A to stale hovorime len o vyslednej struktire, nepocitajic docasni pamét
pocas konstrukcie. Pri spracovani sa tak ahko dostaneme na hranicu velkosti
RAM. Akonshle sa RAM zaplni, operaény systém zaéne page-ovat — odkladat
casti pamiéte na disk. No a ¢itanie ¢i zapis na disk je rddovo pomalsie nez pristup
do hlavnej pamite.

V tejto kapitole si ukédZeme, ako dosiahnut pamiitovo este tspornejsie riesenie.
A dokonca nie¢o az neuveritelné: vstupny text mozeme skomprimovat a pritom
stale umoznit rychle vyhladdvanie!

Tieto dva ciele posobia na prvé pocutie protichodne. Ak ste si niekedy otvorili
skomprimovany stibor, videli ste, Ze text je tiplne necitatelny. Ak poznéte nie-
ktoré kompresné algoritmy, viete, ze vyuzivaji opakovania v texte a nahradzaju
ich r6znymi ,,skratkami® ¢ odkazmi na iné casti. To viak komplikuje vyhladédvanie.

181
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Navyse sa ¢asto pouzivaji kédovania, kde rézne znaky zaberaji rozne vela bi-
tov, takZe sa postvaji pozicie a nie je jednoduché uréit, kde presne zaéina i-ty
znak.

Pointou kompresie je totiz stlacif vstup a vyjadrif td istd informéciu éo
najtspornejsie, zatial o pri indexovani potrebujeme ulozit déta struktirovane
a pridat pomocné informacie, ktoré ulahéia vyhladdvanie. Aj na druhy pohlad
to teda vyzera ako nekompatibilné ciele.

Napriek tomu si ukazeme, ze sa to da. Predstavime si Struktiru, ktord uz
vo svojej najjednoduchsej podobe dokize uchovaf cely ludsky geném na pri-
blizne 1.5 GB pamite. V d'alsich ¢astiach si potom ukazeme, ako jej jednotlivé
komponenty reprezentovat este efektivnejsie.

Datova struktiira Pamiit, ktord zaberie Tudsky geném
povodny retazec 3mld pismen, 0.75 GB (ale nevieme vyhladavat)
sufixovy strom 30-60 GB [kap. 16]
sufixové pole 12 GB [kap. 18]
FM-index 1.5GB [v tejto kapitole]
...s kompresiou < 0.75GB [kap. 22]

Vysledna struktura, FM-index, je zalozend na tzv. Burrows—Wheelerovej
transformdcii (BWT). Ide o zaujimavi operdciu, ktord sa vyuziva v réznych
kompresnych algoritmoch, napriklad v zndmom bzip2. Transformécia sama
osebe este text nekomprimuje, ale ,,premiesa“ pismend tak, ze vysledok sa dé
ovela l'ahgie komprimovat. Délezité je, Ze ide o vratni operdciu — z transformo-
vaného textu vieme povodny text jednoznaéne zrekonstruovat (¢o sa pri dekom-
presii celkom hodi).

Na nasledujicich strandch si postupne vysvetlime:

1. ¢o je Burrows-Wheelerova transformécia,

2. ako sa vyuziva v kompresii a preco je taka uzitotna,

3. a ako dokaZeme z transformovaného textu obnovit povodny.

A az potom pride to najzaujimavejsie: ukazeme si, ako v takto transformo-

vanom texte vieme vyhladavat a ako celd datovi Struktiru reprezentovat tak,
aby bola nielen pamétovo ispornd, ale aj rychla.

19.1 Burrows-Wheelerova transformacia

Predstavme si, ze pismena textu navlecieme ako koralky na retiazku; i-ta rotdcia
textu T je refazec, ktory vznikne tak, Ze za¢neme &itat od i-teho znaku, prej-
deme cez ukoncovaci symbol $ a pokracujeme dookola, az kym sa nevratime na
zaciatok. Formalne: i-ta rotcia je jednoducho retazec T;. ,—1T0.. i—1-
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Ako priklad vezmime refazec BANANA$ (tak ako v predchddzajucich kapi-
toldch, aj tu priddvame na koniec jedineény ukoncovaci znak). Vsetky jeho
rotacie su:

¥
=== e w
@ ==
W= =
= moes e = e
=2 = W =
=2 = =2 > Wwe s
=== W e

¢ $ B A N A
Zotriedme teraz vsetky riadky lexikograficky (teda podla abecedy):

o

Takto usporiadand n xn matica vSetkych rotacii sa nazyva Burrows—Wheelerova
matica (BWM).

Burrows-Wheelerovu transformdciu textu T (budeme ju oznacovat TPWY)
definujeme ako posledny stl}aec tejto matice. Konkrétne, pre T' = BANANA$ plati,
zZe

T ™" = ANNB$AA.

Samozrejme, v praxi nechceme zostavovat celd maticu — t4 md kvadraticky
vela prvkov, ¢o by bolo paméfovo netinosné a vypoétovo pomalé. Otédzka teda
znie: ako vieme vypocitat TPVt efektivne? Skiste porozmyslat sami, so zna-
lostami s predchadzajicich kapitol by to nemal byt problém.

Vsimnite si, ze BWT je vzdy len permutdciou znakov povodného textu.
Preco?

Staéi sa pozrief na poévodnt maticu pred zotriedenim. Posledny stipec bol
$BANANA, &o je zjavne permutédcia povodného refazca. Matica je dokonca sy-
metricka: i-ty Stfpec je rovnaky ako i-ty riadok, &o je i-ta rotdcia textu. Ked
riadky zotriedime, v kazdom stipci sa pismenkd iba poprehadzuju a zlozenie
dvoch permutécii (rotécia plus triedenie) je opéit permutécia.
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Pouzitie v kompresii

Preco je BWT tak4 cool? Ukdzme si to na trochu vicsom priklade. A ked ho-
vorfm trochu viégom, myslim naozaj velkom: vezmime vsetky diela Williama
Shakespeara. Od Sonetov, cez Anténia a Kleopatru, Hamleta, Krél'a Leara, Mac-
betha, Rémea a Juliu, Veselé panie z Windsoru, az po bédsen Venusa a Ado-
nis. Pre jednoduchost text znormalizujeme: odstrdnime interpunkciu, nechdme
iba malé pismend a-z a medzery. Dostaneme tak necelych 5 MB textu, takmer
milién slov (z toho priblizne 27 500 réznych).

Predstavme si teraz tento 5-miliénovy refazec a vietky jeho rotécie, zotrie-
dené podla abecedy. Napriklad:

Miliénty riadok (404 643-ta rotécia) zacina takto:
adam so had you need i scarce can speak to thank you
for myself ... [dalsich zopdr miliénov znakov] ...a koné&f
orlando i thank you most for him
(z komédie Ako sa vdm pdci).
Slavna Hamletova replika na pismeno , T* je zhruba 4.5-miliénta v abeced-
nom poradi:

Riadok 4537084 (931 406-ta rotécia):

to be or not to be...... enter hamlet hamlet

Prvy riadok zacina $ a povodnym textom. Druhy riadok je 2846 296-ta
rotacia a zacina sa preklepom: _a_a_farm. house...

Posledny riadok sa za¢ina pismenami zzy, ktoré pochddzaju zo stredu slova
,,dizzy

Riadok 4980782 (4340 678-ma rotécia):
zzy with more clamour neptunes ear ...... shall di

z tragédie Troilos a Kressida.
A teraz tri hddanky:

1. Predstavte si riadky, ktoré za¢inaji pismenami attle. Aky bude posledny
znak v takom riadku?

2. Aké budu posledné znaky v riadkoch, ktoré zac¢inaji na fe._?

3. Aké budu posledné znaky v riadkoch, ktoré zac¢inaji na a.?

Treba si uvedomit, Ze pri rotdcidch refazca je na konci text, ktory sa v povodnom

tvare nachadza tesne pred textom na zaciatku:

<zzy with more clamour ————|——=almighty sun shall?

zadiatok
pdvodného
textu

Takze aké pismeno moéze byt pred attle?
S najvéiésou pravdepodobnostou
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e b (zo slov ,battle®, ,embattle“ — boj, zoradit do boja), alebo
e c (cattle — dobytok).

Ak ste Shakespeare, alebo méte bohatsiu slovni zdsobu, st aj d’al§ie moZnosti:
e 1 (z0slov ,prattle” — tarat, ,rattle“ — hrkot/rin¢anie, ,berattle“ — urézat),
o t (,tattle“ — klebetit)

e p zo slova ,pattle“? V skutotnosti ma v hre Henry V kapitan Fluellen
walesky prizvuk, ¢o Shakespeare zachytil foneticky vo vete ,,fought a most
prave pattle here in France“.

Ak spoéitame vyskyty, refazec attle sa v Shakespearovi nachadza 170-krat.
Z toho 151-krat je predtym b, 12-krat r a 5-krat c; po jednom vyskyte maji p
at.

b
enb
a b
£ b
‘b
Y
£b
eb va&ina tychto
radk ) : riadkov kon&f na "b"
ra (/ e Av; ;
zadinajice ; presnejsie
no.ka(?ttle : z b - g9,
av PO i 17
zotriedenf . : i 30;
. A
po sebe S ot - 1%
T
b
c
r
b
b
s b
" b
e b
)
b

Bt o n

Obr. 19.1: Maly vysek Burrows-Wheelerovej matice zo Shakespearovského textu.
V riadkoch za¢inajucich na attle sa v poslednom stlpci nachiddza najmé b,
zriedka r, c, p, t a ni¢ iné.

A aké pismeno sa moéze nachidzaf pred fe ?
Ako prvé nam asi napadne

e i zo slov life“, wife“, ¢ ,knife“... a Shakespeare k tomu este doda
Hstrife®, | Fife“ (miesto v Skétsku), , greife” (,,grief*)

e a 70 slov ,safe“/, unsafe“, a Shakespeare pridd aj ,vouchsafe* — uracit,
,chafe“ — triet /drazdit
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V Shakespearovskej angli¢tine so starym pravopisom pribudne este vela d'alsich
slov ako ,,deafe®, ,selfe®,  halfe | greefe“, ,roofe“, ,proofe”, ,staffe“, ,theefe®,
Lwiffe“,  wolfe*, atd’.

Napriek tomu, z 1842 vyskytov refazca fe. je 1615-krat predchadzajice i
a 152-krat a. Iba 51-krat 1, 10-krat £, 6-krat e a 4-krat o. Dalsie moznosti sa
nevyskytuju.

Fh kb kbbb Hh bbb b
SR A il O

va&Eina tychto
riadkov kon&{ na "i",

£ 1
R £ i
‘:'?dkl/ : : slovami “life" a "wife"
za&inajice p ;
".‘;feu fe and n ! b i i - 8%
doce | R o- %
zotrie l:am fo N | - 3%,
po sebe ; i feo-1%

ok b
[FRRTA

ok o b
B

Fhobh kb bbb bbb R

CCC mipp

Obr. 19.2: Dalsi vysek Burrows-Wheelerovej matice Shakespearovského textu,
riadky zacinajice na fe..

A poslednd hadanka: aky znak bude predchidzaf a.?

Toto je mozno trochu chytak. Najcastejsie viacpismenové slovo konciace na
,a“ je ,sea“ — more (286 vyskytov). Dalej st to citoslovcia ako ,ha“ (233)
alebo ,,yea® (200), a, samozrejme, aj mnozstvo zenskych mien (pocet vyskytov
zavisi najmé od mien hlavnych postav v jednotlivych hrach — nie nutne od
frekvencie mien v beznej populdcii): Cleopatra (264 vyskytov), Emilia (233),
Desdemona (226), Helena (194), Portia (175), Isabella (159), Olivia (147), Julia
(145), Viola (142), a mnoho d'alsich aZ po Angelica, Julietta, & Polyxena (po
jednom vyskyte).

Jednoznacne najcastejsie slovo, ktoré koné¢i na a, je vSak samotny neurcity
clen ,a“. To znamend, ze poslednym znakom v riadku zac¢inajicom na a. je
medzera. V skutoénosti je to az 16 089 riadkov z 22151 (72%).

Tym, ze riadky zotriedime, zabezpecime, ze roticie zac¢inajice rovnakymi
pismenami budd vedla seba.
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A teraz pointa. Ako bude vyzerat BWT Shakespearovho textu? Ozna¢me
ho SH"™".

Burrows-Wheelerova transformécia je definovand ako posledny stfpec Burrows-
Wheelerovej matice, teda posledné pismeno z kazdého riadku (z kazdej rotécie),
ktoré sme utriedili podla abecedy. Tym, Ze riadky zotriedime, dosiahneme, Ze
rotacie zaéinajiice rovnakymi pismenami, sa ocitnii vedla seba.

SHPW je takmer 5-miliénovy retazec, ktory je permutéciou poévodného textu.
Pre lepsiu predstavu, tu je zopar uryvkov z BTW Shakespearovho textu:
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eiuuueuei ieooouoi ioiiieacauuuiuoouiioeaiii
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Zaciatok SH"™, _steheyrssdlsedk. .., sice vyzera ndhodne — prvé riadky
totiz zacinaju medzerou, takze posledny znak v riadku je posledné pismeno
nejakého slova. Ked' sa vSak dostaneme k riadkom zaéinajicim na a., drviva
vécsina bude konéif medzerou, a v SHP ' tak vznikne dlhy tsek (22 151 znakov),
z ktorych 72% st medzery. Ked sa dostaneme k riadkom zaéinajtcim na attle,
v poslednom stipci budu samé b-cka (obcas r, c, p, t a ziadne iné pismend).
Riadky zacinajice na fe. zas vytvoria dlhy blok, v ktorom budi najméa i-cka,
sem-tam a alebo 1 a tuplne zriedkavo iné tri pismend, ale ni¢ viac.

Riadky, ktoré zaéinaji slovom ,,Romeo*, budi konéit vZdy medzerou, pretoze
Ziadne iné slovo neobsahuje podrefazec romeo. V. .SH™™ to vytvori sivisly tsek
317 po sebe idicich medzier.

Vo vSeobecnosti bude SHP"* obsahovat tseky s opakovanymi pismenami a
este veobecnejsie, dlhsie tseky, v ktorych sa vyskytuje len velmi méalo réznych
znakov. Tento jav sa objavuje nielen pri Shakespearovi, ale aj pri inych textoch: v
prirodzenych i umelych jazykoch, pri biologickych sekvenciach plnych opakovani
a podobne.

Ide o to, Ze znak na danej pozicii sa ¢asto dd lahko uhddnut z kontextu,
teda z toho, ¢o nasleduje za nim. Ked rotécie zotriedime, podobné kontexty sa
dostant vedla seba. Vysledkom st dlhé bloky, kde sa bud’ opakuje ten isty znak,
alebo sa strieda velmi mald abeceda.

Takyto text sa komprimuje ovela lahsie nez povodny retazec. Ako na to?

Najjednoduchsi ndpad je pouzit tzv. run-length encoding (RLE). Myslienka
je priamociara: ak sa v texte n-krét po sebe opakuje ten isty znak ¢ (povedzme
pre n > 3), tak retazec

cce...cecc zakédujeme ako dvojicu (n,c).
—

n

Aby sme pri dekompresii vedeli spravne interpretovat bajty, musime si niekam
poznagéit, & dany bajt reprezentuje znak alebo dizku behu. Jednoduchy sposob je
vyuzit najvyss (prvy) bit kazdého bajtu: ak je nastaveny na 0, zvysnych 7 bitov
kéduje znak, ak je nastaveny na 1, zvysSnych 7 bitov udéva pocet opakovani.

Uz pri takomto jednoduchom postupe vieme Shakespearov text skomprimo-
vat na takmer poloviéni velkost. Tento vysledok je fascinujici najmé preto,
ze sme eSte ani nepouzili sofistikovanejsie techniky kompresie — iba sme vyuzili
velmi ,,vyhodné“ usporiadanie znakov, ktoré vyprodukovala Burrows-Wheelerova
transformécia.

Dalsia moznost, ako vyuzit struktiru, ktord BWT odhali, je pouzif kédovanie
s premenlivou dizkou kédov. Cim Castejsie sa znak vyskytuje, tym kratsi kod by
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mal mat, a naopak — zriedkavé znaky mozu mat dlhsie kédy. Tymto spésobom sa
dosiahne, Ze priemerny pocet bitov na znak bude mensi, nez keby sme kazdému
znaku priradili kéd rovnakej dfzky. Priklady takéhoto pristupu si Huffmanovo
kédovanie, aritmetické kédovanie, alebo modernejsie ANS (asymetrické nume-
rické systémy).

Ak sa pozrieme na normalizovany text vSetkych Shakespearovych diel, najcastejsie
znaky st: medzera . (19.3%), e (9.6%), t (7.1%), o (6.6%), a (6.2%), i (5.0%).
Tieto by sme teda mali kédovat ¢o najkratsfmi kédmi. Naopak, znaky ako z, q,
j, ¢i x, ktoré sa vyskytuji velmi zriedka, moézu dostat dlhgie kédy.

Tento klasicky pristup vSak vieme v kombindcii s BWT este vylepsit. Po
prvé, v transformovanom texte TP%t jednotlivé tseky zodpovedaji konkrétnym
kontextom, v ktorych sa znaky vyskytuju. Cim lepsie pozndme tento kontext,
tym presnejsie dokazeme odhadnit pravdepodobnost jednotlivych znakov — po-
dobne ako ked sme hddali, ktoré pismeno sa objavi pred danym podretazcom.
Po druhé, rozne tiseky transformovaného textu T°%* zodpovedaji odlisnym kon-
textom, a teda aj rozdelenie frekvencii znakov sa v nich méze zasadne lisit.

Napriklad v riadkoch, ktoré za¢inaji medzerou, posledny znak urcite nebude
medzera. A hoci pismend o, a, i patria medzi najcastejsie v angli¢tine, nepatria
medzi tie, ktoré sa najcastejsie objavuji na konci slova. Na konci slov sa omnoho
castejsie vyskytuja pismend e, s, t, 4, r.

Ako tito informéciu vyuzit?

Jedna moznost je rozdelif text na bloky a kazdy z nich zakédovat samos-
tatnym Huffmanovym kédom. Ak maju jednotlivé bloky rozne frekvencie pismen,
moézeme im priradit aj odlisné kédy, ¢fim dosiahneme lep$iu kompresiu.

Dalsou moznostou je pouzit adaptivne Huffmanovo kédovanie (pozri Vit-
ter 1987). Hlavnd myslienka je jednoduchd: pri postupnom spractivani textu
priebeZne poéitame frekvencie znakov (bud od tplného zaéiatku, alebo len v
rdmci okna poslednych w znakov). Podla tychto frekvencii, ktoré sa neustale me-
nia, si dynamicky udrziavame Huffmanov kéd, ktory sa prispésobuje aktualnym
frekvencidm znakov.

Algoritmus bzip2 (Seward 1996) pouziva este iny trik: na TP"* aplikuje tzv.
Move-to-front (MTF) transforméciu. Myslienka je jednoduché: pocas kédovania
si udrziavame zoznam vsetkych znakov a -ty znak kédujeme ¢islom 7. Zaroven
vzdy ked zakédujeme nejaky znak, presunieme ho na zaéiatok zoznamu (,move
to front“).

Napriklad ak kédujeme refazec

DADDDDCDCDDBDDD
a zaCiname so zoznamom . A B C D E .., postup vyzera takto:

e pismeno D je $tvrté (pocitame od 0), takze ho zakédujeme ako 4 a presu-
nieme na zaciatok zoznamu: D - A B C E ..,

e nasledne A zakdédujeme ako 2 a presunieme na zaciatok: A D . B C E ..,

e dalsie D zakédujeme ako 1 a D sa dosane opit na zaciatok zoznamu:
DA_BCE ..,
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e nasledujtice tri D-cka zakédujeme ako 0, lebo D je na zaciatku,
o atd.
Vysledna zakédovand postupnost je:

421000411104100.

Dolezité vlastnosti MTF transformacie su tieto: Ak sa v texte n-krat po sebe
opakuje to isté pismeno, po aplikovani MTF sa zakéduje podla aktudlnej pozicie
a nasledne n— 1 nil. Podstatné je, ze v roznych ¢astiach textu sa moézu opakovat
rozne pismené, no po MTF budi tieto behy vidy vyzerat ako postupnost nil.

Vseobecnejsie: ak nejaky tsek obsahuje iba r roznych znakov, ich prvé vyskyty
zakédujeme mozno vacsimi éfslami, no potom sa hned presuni na zadiatok zo-
znamu. Zvysok useku potom kédujeme len éislami 0,1, 2,...,r — 1. Takze ak sa
v roznych ¢astiach textu vyskytuju malé podmnoziny znakov, po MTF sa tam
budt objavovat takmer vyluéne malé éisla 0,1,2,.. ..

MTF je teda elegantny sposob, ako vsetky dlhé tseky s roznymi malymi
abecedami namapovat na dlhé tseky tvorené malymi &slami 0,1,2,.... Takto
spracovany text sa nasledne vyborne hodi na Huffmanovo kédovanie.

V skutocnosti bzip2 pozostava zo styroch krokov:

1. Burrows-Wheelerova transformécia usporiada text tak, ze vzniknud dlhé
useky s malou abecedou,

2. Move-to-front transformécia tieto tiseky d'alej prevedie na postupnosti
prevazne velmi malych é&isel, najcastejsie nil,

3. Run-length encoding skomprimuje jednopismenové behy do tvaru (pocet, znak),
a nakoniec

4. Huffmanovo kédovanie zakéduje vyslednt postupnost pomocou prefixového
kédu, pricom castejsie symboly dostanu kratsie kody.
Inverzna transformacia

Za¢nime jednoduchym prikladom: vezmime slovo ,,bedac“, kde si vSetky pismena
rozne. Ak vytvorime vSetky rotécie refazca BEDAC$ a zotriedime ich lexikogra-
ficky, dostaneme maticu, ktorej posledny stlpec je TPt = CD$AEB.

o MmeE e O

Otézka znie: ako sa vieme od CD$AEB dostat naspit k povodnému textu?
Népoveda: predstavme si Burrows-Wheelerovu maticu. T°%t je jej posledny
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stfpec. Okrem neho existuje este jeden §pecidlny stipec, ktory dokézeme z TPV
velmi Tahko zrekonstruovat. Ktory?

Ak hovorite, Ze ten Specialny stfpec je prvy,mate pravdu. Ako sme spominali
vyssie, kazdy stipec Burrows-Wheelerovej matice je permutaciou znakov povodného
textu. Specidlne prvy stipec vznikne tak, Ze sa znaky utriedia podla abecedy,
pretoze celé riadky triedime lexikograficky.

To znamend, ze pozname

posledny stipec: C D $ A
prvy stipec: $ A

Co d'alej? Uvedomme si, ze znak v poslednom stfpci je vzdy ten, ktory sa v
prislusnom riadku nachidza hned pred znakom v prvom stlpci.

posledny stlpec:

prvy stfpec:

Ak pojdeme odzadu, vieme, Ze posledny znak povodného textu je $. Podla
tabulky sa pred nim nachddza C. Pred C-ckom je zase A, a tak d'alej. Takto
postupujeme, az kym neprideme spitf na zaciatok textu — pred B je znovu $, ¢o
ndm signalizuje, Ze mame konéit.

Jediné, ¢o si potrebujeme rozmysliet, je: ako pre dany znak v poslednom
stfpci najdeme jeho poziciu v prvom stipci. (Mimochodom, proces by sa dal robit
aj opaéne a dekédovat povodny refazec od zaciatku do konca, ale mapovanie
prvého stipca na posledny by sa robilo trochu komplikovanejsie.)

A ¢o v pripade opakujicich sa znakov?

Vezmime si ivodny priklad, refazec BANANA$:

$ B A N A N A
Ao $ B A N A No
A, N A $ B A N
Ao N A N A $ Bo
B AN A N A $
No A $ B A N A
Ny, AN A $ B A

Tvrdim, ze ak si jednotlivé pismend oznac¢ime poradovymi ¢islami, aby sme
ich vedeli od seba odligit, tak vietky vyskyty rovnakého pismena v prvom stipci
budii zoradené v rovnakom poradi ako tie isté pismend v poslednom stipci.
Napriklad vsetky A-cka v prvom stipci budu zoradené v tom istom poradi ako
A-cka v poslednom stfpci.

Preco je to tak?

Zamerajme sa iba na riadky Burrows—Wheelerovej matice, ktoré zacinajui
pismenom A. Ked' tieto riadky zotriedime, dostani sa vedla seba. O ich vzdjomnom
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poradi vsak rozhoduje zvysok riadku, teda text, ktory nasleduje po tivodnom
A-cku. Ak mame riadky Az, Ay, Az, ich poradie bude dané poradim refazcov
T, Y, 2.

Co sa stane s riadkami, ktoré konéia na A? Tie presne zodpovedaji predchédzajiicej
skupine riadkov, len posunutej o jednu poziciu dolava: z Az, Ay, Az sa stani zA,
yA, zA. Tieto riadky sice v utriedenej matici nemusia staf vedla seba, no ich
vzdjomné poradie je opat uréené poradim =z, 7, z.

hol o | [z A
)

A1 Yy — A1
A2 z z A2

Vysledkom je, ze poradie vSetkych A-¢iek v prvom stfpci presne zodpoveda
poradiu vsetkych A-¢iek v poslednom stipci. A rovnako to plati aj pre vSetky
ostatné pismena.

Vd'aka tomu presne vieme, ktory znak v poslednom stfpci zodpovedd ktorému
znaku v prvom stfpci, a moZeme pouzit ten isty postup ako predtym: postupne
sa vracat po znakoch smerom spif a zrekonstruovat povodny text.

pOSlCdIly StIpCCI A() N() Nl B() $() Al AQ

N 1=

prvy stlpec:  $o A A1 Ay By No Ny

19.2 FM-index

Ked uz vieme, ako funguje Burrows-Wheelerova transformécia a jej pouzitie pri
kompresii, podme sa pozriet na to, ako sa dd v transformovanom texte 7Pt
vyhladévat.
Vyhladavanie
Ukéazme si postup na konkrétnom priklade: Mame text

T = ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS,
spocitame si jeho Burrows-Wheelerovu transforméciu

TP"* — TTGGTGTTG$TCGCACGACAAAATACACTAAAGAA.

Celéd Burrows-Wheelerova matica je na obr. 19.3 — pripomenme, zZe ju tu uvddzame
len na ilustraciu — v praxi ju nikdy celd nezostrome. Zaujima nés z nej len prvy
stipec F a posledny stipec L = TP, zvy$né znaky matice nemame k dispozicii,
preto su znézornené Sedou.

V skutoénosti aj prvy stipec

F = $AAAAAAAAAAAAACCCCCCGGGGGGGTTTTTTTT
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nemdme ulozeny ako n znakov — je to zbytoéne vela paméite. Namiesto toho si
staci pamitat pocty znakov: 1 ukonéovaci znak, 13 A-éok, 6 C-¢ok, 7 G-¢ok a 8
T-¢ok. Ako uvidime ochvilu, este lepsie ulozif si tabulku zagiatkov:

znaky $ A C G T Kkoniec
zacinaji od riadkw 0 1 14 20 27 35

Na obr. 19.3 sme si tiez oc¢islovali vyskyty jednotlivych znakov, podobne ako
pri inverznej BWT, aby sme vedeli, ktory znak v poslednom stfpci zodpoveda
ktorému znaku v prvom stfpci. Napriklad A 3 znamenad, ze ide o tretie A-cko v
danom stlpci (¢fslujeme od 0), resp., Ze pred tymto A st v texte este d'alSie tri.

Predstavme si, Ze chceme vyhladat vietky vyskyty refazca TAG. Postup je
tiez zndzorneny na obr. 19.3. Budeme postupovat odzadu a hladaf ¢oraz dlhsie
sufixy hladaného refazca. Najskor ndjdeme vsetky riadky, ktoré zaéinaji po-
slednym pismenom G, potom najdeme riadky, ktoré zacinaji na AG, az nakoniec
najdeme vSetky riadky, ktoré zac¢inaji na TAG.

Riadky za¢inajice na G vieme odéitat priamo z tabulky: st riadky 20-26.

Ak sa pozrieme na posledny stfpec v tychto riadkoch, vidime, ze vécSina
koné¢i na A, niektoré na C a T. N&ds samozrejme zaujimaji prave riadky, kde
predchadzajice pismeno pred G je A, teda riadky, ktoré maju v prvom stipci G
a v poslednom stfpci A.

Jeden krok vyhladavacieho algoritmu. Predstavme si, Ze uz sme nasli inter-
val riadkov, ktoré za¢inaji na podrefazec P (vysrafovand oblast v strede). To
znamend, ze riadky nad tym zaéinaji refazcom mensim ako P a riadky pod
tym zaéinaji refazcom vadsim ako P. Predpokladajme d'alej, Ze chceme néjst
riadky, ktoré zac¢inaji na cp, kde c je jeden znak.

Pozrime sa na riadky, ktoré koncia na c. Riadky konciace nultym a prvym
¢ su nad nasim intervalom. To znamend, Zze v rotaciach za cg a c; nasleduje
refazec mensf ako p. Podobne riadky konéiace piatym a Siestym c st pod nasim
intervalom, takZe za cs a cg nasleduje refazec vicsi ako p.

Riadky konc¢iace druhym, tretim a §tvrtym c sa nachadzaji v naSom inter-
vale, tzn. zac¢inaju na p. To znamena, Ze v rotacidch za co, c3 a c4 nasleduje p
a interval od druhého po §tvrté c je nds hladany interval.

Ranky
Pozicie v texte

Vysledna struktira

Na pripravu jedného FM-indexu budeme potrebovat: vstupny text T'. Spoéitame
sufixové pole SA(T). Zo sufixového pola odvodime posledny stipec Burrows-
Wheelerovej matice L, ktory si ulozime. Zo samotného sufixového pola si nechdme
iba mali podmnozinu a zvySok zahodime. Spocitame frekvencie jednotlivych
znakov a pole Giastoénych stuétov, éim dostaneme tabulku F pre prvy stipec.
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rank - &fslo

vyskytu v F | rank - &fslo

&islo

riadku N l J l [vysky‘tu vi
0 0 $ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTO
tu za&lnajo A ---------------
1 0 ACATAGATGAGTATAGAGACTSATAGACCGCCATT 1
2 1 ACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTSATAGO
2 ACT$ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAG 1

3JAGEACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACT$AT 2

3

4
543AGEACT$ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAG2
65EAG;AGACT$ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTAT3
76EAGEATGAGTATAGAGACT$ATAGACCGCCATTAC T 4
87;AGETATAGAGACT$ATAGACCGCCATTACATAGATG
9 8 ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS$
9

3
0
ATAGAGACTSATAGACCGCCATTACATAGATGAGT S5
1110 ATAGATGAGTATAGAGACTS$ATAGACCGCCATTACO

4

~ATGAGTATAGAGACTSATAGACCGCCATTACATAG

AGATGAGTATAGAGACTSATAGACCGLL 1
14 0 CATAGATGAGTEFAGAGACTSATAGABCCCCATTA
15 1 CATTACATAGATGAGTF? TJVGACT$ATAGACCGC2
16 2 CCA CETAGATGAGTATAGAGE FSATAGACCG 5

=T 3 CCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS$? AGA 1

tu za&lnajo C

o

s 18 4 CGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTSATAGAC Y
19 5 CT$ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGA2\\\\

fu 2a&hoj0 G ==mmmomcmooonnn

20 0 EC;ACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACT$ATA 3 .

21 1;GEACT$ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGA4
222ZGEAGACT$ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATA5
233.‘GfAGTATAGAGACT$ATAGACCGCCATTACATAGAT6
244fGEATGAGTATAGAGACTﬁBATAGACCGCCATTACATA6
25 5 GCCATTACATAGATGAGTATAGAGACT$ATAGACC4

26 6 GTATAGAGACT$ATAGACCGCCATTACATAGATGA7
27 0 TSATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACS
2881 TACATAGATGAGTATAGAGACTSATAGACCGCCAT?77
8
9

T 29 2iTAGfACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACT$A
30 3 ETAG,:AGACT$ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTA

31 4 E’TAGTATGAGTATAGAGACT$ATAGACCGCCATTACA 10
32 5 TATAGAGACTSATAGACCGCCATTACATAGATGAG 6
33 6 TGAGTATAGAGACTS$ATAGACCGCCATTACATAGA 11

34 7 TTACATAGATGAGTATAGAGACTS$ATAGACCGCCA 12

Obr. 19.3: BWT textu 1" = ATAGACCGCCATTACATAGATGAGTATAGAGACTS.
Prvy Stlpec:, F = $AAAAAAAAAAAAACCCCCCGGGGGGGTTTTTTTT,
Posledny stlpec: L = TTGGTGTTG$TCGCACGACAAAATACACTAAAGAA.
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Obr. 19.4: Jeden krok vyhladdvacieho algoritmu. Predstavme si, Ze uz sme nagli
interval riadkov, ktoré za¢inaji na podrefazec P (vysrafovana oblast v strede)
a chceme néjst riadky, ktoré za¢inaji na cp, kde c je jeden znak. Potrebujeme
zistit, ktoré c v poslednom stfpci sa nachadzaji v nasom intervale. V tomto
priklade st to ¢y aZ c4. Preto interval od druhého po §tvrté c je hfadany interval,
ktory zacina na cp.
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Nésledne vybudujeme $truktiru pre rank.(L, ), vd'aka ktorej vieme rychlo po-
vedat pre Iubovolny znak c a poziciu 4, kolko c-¢iek sa nachidza v L pred
i.

Vysledny FM-index sa skladé zo Styroch ¢asti:

e L =T"" posledného stfpca Burrows-Wheelerovej matice,
e I prvého stfpca,

e Struktiry pre rank.(L, 1),

e podmnoziny sufixového pola SA(T).

Kolko miesta to zaberie?

e L = T — n znakov, rovnako ako vstupny text (zatial — avsak uz sme
videli, Ze L je refazec, ktory sa d4 dobre komprimovat)

e I — jedno ¢islo pre kazdy znak abecedy; abeceda je vii¢sinou mald (napr.
menej ako 256 znakov), takZe toto je viéSinou tplne zanedbatelnd hod-
nota,

e rank.(L,i) — zatial sme si ukézali riesenie s pamitfou n|X|/b, kde b je
konstanta, v nasledujticej kapitole si ukdzeme lepsie rieSenia,

e podmnoZina sufixového pola — 2n/s éisel, kde s je nejakd konstanta.

Ukézme si to na priklade Tudskej DNA z ivodu. Mame teda 4-pismenovii
abecedu a zvolme s = 64 a b = 128. Potom

e L zaberie 750 MB (ako povodny refazec),
e [ st 4 ¢isla (zanedbatelnych 16 bajtov).
3 miliardy 4-bajtovych ¢&isiel zaberie 12 GB, tzn.
e Struktira pre rank zaberie 12 GB x 4/128 = 375 MB,
e 1/64 sufixového pola zaberie 12 GB x 2/64 = 375 MB

Podtrzeno a seéteno: spolu len 1.5 GB, ¢ize dvakrat velkost povodného retazca.
V&imnite si, Ze na rozdiel od sufixovych stromov a poli si nepotrebujeme pamitat
povodny retazec T (vieme ho rekonstruovat z L = TP*).

7 30-60 GB sufixového stromu, cez 12 GB sufixové pole sme sa teda dostali
na 1.5 GB FM-index. Dosiahli sme 20-40x menej paméte a to sme este nekom-
primovali L a pouzili sme len velmi jednoduché rieSenie pre rank. S kompresiou
a d'alsimi vylep$eniami vieme dosiahnut détovi struktiru, ktord zabera len 30—
50% pamiite povodného refazca a navysSe v nej vieme rychlo vyhladdvat. Ako
na to, si postupne ukdzeme v d’alsich kapitoléch.
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Cast VII

Usporné datové struktiary






Kapitola 20

Rank a select

V tejto kapitole si vybudujeme jeden z najzékladnejsich stavebnych kamenov
pre tUsporné datové struktiry: bitvektor s operdciami access, rank a select.
Majme bitvektor B € 0, 1". Na fiom budeme definovat tri zdkladné operdcie:

e access(i) (pristup) vrati bit B[i].

e rank; (7) vrati pocet jednotiek v prefixe B[0...¢) pred poziciou i. Analo-
gicky ranke (i) = ¢ — rank; (¢) uddva pocet nul.

e selecty (k) vrati najmensie ¢, pre ktoré rank; (i + 1) = k, t. j. poziciu k-tej
jednotky. Analogicky definujeme selectq pre nuly.!

Na prvy pohlad to nevyzers ako ni¢ zvlastne — pristup do pola, pocet jedno-
tiek, pozicia jednotky. Lenze cielom bude navrhnit tieto opericie tak, aby boli
¢o najrychlejsie (v konstantnom case) a zdroven zaberali éo najmenej pamite.

Motivacia #1: FM-index. V kapitole o FM-indexe sme narazili na potrebu
rychlo spoéitat, kolkokrat sa dany znak c vyskytuje v prefixe L[0...4). Pre
bindrnu abecedu je tato tiloha presne operdcia rank nad bitvektorom. Ked tento
pripad zvlddneme rychlo a pamitovo tisporne, v d'alsej kapitole sa pozrieme na
vécsie abecedy.

Motivacia #2: Zhustené pole. Predstavme si pole A dféky m, ktoré obsa-
huje len n < m redlnych prvkov a zvysok je prazdny. Kazdy prvok zaberd ¢ bitov
a predpokladajme, Ze v tychto £ bitoch vieme reprezentovat aj $pecidlnu hod-
notu ,,prazdny “ (napriklad null). Ako moZeme takéto riedke pole reprezentovat
usporne a pritom efektivne?

Jednoduché rieSenie: obyéajné pole. Najpriamejsi pristup je alokovat m x £
bitov, teda klasické pole diiky m. Nevyhoda je zrejma — ak je pole riedke,

IPozor na off-by-one chyby: v celej knihe budeme désledne pouzivat nulové indexovanie a
intervaly tvaru [0...1), takze rank(:) sa vzdy pocita len po poziciu ¢, nie vratane nej

201
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vécsina priestoru sa spotrebuje na prazdne policka. Na druhej strane, ak je n
len o trochu mensie ako m, teda prazdnych miest je malo, je to dobré rieSenie.

Druha moznost je ulozit si iba tie prvky, ktoré skutoéne existuji, ako slovnik
i — A;. Takyto slovnik mézeme implementovat bud’ ako utriedené pole (v kto-
rom budeme bindrne vyhlad4avat), alebo ako heSovaciu tabulku. Takéto riesenie
zabera priblizne n x (Igm + £) bitov, v pripade hestabulky este krat (1 + ¢).
Toto je vyborné rieSenie, ak je pole velmi riedke, teda n < m.

Ked’ si o chvilu ukdZzeme tispornii implementéciu pre opericie rank a select,
pribudne nam este tretia moznost: Vytvorime si bitvektor B diiky m, v ktorom
si pre kazdd poziciu ulozime informéciu, ¢i je dané policko obsadené (1) alebo
prézdne (0). Zaroven si alokujeme pole A’ dfiky n, do ktorého zapiseme vsetky
neprazdne prvky A;, natlacené tesne vedla seba, bez medzier.

4:[4 B| ¢ Dl E F]

Ak potom chceme zistit, ¢i je A[i] obsadené, jednoducho sa pozrieme na bit
Bli]. Ak B[i] = 1, vieme pomocou opericie rank; (i) zistif, kolko neprdzdnych
prvkov sa nachadza pred poziciou i, a teda aj index v poli A’, kde sa nachddza
pozadovand hodnota:

Ali] = A'[rank, (7)].

Naopak, operdcia select; ndm umoziuje najst, kde sa v povodnom poli nachadza
j-ty neprazdny prvok, teda slizi na prepocet indexov opaénym smerom:

A'lj] = Alselect4(5)].

Takéto rieSenie zaberd (1 + ¢)m + n x £ bitov.

Ktoré riesenie je najlepsie? Zalézi. ..

Predpokladajme, Ze implementdcia rank a select, resp. hestabulky zaberie
¢ = 10% pamite navyse. Vezmime napriklad n = 22° ~ 1,000,000 prvkov,
pricom kazdy z nich m4 velkost ¢ = 256 bitov (teda 32 bajtov). Samotné data

teda zaberaju n x £ = 220 x 256 = 32MB. Porovnajme teraz, kolko pamiite
zaberie celd struktira pri réznych hustotach:
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riedke pole hestabulka zhustené pole s bitvektorom
pamit mx £ (14+¢e)xnx(gm+4£) (I+e)m+nxt
m = 1.1n 35.2MB 37.97MB 32.15MB
m=2n 64 MB 38.1MB 32.28 MB
m = 10n 320 MB 38.4MB 33.38 MB
m = 50n 1.56 GB 38.73MB 38.88 MB
m = 100n 3.13GB 38.86 MB 45.75 MB

Inymi slovami, dodatoénd pamdt slovnika i +— A; je prinajmensom nlgm
bitov navyse — tolko potrebujeme len na uloZenie indexov. V pripade zhusteného
pola s bitvektorom je dodatoéna pamif priblizne (1 + &) x m bitov, teda len
o maélo viac nez samotnd dlzka povodného pola. Z toho vyplyva, ze pouzitie
slovnika sa oplati az vtedy, ked m > nlgm, teda ked je pole skutoéne velmi
riedke.

Motivacia #3: Ijsporné stromy. Predstavme si, ze mame staticky binarny
strom a chceme ho ulozif ¢o najuspornejsie. Tradiéna reprezenticia — teda
kazdému vrcholu uloZif smerniky na Tavého a pravého syna a rodica — je sice
pohodlnd, ale z pohladu pamiite velmi neefektivna. Kazdy smernik zaberd 64
bitov, takze len samotné odkazy pridavaju az 3 x 64 = 192 bitov na kazdy jeden
vrchol.

D4 sa to lepsie?

Ano: Dopliime strom o tzv. vonkajsie vrcholy (e), ktorymi nahradime vsetky
nulové smerniky. Kazdy vndtorny vrchol mé teda presne dvoch synov — bud
vnutornych, alebo vonkajsich. Teraz staéi prejst strom po tdrovniach a zapisaf
si 1 ak je dany vrchol vnttorny, 0 ak je vonkajsi:

3 6
1 1 1
C o D E

11

A B

Tymto spésobom dokdZeme bindrny strom reprezentovat ako obyéajny bit-
vektor, ktory ma dlzku 2n + 1 bitov. Navyse, vdaka operdcidm rank a select

nad tymto bitvektorom sa dokdZeme po strome pohybovat — z rodi¢a na deti, z
det{ na rodic¢a. (Ako presne, nechdme ako tilohu pre ¢itatela.)
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Alternativny pristup je previest bindrny strom na zakoreneny usporiadaniy
strom pomocou tzv. reprezentacie left-child—right-sibling: V tejto schéme inter-
pretujeme lavého syna ako prvého potomka a pravého syna ako nasledujiceho
surodenca.

> > )y C ) )
A C E E C F F *

o~

c C > )
* AB B D D G

(Napriklad v pévodnom bindrnom strome korenn A, jeho pravy syn C a jeho
pravy syn F' tvoria stirodencov — synov nového korefia oznaceného (x). Lavy syn
B sa v tejto reprezentacii stdva progm synom vrcholu A, a jeho pravi potomkovia
sa premenia na jeho sirodencov.)

Nakoniec spravime Eulerovsky prechod okolo nového stromu. Vidy, ked
do vrcholu prvykrat vchddzame, zapiseme si lavi zétvorku, ( a ked z neho
naposledy odchadzame, zapiSeme pravi zatvorku ). Takto dostaneme dobre
uzdtvorkovani postupnost, ktord presne vystihuje tvar povodného stromu.

Tieto dve transformécie — left-child—right-sibling a Fulerovsky prechod —
s izomorfizmy: kazdému bindrnemu stromu zodpoveda préave jeden zakore-
neny usporiadany strom, a kazdej takejto Struktire prisltiicha prave jedna dobre
uzétvorkovana postupnost. Naopak, z kazdej spravne uzatvorkovanej postup-
nosti vieme strom jednoznaéne zrekonstruovat. Zaroven postupnost zdtvoriek
moZzeme reprezentovat ako bitovy vektor, kde ( je 0 a ) je 1. Opiit prenechdme
na ¢itatela, aby domyslel, ako operédcie na stromoch premenit na opericie na
bitvektore.

Vidime teda, ze bitvektory a operacie na nich nie si len akysi podivny umely
problém, ktorym sa teoreticky informatici zaoberaji pocas dlhych zimnych
veéerov, ale tvoria prakticky ndstroj, na ktorom je zaloZenych vela d'alsich
uspornych datovych struktir. Podme teraz porozmyslat, ako takito datovi
struktiru navrhnut.

20.1 Usporny rank
Zacnime dvoma trividlnymi rieSeniami:

#0. Ziadne predspracovanie: Rank spocitame v linedrnom case. Kata-
strofa, ale OK, musel som to spomentt.
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#1. Predpocitame vsetko: Spocitame si tabulku R[i] = rank, (i) — kazdy
rank takto vieme povedat v konstantnom éase. AvSak pamif je katastrofalna:
napriklad ak pouzijeme 64-bitové ¢isla, tak pole rankov bude 64xvécsie ako
povodny bitvektor!

Vieme vymysliet nieco lepsie?

#2. Predpocitame menej: Ak chceme zmensit potrebnd pamit, o tak
predpocitat si rank len pre kazdu k-tu poziciu? Kazdy rank zaberd [lgn] bitov,
ale ak si zapamétdme iba kazdé k-te, celkovo ranky zaberi (n/k) x lgn bitov.

Napriklad, ak zvolime k = 101gn, ranky spotrebuju len 10% pamiite navyse
oproti samotnému bitvektoru.

Lenze na druhej strane, ak chceme, aby ranky zaberali menej ako n bitov,
potrebujeme k > lgn, ale tym padom sa nam zhorsi casové zlozitost. Ak si
pamiitdme len kazdy (logn)-ty rank, tie zvy$né musime dopocitat v linedrnom
case od k. Ci?

#3. Praktické rieSenie: Podme sa najskor porozpravat o redlnej imple-
mentécii na redlnom pocitaci. Pretoze k& = 101lgn znie hrozivo, ale ak mame
povedzme miliardové pole, tak 1g 10 < 30, takze mame jeden rank pre kazdych
300 bitov. Pre predstavu, jeden register je 64 bitov a jedna cache line je 64B =
512 bitov.

Navyse stucasné pocitace maju instrukciu popcount, ktord spocita pocet jed-
notkovych bitov v registri. Jedind instrukcia v konstantnom c¢ase. Takze 300
bitov zvlddneme 5-timi instrukciami, ktoré mozu bezat dokonca paralelne. Do-
konca najnovsie pocitace (v ¢ase pisania) s architektirou AVX-512 (napriklad
Intel Ice Lake) maji vektorové instrukcie VPOPCNTDQ, ktoré spocitaji pocet jed-
notiek v 8-mich 64-bitovych ¢islach naraz, dokonca s pripadnou maskou.

Ak chceme spoéitat len pocet jednotiek po nejaki poziciu 4, staéi bity od tejto
pozicie vynulovat pomocou bitového ANDu. Konkrétne sta¢i zobraf 1, posunif
ju o i dolava a odéitat 1, teda (1 << i) - 1. Dostaneme v dvojkovej ststave:

%

—N—
1 << i 00001000 ... 000
(1 << i) -1 00000111 ... 111

Ked Tubovolné &islo zANDujeme s takouto maskou, ostanti nam len bity na jed-
notkovych poziciach, teda prvych i pozicii (sprava).

Jedno velmi praktické riesenie teda je, ze vezmeme 512 bitov (64 bajtov, 1
cache line). Z toho prvych 64 bitov bude predpoé¢itany rank, teda pocet jedno-
tiek pred touto poziciou a zvysnych 448 bitov budu bity poévodného bitvektoru.
Dolezité nemame dve oddelené polia: povodny bitvektor a predpocitané ranky,
ale vSetky hodnoty sd ulozené preryvane v jednom poli. Takto nam staci na-
miesto dvoch pristupov na dve rdzne miesta v paméti na¢itat naraz len jednu
cache line. Vysledny rank spocitame ako stucet predpocitaného ranku a hod-
noty dopocitanej maximélne 7-mimi operaciami popcount, s pripadnym mas-
kovanim. Takéto rieSenie zaberd ~ 14% pamiite navyse oproti samotnému bit-
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vektoru. Dokonca ak mame bitvektor diiky menej ako 4 miliardy, sta¢i nam len
32 bitov na kazdy rank a zvysnych 480 bitov tvoria bity z bitvektoru, ¢o je len
1/15 ~ 6.7% navyse.

Cas je prakticky konstantny. (Teda ak predpokladdme model pocitaca, v
ktorom mame registre dizky ©(logn) a popcount vieme spocitat v konstantnom
Case.)

D4 sa to este lepsie? Co keby sme cheeli este ispornejsie riesenie?

Predstavme si, ze mame n = 10 GB dlhy bitvektor. To znamen4, ze na ranky
potrebujeme aspont 34 bitov ([1g(10 - 23°)]). Ak bitvektor nasekdme na bloky
diiky b = 512, potrebujeme aspon

n

5 34 =n x 34/512 = 680 MB ~ 6.6% x n

Vieme sa dostat pod 6%? Mohli by sme este predizif velkost bloku, lenze
tym zéroven algortimus spomalujeme. . .

#4. Este tispornejsie riesenie: Mozeme viak pouzit dvoj-tirovitové riesenie!
Nasekame bitvektor na superbloky dfzky s =2 — 1 = 16383 bitov. Pre kazdy
zatiatok superbloku spoéitame rank po dant poziciu. Ostdva ndm vyriesit, ako
spoc¢itame rank v ramci jedného superbloku.

Odpoved je, ze mozeme kazdy superblok opéf nasekaf na mensie bloky dizky
b = 512 (a v rdmci bloku dfiky 512 uz rank spoc¢itame pomocou bitovych
operéacii). Vtip je vSak v tom, Ze pre tieto bloky sta¢i predpocitaf rank iba
od zaciatku superbloku, o je ¢islo od 0 po 16383, na ktoré nam staci 14 bitov!

Kolko pamiite takéto riesenie spotrebuje? Mame n/s superblokov a na kazdy
rank potrebujeme 34 bitov, plus méme n /b blokov a na kazdy blok predpocitame
,maly rank“ od zaciatku superbloku, na ktory potrebujeme len 14 bitov. Spolu:

34 14

n n
PP x1a= ot 2
s X "X<2141+512

) ~ 301 MB ~ 2.94% x n

Ak by sme zvolili bloky dfiky b = 1024, oplati sa zvolit superbloky dIZky
s =215 — 1 = 32767. Pri tejto volbe by ranky zaberali

34 15
nx <215_1 +1024> ~ 161 MB ~ 1.57% x n

Tedria. V tedrii nds zaujimaju wusporné rieSenia, kde dodatocnd paméit je
asymptoticky mensia ako minimalna pamif pre dand Struktiru — v naSom
pripade o(n). To znamena, ze chceme dosiahnut takd pamét, Ze podiel

dodatoéns pamit na ranky

; - —0 re n — 0o
pamét na bitvektor P

je zanedbatelny, resp. bliZi sa k nule pre n idtice do nekoneéna.
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Vo vSeobecnosti v dvojiroviiovom rieSeni ranky zaberaju

o (Tenl Tl

Ak zvolime napriklad superbloky dfzky s = lgn a bloky diiky b= %lg n,
tak ranky budu zaberaf

o <1M . ﬂg(lgznﬂ> nxO( 1+1g1gn> .

gn-len tlgn lgn

—0 pre n—oo

A ¢o sa tyka pocitania ranku v ramci jedného bloku (dfiky %lg n), tak aj
keby sme neuvazovali model s operaciou popcount, tak pri takejto malej dizke
si vieme predpocitat jednu globdlnu tabulku. Vsetkych moznych bitvektorov
diiky b je totiz 2%, ¢o pre nasu volbu b = %lgn znamend /n. Aj keby sme si
teda pre kazdy bitvektor a pre kazdu poziciu v nom spocitali rank, zaberie to
iba O(y/n x 1g% n) bitov, ¢o je zanedbatelné oproti n.

20.2 ﬁsporny select

Operidcia select;(j) je v istom zmysle inverznd ku rank;(i). Pri jeho rieseni
budeme vyzbrojeni technikami, ktoré sme pouzili na rank, napriek tomu je tento
problém zlozitejsi. Pri ranku ndm staéilo vyriesit rank; a poéet nil sme mohli
pocitat vd'aka vzfahu ranke (i) = i —rank, (4). Naproti tomu ak vieme néjst j-tu
jednotku, to ndm este ni¢ nehovori o tom, kde sa nachddza j-ta nula. Nase usilie
budeme musief zdvojnésobif a vyrobif jednu struktiru pre select, a jednu pre
select.
Obvyklé trividlne riesenia stéle funguju (a stéle su katastrofélne z1é):

#0. Ziadne predspracovanie: Hladanie trva O(n).

#1. Predpoéitame vSetko: Zabera O(nlogn) bitov paméte navyse. A my
chceme o(n).

V skutocnosti, ak nds zaujima iba selecty, je to O(n4logn) bitov, kde n4
je pocet jednotiek v poli. Tato reprezenticia sa vSak oplati iba ak je pocet
jednotiek dost maly — ny; = o(n/logn).

#2. Binarne vyhladavanie na rankoch: Jedno velmi praktické riesenie,
ak uz mame vybudovanu struktiru pre ranky, je pouzif bindrne vyhladdvanie a
najskor medzi rankami superblokov najst ten spravny superblok, potom medzi
rankami blokov n4jst ten spréavny blok a nakoniec v rémci bloku dohladat tui
spravnu jednotku. Casové zlozitost bude O(logn), ¢o nie je na zahodenie a
vyhodou je, Ze okrem §truktiry pre rank uz nepotrebujeme ziadne d alsiu pamét
navyse.
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#3. Predpoéitame menej: KedZe predpoéitat vietko ma priserni pamétfovi
zlozitost, ale predpoéitanie vo vieobecnosti pomaha, moézeme usetrit pamit tak,
ze si toho predpoc¢itame menej. Ak si zapamétame iba poziciu kazdej k-tej jed-
notky, pamitova zlozitost bude O(n/k x logn), ¢o, povedzme, pre k = log? n,
je sublinedrne o(n).

Clovek by ¢akal, ze takto zlepsime ¢asovi zlozitost, ale v najhorsom pripade
tomu tak nie je. Clovek by tiez ¢akal, ze takto nasekdme bitvektor na mengie
bloky, pouzijeme dvoj-tiroviiové riesenie ako pri rankoch a mézeme si odfajknut
select a rozlicit sa. BohuZzial, nie je to také l'ahké.

Totiz zatialéo pri rankoch sme bitvektor nasekali na rovnaké bloky dfzky
b, pri selecte budt mat bloky rozne dlzky. Dokonca velmi dramaticky rozne:
napriklad ak vieme, ze select; (0) = 0, tak select; (1) moze byt hned vedla na
pozicii 1, alebo aj uiplne na konci select; (1) = n — 1, ak st medzitym samé nuly.

Nastastie nés zachréni, e pre riedke polia, kde je velmi mélo jednotiek,
mozeme pouzit aj trividlne rieSenie — a sice poznacime si pozicie vietkych jed-
notiek.

#4. Plus vSetky pozicie v dlhych blokoch: Predpocitajme si poziciu
kazdej k-tej jednotky, kde k = log?n. Tieto pozicie ndm rozdelia bitvektor
na mensie bloky. Bloky moézu mat velmi réznorodé diiky, ale v kazdom bloku
(mozno okrem posledného) sa nachddza presne k jednotiek.

Ak je blok dlhsf ako k2 = log® n, budeme ho volat dlhy blok — ostatné budeme
volat krdtke. Zjavne dlhych blokov méze byt najviac n/k? a v kazdom je najviac
k jednotiek — to je dokopy najviac n/k = n/ log? n jednotick. Ak si aj pre kazda
z nich zapamétdme jej poziciu, zaberie to dokopy len O(n/logn) = o(n) pamiite.
Navyse pre kazdy z n/k blokov si potrebujeme poznagit, ¢i je dlhy alebo kratky
a pre dlhé bloky smernik na pole vsetkych pozicii — na toto opatf moézeme pouzit
bitvektor s predpoéitanym rankom, ale aj priamociarejsie rieSenia budi zaberaf
len o(n) pamite.

Ked takto vyriesime vietky dlhé bloky, ostdva ndm doriesif tie kratke. Kazdy
z nich ma dizku najviac log* n, takze ak pouzijeme bindrne vyhladdvanie, do-
staneme riesenie s casovou zlozitostou O(log(log* n)) = O(loglogn).

#5. Dvoj-tiroviiové rieSenie. Budeme postupovat rovnako ako v predchddzajticom
rieseni — predpocitame si poziciu kazdej k-tej jednotky pre k = log® n. Pre dlhé
bloky si predpocitame pozicie vSetkych jednotiek. Pre kratke bloky pouzijeme
tu istu myslienku eSte raz.
Vyderzaj pioner.
Pre kazdy krdtky blok si predpoéitame kazdu £-t1i jednotku pre £ = (log log n)?.
Vtip je opif v tom, Ze poziciu budeme poéitat od zaciatku bloku a kedZe vietky
kratke bloky majui dlzku najviac log® n, tdto pozicia zaber4 len 4loglog n bitov.
Spolu vsetky tieto pozicie zaberi najviac

n nloglegm
— X 4logl = = bitov.
g > 4loglogn 0 (log Tog n xW) o(n) bitov



Komprimovany bitvektor 209

Tieto pozicie ndm rozdelia kazdy kratky blok na mensie minibloky. Minibloky
budt mat opéif roznu dizku. Budeme hovorif ze minibloky dlhsie ako (2 =
(loglogn)* st dihé a tie ostatné si krdtke. Pre dlhé minibloky si m6zeme opét
ulozif vsetky pozicie jednotiek — takychto dlhych miniblokov je len n/¢? a kazdy
obsahuje najviac £ jednotiek — to je spolu n/¢ = n/(loglogn)? jednotiek. Kazd4
pozicia zabera len loglogn bitov, takZe si to mézeme dovolif. Celkovd paméft
pre dlhé minibloky je

n n n
X <£¢ xf loglogn> © <(10glogn)¢ XW) o <loglogn) o)

Nakoniec ném ostant krétke minibloky dizky najviac £2 = (loglogn)? a tie
sa uz zmestia do registra, resp. vSetkych moznych bitvektorov takejto dféky je
len velmi mélo, takze si vieme predpoéitat jednu globalnu tabulku, ktord nim
povie pre kazdy bitvektor a kazdé j poziciu j-tej jednotky.

Takto dokdZeme rank aj select spocitat v konstantnom ¢ase a v o(n) do-
datocnej pamaéti.

20.3 Komprimovany bitvektor

Ako sme videli v predchddzajicej asti, ak mame retazec bitov, vieme si k nemu
ulozif pomocné informécie a vdaka nim podporovat operécie rank a select. Celd
tato sranda je velmi praktickd a stoji nds len mali pamit, rddovo jednotky
percent z pamiite, ktort zabers povodny retazec.

V nasledujicej Casti skisime byt este ambiciéznejsi. Vedeli by sme dany
bitvektor skomprimovat tak, ze stdle budeme vediet podporovat opericie access,
rank a select? A za akd cenu?

Samozrejme, mohli by sme zo $uflika vytiahnut Iubovolny kompresny algo-
ritmus, a cely bitvektor skomprimovat — ale ako potom budeme vediet zistit
hodnotu i-teho bitu bez toho, aby sme cely retazec dekomprimovali?

Dalsf napad by mohol byt rozsekaf vstupny bitvektor na bloky (ndpad ,,sekat
na bloky “ nds uz viackrat zachranil). Kazdy blok zakédujeme zv14st. Budeme si
musiet zapaméitat nejaki pomocnii infomdciu, aby sme rychlo vedeli nijst k-ty
blok, avsak potom sta¢i na zistenie i-teho bitu dekomprimovat iba jediny blok a
nie cely refazec. Navyse, myslienka blokov ide pekne dokopy s algoritmami pre
rank a select, ktoré tiez delia bitvektor na bloky.

Stojime vsak pred nelahkou tilohou. Na jednej strane chceme bloky ¢o naj-
dlhsie, aby sme mali ¢o najlepsiu kompresiu a potrebovali ¢o najmenej do-
datocnej pamite pre rank a select, na druhej strane chceme bloky kréatke, aby
sme vedeli rychlo dekédovat i-ty bit.

Tu si ukdZeme jednu jednoduchitt metédu, ako bitovy refazec skomprimovat,
pri¢om sa budeme blizit entropii daného retazca. Datova Struktira sa vola RRR
podla mien jej vynédlezcov: Raman, Raman a Rao.

Myslienka je jednoducha:

e Vezmime blok r bitov.
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e Spocitajme ¢, pocet jednotiek v nom.

e Predstavme si, ze mdme utriedeny zoznam vsetkych bitvektorov dfzky T,
ktoré obsahuju c¢ jednotiek a spoc¢itajme poradie p nasho bloku v tomto
zozname.

e N4s blok budeme kédovat dvojicou (c, p).

Ukéazme si to na priklade. Predstavme si, ze médme na vstupe:

(0110000 |[0001000][ 0110010 |[ 0000000 | [ 0000010 |[ 0000101 |

a zvolime si blok diiky 7. Pomocn4 tabulka je na obrazku 20.1. Prvy blok m4
2 jednotky a medzi takymi blokmi je 14-ty v poradi (poc¢itame od nuly). Druhy
blok m4 1 jednotku a je 3-ti v poradi. Tret{ blok mé 3 jednotky a je to 17-ty
blok medzi 7-bitovymi blokmi s 3-oma jednotkami. Stvrty blok st samé nuly,
teda ¢ = 0 a ziadne poradie nepotrebujeme kédovat, pretoze existuje len jeden
taky blok, atd. Vysledny kéd bude:

c 2 1 3 0 1 2
p [o1110] [o11] [o10001] [] [oo1i] [00001]

Na zépis kazdého ¢ potrebujeme 3 bity (moze nadobtdat 0. . .7, teda 23 réznych
hodnot), takze dokopy tato reprezentécia zaberie 6 x 3+5+3+6+3+5 = 40
bitov, zatial¢o povodns postupnost mala 6 x 7 = 42 bitov.

To nie je ziadna sldva, lenZe na lepsiu kompresiu treba zvicsit dlzku bloku r.

Vo vseobecnosti, ak mame bloky dfiky r, tak ¢ nadobtida hodnoty medzi
0 a7, ¢o je r+ 1 moznych réznych hodnot. Aby sme tieto hodnoty zapisali,
potrebujeme [lg(r+1)] bitov. Je teda vyhodné ststredit sa prave na bloky deky
o 1 menej ako nejakd mocnina dvojky (v opatnom pripade plytvdme bitmi).

Ked potom narazime na blok, ktory mé c jednotiek, tak existuje presne
(") bitvektorov s ¢ jednotkami — jednoduchd kombinatorika: z 7 miest potre-
bujeme vybratf podmnoZinu c pozicii, na ktorych si jednotky, takze odpoved je
kombinacné ¢islo (Z), pocet vyberov ¢ pozicii z r. Na reprezentaciu X roznych
moznost{ potrebujeme [lg X] bitov, takze na poradie p budeme potrebovat préve
Mg (7)] bitov.

Pre lepsiu predstavu si spoéitajme, kolko to je konkrétne, pre rdzne dfzky
blokov.

Pre r = 15 sa m4 situdcia nasledovne. Potrebujeme 4 bity na zapis ¢ a pocet
bitov na zapis pozicie je [lg (105)]:

r=15¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
g(*»] 0 4 7 9 11 12 13 13 13 13 12 11 9 7 4 0
44 [lg (165)1 4 8 11 13 15 16 17 17 17 17 16 15 13 11 8 4

Z tabulky vidime, Ze na blokoch, ktoré maji menej ako 4 jednotky, alebo viac
ako 11 jednotiek, budeme Setrif pamit. Bloky so 4 alebo 11 jednotkami budd
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SOk W N = O

w N = O

14
15
16

20

Ziadna jednotka

0000000

Jedna jednotka

0000001
0000010
0000100
0001000
0010000
0100000
1000000

Dve jednotky

0000011
0000101
0000110
0001001
0110000
1000001
1000010

1100000

—

LiL il

il

L4l

—

000
001
010
011
100
101
110

00000
00001
00010
00011
01110
01111
10000

10100

8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

31
32
33
34

Tri jednotky

0000111
0001011
0001101
0011010
0011100
0100011
0100101
0100110
0101001
0101010
0101100
0110001
0110010
0110100
0111000
1000011
1100010
1100100
1101000
1110000

N A A A A O s

1Ll

000000
000001
000010
001000
001001
001010
001011
001100
001101
001110
001111
010000
010001
010010
010011
010100
011111
100000
100001
100010

211

Obr. 20.1: Vsetky 7-bitové refazce moZzeme rozdelit do skupin podla poctu jed-
notiek (na obrdzku si len skupiny s 0-3 jednotkami). V rdmci kazdej skupiny
si vypiseme refazce s danym poétom jednotiek a oéislujeme. Ked'ze existuje 7
refazcov s 1 jednotkou, na zapisanie poradia v tejto skupine ndm stacia 3 bity.
Retazcov s 2-oma jednotkami je (;) = 21, ¢o vieme zapisat 5 bitmi a refazcov

s 3-omi jednotkami je (g) = 35, na ¢o potrebujeme 6 bitov. Tabulky pre 4-7
jednotiek budi vyzerat podobne, symetricky — staéi bity znegovat a oéislovat
opacne.



212 Rank a select

zaberaf rovnako 15 bitov v pévodnom aj komprimovanom retazci. Bloky, ktoré
majui 5-10 jednotiek, sa ndm este predfiia o 1 alebo 2 bity. (Vsimnite si, ze
tabulka je symetrickd podla stredu, kedze kombinaéné &sla st symetrické — v
tabulke méme vlastne len zlogaritmovany riadok Pascalovho trojuholnika.)

Ak zvolime bloky diiky 31, budeme potrebovat 5 bitov na zapis ¢ a na zapis
pozicie p budeme potrebovat:

r=3Lec 0 1 2 3 4 5 6 7 §& 9 10 11 12 13 14
g*»] o 5 9 13 15 18 20 22 23 25 26 27 28 28 28

5+[1g(361)] 5 10 14 18 20 23 25 27 28 30 31 32 33 33 33

druhé polovica tabulky je symetrickd. TakZe bloky s menej ako 10 alebo viac
ako 21 jednotiek z 31 sa skracuji a bloky s 11-20-timi jednotkami sa mierne
predlzuju.

Nakoniec ak zvolime bloky deky 63, na zapis ¢ potrebujeme 6 bitov a na
zapis pozicie:

r=63c¢ 0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14
Mg (°)] 0 6 11 16 20 23 27 30 32 35 37 40 42 44 46

6+[lg(6§)] 6 12 17 22 26 29 33 36 38 41 43 46 48 50 52

c 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Mg (%] 9 50 52 53 54 55 56 57 58 58 59 59 60 60 60

6+[lg(ﬁj)] 5 56 58 59 60 61 62 63 64 64 65 65 66 66 66

Vidime, ze bloky s menej ako 23 a viac ako 40 jednotkami sa skracuju a bloky
s 24-39 jednotkami sa predlzuju.

Ak& dobré je takdto kompresia?

Predstavme si, Ze vygenerujeme tplne ndhodny refazec, ktory mé len 5%
jednotiek (kazdy jeden bit vygenerujeme uplne nezévisle tak, ze si hodime min-
cou, na ktorej padd jednotka s 5% pravdepodobnostou). Shannonova entropia
takéhoto zdroja je H(5%) =~ 0.286, teoreticky sa takyto refazec nedd skom-
primovat lepsie ako na ~ 29%. Ak zvolime RRR kdédovanie a bloky dIZky 63,
vieme skratit (otakdvane) refazec na ~ 33.7%. Pre rozne pocty jednotiek a
rozne velkosti blokov:

[

oc¢akdvand kompresia s RRR
#jednotiek  entropia =127 1 =263 r =231

5% 0.286 31.5% 33.7% 37.6%
10% 0.469 49.4% 51.2% 54.2%
20% 0.722 74.3% 75.8% 78%

30% 0.881 90.2% 91.4% 93.3%
40% 0.971 99.1%  100.3% 102%

50% 1 102% 103% 105%

15
29

34

15
47

53

31
60

66
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(posledny riadok je tiplne ndhodny retazec, kde kazdy bit je s rovnakou prav-
depodobnostou 0 alebo 1, ktory je nekomprimovatelny.)

Stuvis s entropiou

Ak oznaéfme n dlzku celého bitvektoru, ng a n; pocet nil, resp. pocet jednotiek,
tak vSetky poradia zaberaju

(o) =2 () oo

%

() =Tl () = (1)

Totiz [, (CT) je potet spdsobov, ako vybrat ¢; pozicii jednotiek v prvom bloku
a zdroven co pozicif v druhom bloku a tak d'alej. Dokopy vyberieme n; pozicif
z n, avsak kazdy blok ma predpisany pocet jednotiek. Hodnota (") je proste
pocet vyberov n; pozicii z n bez d'alsich obmedzeni, tzn. vécsie &fslo.

Zo Stirlingovej aproximécie lgn! = nlgn —nlge + O(Ign) potom vyplyva

lg <n> = lgn!—Igny! —Igng!

ni
= nlgn—yg/efmlgnl+ﬂy}g/7nolgn0+ﬂ@/}gf+0(lgn)
n n
= mnilg— +nolg— + O(logn)
nq no
= nH(S)+ O(logn)

Samozrejme, v RRR-kédovani mdame este navyse vSetky c-¢ka, ktoré zaberajui
[lg(r 4+ 1)] bitov pre kazdy blok a blokov je n/r. Spolu je to teda priblizne
n x (Igr)/r, ¢o pre malé bloky nie je tiplne zanedbatelné: pre r = 31 to je 16%
z n, pre v = 63 takmer 10% z n.

V tedrif si moZeme povedat, Ze zvolime r = logn a tym paddom n x (Igr)/r =
o(n). V praxi na konstantach zédlezi zaujimaji nds hodnoty pre konkrétne n, nie
chovanie ked n — oo.

Ako kédovat a dekédovat bloky

Pod'me sa teraz pozriet, ako implementovat jednotlivé operacie. V prvom rade
budeme potrebovat vediet jednotlivé bloky kédovat a dekédovat. Prezrite si
este raz obrazok 20.1 vpravo. Otédzka znie, ako napriklad vieme zistit, Ze refazec
0101100 je 15-ty (z 35) v porad{ medzi retazcami dizky 7 s 3-omi jednotkami?
A naopak, ako vyzerd v poradi 23-ti refazec dfzky 7 s 3-omi jednotkami?
Sktste porozmyslat sami a ndjst vhodny algoritmus na kédovanie a dekédovanie.
Ako pomocka by vam malo stacit nasledovné pozorovanie: Pocet retazcov
diiky n s k jednotkami je presne (Z), pretoZe chceme vybrat k pozicif jednotiek
z n. Ststredme sa na prvy bit. Ten je bud’ 0 alebo 1.
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a) Ak je to 0, stdle ostdva vybrat k pozicii, ale zo zvysnych n—1 (to je (”;1)
moznosti).

b) Ak je to 1, ostédva uz vybrat iba k — 1 pozicif zo zvysnych n — 1 (to je
(Zj) moznosti).

n—1

PW\] bit :‘e nula,
n—1 takZe ostéva vybrat
H pozicie k jednotiek z n-1

[l ol ST SIS

aha! jedna jednotka je tu,
n—1 tokze uZ ostéva vybrat len
E—1 : k-1 pozicil jednotiek z n-1

—~—
n

To je znamy vzorec pre kombinacné ¢isla

n\ (n-—1 n n—1
k) k k—1)’
resp. znamy fakt, ze v Pascalovom trojuholniku je kazdé policko rovné suctu

dvoch susednych policok nad nim.

Ked'ze predpokladdme, e mame (Z) refazcov zotriedenych lexikograficky,
n—1

tak prvych ("gl) za¢ina nulovym bitom a d'algich (k71) zacina jednotkovym
bitom.

Riesenie je jednoduché, rekurzivne.

Dekédovanie. Priklad: Ktory retazec je 23-t{ v poradi medzi retazcami dfiky
7 s 3-omi jednotkami? Spocitajme (g) = 20, tzn. prvych 20 retazcov za¢ina nulou
(pamiitajte, ze poradie &fslujeme od nuly). To znamend ze 23-t{ refazec zacina



Komprimovany bitvektor 215

1, dokonca je treti medzi tymi, éo zaéinaji 1, konkrétne treti medzi refazcami
diiky 6 s 2-oma jednotkami. Dekdédujeme zvysSok.

Spocitame (g) = 10, to znamen4 prvych 10 refazcov za¢ina na nulu, nas tretf
retazec je jeden z nich. Dalsi bit je 0, dekédujeme zvysok: treti medzi refazcami
diZky 5 s 2-oma jednotkami.

Spocitame (‘21) = 6, dalsf bit je 0, dekédujeme zvysok: tret{ medzi refazcami
dlzky 4 s 2-oma jednotkami. Ked'ze (;’) = 3 (a poradie pocitame od nuly!), prvy
bit je 1 a zvySok je nulty v poradi — teda tplne na zaciatku. Ostavaji 3 bity a
jedna jednotka; na zaciatku tohto zoznamu je 001.

Vysledok: 23-ti v poradi je refazec 1001001. Pred nim je 20 refazcov tvaru
O%kxxkk a 3 refazce tvaru 1000%x*x*,

SIS

ak pomc(ie p<T
prvy bit je O
_ (n—1 . a ostéva deksdovat
T= ( ) : blok p-ty v poradi
o 1 krat&(
s k jednotkami

PRrP oo

ak poradie p >= T,
ervg bit je 1
a ostéva dekédovat
blok (p -T)
o 1 krat&(
s k - 1 jednotkomi

Kédovanie. Priklad: ako zakédujeme retazec 01011007 Nuz prvy bit je 0,
takze refazec sa nachadza v prvej ¢asti zoznamu (skor ako (g) = 20). Prvy
bit zahodime a ostdva zakédovat 6-bitovy refazec 101100 s 3-oma jednotkami.
Pred tymto retazcom su vietky tie, ktoré zacinaji na nulu Ox***x — takych je
(g) = 10. To znamen4, ze 101100 sa nachddza za vSetkymi tymito desiatimi, az
medzi refazcami, o zaénaji na 1. Kolkaty presne?

Zahodime prvy bit a ostéva zistit, kolkaty je refazec 01100 — ten zaéina na
nulu, takze poradie je rovnaké ako poradie 1100 dfzky 4, s 2-oma jednotkami.
Pred tymto si vsetky refazce Ox** zaéinajice na nulu, s 2-oma jednotkami
a také st 3. Tie presko¢ime a ostane nam 100, o je v poradi druhy retfazec
(&fslujeme od 0!) medzi 3-bitovymi s jednou jednotkou — konkrétne pred nim st
uz iba 001 a 010.

Vyslednd pozicia 0101100 je teda 10 4+ 3 4+ 2 = 15. Dostali sme ju vlastne
tak, Ze sme spoé&itali, kolko refazcov je pred nim a to st:

e retazce zacinajice 00%***xx  ktorych je (g) =10,
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e retazce zaéinajiice 0100%**, ktorych je (g) =3, a

e retazce zaéinajice 01010%%, ktoré si (?) =2.

fg W

ak prvg bit je O,
poradie je rovnaké
ako
n—1 . die bloku

= : poradie
T ( > o 1 kratgieho
sk jednotkawﬁ

ak je prvg bit 1,
[preskogime vZetky
retazce zadinajice 0]

PRrP| oo

a Pomohe Je

poradie bloku
T+ o 1 kratgieho
s k - 1 jednotkami

Vysledna struktira RRR

Budeme mat , minibloky“ diiky r, povedzme r = 63. Pri va¢sich miniblokoch
treba pocitat s tym, ze kédovanie/dekédovanie bude trochu pomalsie, navyse,
potrebujeme poéitat s kombinaénymi éfslami a to najvicsie, (r;z) ~ 27 [\/mr /2
sa uz nemusi zmestit do 64-bitového registra, takze budeme potrebovat artime-
tiku s velkymi éfslami.

Kazdy miniblok budeme kédovat ako dvojicu (¢;,p;), kde ¢; = #jednotiek
v i-tom bloku a p; = poradie medzi refazcami dfzky r s ¢ jednotkami. Tieto
hodnoty budeme mat uloZené oddelene v dvoch poliach C a P.

V zhustenom poli C kazdd hodnota ¢; zaberd lg(r 4 1) bitov, napriklad pre
r = 63 je su hodnoty 6-bitové. Takze do tohto pola sa indexuje l'ahko.

Pole P obsahuje prvky s premenlivym poc¢tom bitov. Budeme preto potre-
bovat pomocné pole, aby sme vedeli povedaf, na ktorej pozicii zaéinaji bity
zodpovedajice k-temu bloku.

Cely bitvektor rozdelime na végcsie bloky, povedzme diiky b=16x63 = 1008.
Pre kazdy zaciatok bloku si spo¢itame rank R[i] — kolko jednotiek bolo doteraz
a poziciu Z[i], kde za¢ina zakédovany i-ty blok.

Okrem toho sa ndm pri vypoétoch bude hoditf predpoéitans tabulka kom-
bina¢nych ¢isiel (Pascalov trohuholnik) a predpoéitané dIZky kédov pre dany
pocet jednotiek ¢; — t.j. hodnoty L[c] = [1g (7)].
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bloky dizky b

minibloky dlzky r

¢ " : 4 5 ° “ " 4 10
- p;eskoén’v);e .
L[4T+L[5]+L[0]+L[11] = 83 bitov - =
4+5+0+11 = Zo'jedno‘tiek ) ’ 1.' p
/\/\/&/\ B . . 2,: ¢
F C OO A 26
5: 23
z 8;461 qe';z 10: 32
R 73 197 112‘202

Obr. 20.2: Priklad struktiry RRR. Uplne hore je zobrazeny povodny vektor
rozdeleny na bloky a minibloky (len pre ilustréiciu, po zakédovani si ho, samoz-
rejme, nemusime pamétat). Cely RRR sa sklada z poli C' — pocty jednotiek v
kazdom minibloku, P — kédy miniblokov, predstavuji poradie medzi refazcami
dfzky r s ¢; jednotkami, Z — pomocné pole pre indexy zaciatkov blokov (ked'Ze
minibloky P maji rozne dfiky), R — predpocitané ranky, pocet jednotiek po
zaciatok bloku, L — hodnoty [lg (2)1

Ak teraz budeme chcief napriklad zistit hodnotu i-teho bitu, nech

L= |i/b], k= [ (i — b)/r], j= 7 mod 7.
\,—/ ﬁ—/ . B V' .
¢islo bloku ¢islo minibloku v rdmci bloku index v rdmci minibloku

Potom i-ty bit je j-ty bit v ramci k-teho minibloku vnttri ¢-tého bloku. V
tabulke Z[¢] ndjdeme, kde za¢ina (-ty blok. Potom presko¢ime k-miniblokov
— ich diiky vieme tak, Ze ¢itame pole C, kde je poéet jednotiek a z pola L
sa dozvieme, aka dizka kédu tomu zodpovedda. Tak sa dostaneme ku k-temu
minibloku, ten dekédujeme a precitame j-ty bit.

Ak chceme zistit rank, (i), postupujeme podobne — v tabulke R[] ndjdeme
rank po ¢-ty blok. Ako preskakujeme k-miniblokov, zaroven si nasc¢itavame
hodnoty C', teda pocet jednotiek v tychto miniblokoch. Nakoniec k-ty blok
dekddujeme a spocitame rank po j-ty bit.
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Kapitola 21

Wavelet strom

V predchddzajicich kapitoldch sme riesili, ako efektivne pracovat s bitvektormi
— zaviedli sme operdcie rank a select, a ukazali sme si, ako ich mozno implemen-
tovat tisporne, aZ po optiméalne rieSenie s n + o(n) bitmi pamiite, dokonca ako
ich komprimovat.

Bitvektor je vsak len najjednoduchsi pripad, kde pracujeme s abecedou
velkosti ¢ = 2. Co ak ale mame vseobecnii abecedu — napriklad znaky alebo
dokonca celé &isla, ktorych moze byt stovky, tisice, alebo aj miliény? Ako sa
daju operacie access, rank a select rozirit z bitvektoru na text s velkou abece-
dou?

Napriklad majme DNA refazec nad abecedou ¥ = {A,C, G, T}.

Jedna naivna moznost je pripravit si samostatny bitvektor pre kazdy symbol,
kde jednotky oznacuji vyskyty daného pismena: pre DNA by sme teda mali
bitvektory By, Be, Bg, Br. Pri takomto rieSeni by sme vsak pre kazdy znak
textu potrebovali Styri bity namiesto dvoch — teda dvojnasobok minima&lnej
teoretickej hranice. Takéto rieSenie preto nie je paméitfovo isporné.

Lepsie je rozsirit nase praktické riesenie pre bitvektor na viacpismenovi abe-
cedu. Text rozdelime na bloky a na zaciatok kazdého bloku si ulozime hlavicku,
ktora obsahuje rank pre kazdé pismeno — teda pocet vyskytov A, C, G, T vSetkych
predchéadzajticich blokov. Respektive, v skutoénosti mézeme trochu paméte usetrit
a jedno pismeno vynechat, pretoze jeho rank sa d4 dopocitat z pozicie a rankov
zvysnych pismen. Napriklad

rankr(i) = ¢ — rank, (¢) — ranke(7) — ranke(¢).

Zvysné pozicie v rdmci bloku potom mézeme dopoéitat priamo pomocou bi-
tovych operdcii, ako AND, XOR, SHIFT a POPCNT (implementéciu nechdvame ako
cviéenie pre Citatela). Vd'aka tomu dokdZeme zodpovedat dotaz typu ranke(4)
¢i rankg (i) velmi rychlo, pricom cely text ostdva natlaGeny v kompaktnom
bindrnom forméte. Pamit navyse bude trojndsobné oproti paméti navyse pri
bitvektore, avsak stile o(n).

Ked'Ze viak pamitové naroky rastt linedrne s velkostou abecedy, toto rieSenie
je pre vigsie abecedy nepraktické. Pod'me sa pozriet, ako tlohu riesit lepsie.

219
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21.1 Struktdra wavelet stromu

Teraz sa pozrime, ako mozeme rozsirit nas pristup z bindrnej abecedy na véeobecnt
abecedu velkosti o. Myslienka je prekvapivo jednoduché: ak vieme riesit pripad
o = 2, mézeme sa k viésej abecede dostaf rekurzivne, postupnym delenim abe-
cedy na polovice.

Zacnime tym, ze abecedu X rozdelime na dve disjunktné casti ¥ = 3o U X;.
Pre kazdy znak S[i] z textu S si zapiSeme bit

s 0 ak Sl € %,
=11 ak s e sy,

Tym ziskame novy bitvektor B, ktory opisuje, do ktorej , polovice“ abecedy
kazdy symbol patri. Tento bitvektor si predspracujeme pre rychle operacie rank
a (ak treba, tak aj) select.

Dalej vytvorime dva nové retazce:

e Sy — obsahuje vsetky znaky z S, ktoré patria do ¥¢, v rovnakom poradi,
v akom sa vyskytovali v S;

e S — analogicky pre znaky z 3.

Zrejme plati |So| + |S1| = |5].

Dalej pokracujeme rekurzivne: kazdi z dvoch abecied g a ¥ opéf rozdelime
na polovice, pre kazdi vytvorime novy bitvektor a nové podretazce, a tak d’alej,
az kym nedosiahneme abecedy velkosti 1. Na tychto listoch st uz vietkye tlohy
trividlne, pretoze vsetky symboly v liste st rovnaké.

Tu je priklad wavelet stromu pre text

Mama md Emu. Ema md mamu. Paula md lampu. Umeld. Mama
upela. Plela. Md pal.

respektive trochu znormalizovany: s velkymi pismenami bez dlzfiov a mékéeiiov
sa zmestime do abecedy velkosti 8:

MAMA_MA_EMU._EMA_MA_MAMU._PAULA.MA_LAMPU._UMELU.._
MAMA_UPELA._PLELA._MA UPAL.

Pri konstrukeii wavelet stromu abecedu ¥ = {_,., A E,L, M, P, U} rozdelime
na dve polovice:

Yo={.,,AE a ¥ ={LMP,U}
Zostrojime bitvektor, kde namiesto medzery, bodky, A, E, je nula (tieto
pismend pdjdu dolava) a namiesto L, M, P, U, je jednotka (tieto pismend pdjdu

doprava):

10100100011000100100101100
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Cely text tak rozdelime na dva kratsie, s polovi¢nou abecedou.

¥ = {,,.,AELMP,U}

10100100011000100100101100

Yo = {u,,AE} ¥, ={L,M,P,U}

A rekurzivne postupujeme v deleni abecedy na polovicu. Cely wavelet strom
pre nas priklad bude vyzerat nasledovne:

1010010001100010010010110010110010010111001101100101001101000110100010011010

1101010011010100;1010100100%}0110011001010 0000100001110000111001001101000110
= TS ~ N
001000100010100101001 00011000000010 111111110101101100010 1101011110010
// ///
7/ Ve
- : A E L M P U

Kazdy list reprezentuje jedno pismeno (abecedu velkosti 1) a kazdy vntitorny
vrchol reprezentuje mnozinu pismen 3y, = ety (p) Uright (v) @ refazec S, = S|%,,
teda obmedzenie poévodného textu len na symboly z danej podabecedy.

A ¢o je najlepsie? Ukéazeme, ze text nad bitvektormi, na obrdazku vyznaceny
sedou, nebudeme potrebovat a nebude uloZenyj. Struktira v paméti bude vyzeraf
nejak takto:

101001000110001001001011001011001001011100110110019i001101000110100010011010

~

110101001101010Q}10101001001}0110011001010 000010000111000Q}11001091101000110
001000100010100101001 0001{390000010 111111110101101100010 1101011110010
= . A E L M P U

Kolko pamite zabera wavelet strom? Nuz v koreni mame presne n bitov.
Na druhej drovni méme. .. Hmmm. . . Kazdé pismeno p6évodného textu ide bud
dolava alebo doprava, takZe spolu su je druhej trovni opit n pismen, tzn. vo
vrcholoch stromu bude n bitov. A takto moZeme pokracovat: na kazdej trovni
bude presne n bitov. A ked'Ze abecedu delime vzdy na polovicu, dostdvame per-
fektny strom s vyskou lg o. To znamenad, ze celkovo vSetky bitvektory zaberaju

nlgo bitov.
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Uvedomme si, Ze ak mame abecedu velkosti o, tak na zdpis jedného znaku
potrebujeme lg o bitov. To znamena, ze cely povodny text zaberal tiez nlgo
bitov! Pri wavelet strome potrebujeme este trochu paméte navyse na smerniky,
avSak viésinou ide o zanedbatelnt velkost a pamiit potrebna na cely wavelet
strom je zhruba rovnaks ako paméif pre povodny text.

Na wavelet strom sa dé pozerat aj z iného uhla: kazdy znak ¢ € ¥ si mozeme
predstavit ako bindrny kéd svojej pozicie v abecede. Tento kéd presne uréuje
cestu z korena do listu stromu, ktory symbol ¢ reprezentuje — bit 0 znamend
»chod dolava®, bit 1 znamen4 ,,chod” doprava“.

Strom v nasom priklade zodpoveda kédovaniu

-~ 000 A 010 L 100 P 110
001 E 011 M 101 U 111

A kazda uroven stromu zodpoveda jednému bitu bindrneho zépisu znaku. Bit-
vektor vo vrchole len urcuje, ktoré znaky maji v danom bite hodnotu 0 a ktoré
1. Ak sa teda pozrieme na celu cestu z korena po list, postupne Citame bity
binarneho kédu daného znaku.

Vsimnime si napriklad prvé L v texte:

a

30101&)00100101110011011001010011010001101000

Jay

£110011001010 0000100001113\0})0011
|

00011000000010 1111111101011011000:

\

A E L M

Znak L m& kéd 100, takZe tomuto pismenu prislicha cesta ,,doprava, dolava,
dolava“, a kazdy jeden vyskyt pismena L prispeje prave bitmi 1, 0, 0, do bit-
vektorov na tejto ceste.

Vseobecne: kazdy vyskyt kazdého znaku prispeje presne tolkymi bitmi, aka
je dizka jeho kédu. Toto je druhy uZitoény sposob, ako nahliadnut, Ze bitvektory
zaberu presne taki istti pamiit, ako povodny text. Ak si predstavime povodny
text kédovany nejakym bindarnym kédom, tak, wavelet strom len ukladd tieto
kédy ,,vertikalne “.
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21.2 Operacie na wavelet strome

rankp = 11, rank, = 7

1010010001100010010010110010110010010111001101100&1001101000110100010011010

138,
ranky = 5, rankq = 6 / rank;\-‘:\ZT\QviA] =1

11010100110[1010011010100100110110011001010 0000100001110000111001001101000110
S 1 I -~ S
001000100010100101001 00011000000010 111111)110101101100010 1101011110010
5 6/1 6/;,/,// \ T
= . A E L M P U

Operacia rank. Napriklad pri vypocte rank. (i) (pocet vyskytov znaku ¢ pred
poziciou 7): zaéneme v koreni s intervalom [0,7) a zisfujeme, €i ¢ patri do lavej
alebo pravej polovice abecedy. Ak ¢ € 3;, spocitame

i’ = rank; (B, 1),

kde B je bitvektor v aktudlnom vrchole a rank; je operdcia rank na bite j €
{0,1}. Potom rekurzivne pokracujeme na prislusného syna (smerom vlavo alebo
vpravo) a hladdme rank,(i'). Na liste dostaneme vysledok.

Inymi slovami, dotaz rank sleduje v strome cestu, ktord by presiel samotny
znak, pricom na kazdej trovni prepocitava aktualnu poziciu v zodpovedajicom
podretazci.

Operacia select. Ak chceme podporovat aj opericiu select, staci bitvek-
tory v kazdom vrchole predspracovat aj pre select. Vypocet select. (i) je potom
presne inverzny k vypoctu rank. (7).

Zacneme v liste zodpovedajicom pismenu c. Zaujima nés, kde sa nachadza
-ty vyskyt znaku ¢ v povodnom texte. Rekurzivne sa teda postvame smerom
nahor po ceste k koreniu. Nech pre rodi¢a daného vrcholu plati, ze ¢ € ¥;. Potom
si spoc¢itame

i’ = select; (B, 1),

kde B je bitvektor rodi¢a, a pokracujeme rekurzivne volanim select.(i’) v jeho
nadriadenej turovni. Po navrate do korena dostaneme poziciu i-teho vyskytu
znaku ¢ v pévodnom texte S.

Operacia access. Pomocou tychto dvoch opericii vieme dokonca rekonstruovat
znak na Tubovolnej pozicii textu, bez potreby uchovavat samotny refazec S.
Operécia access(i) teda funguje nasledovne:

Za¢neme v koreni s poziciou 4. Nech j = B[i] — teda ¢i znak na tejto pozicii
patri do lavej alebo pravej polovice abecedy. Spoéitame

i’ = rank; (B, 1),
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a pokracujeme s hladanim S;[i’] v prislusnom podstrome (Tavom, ak j = 0,
pravom, ak j = 1). Na liste stromu uZz jednoznaéne pozndme pismeno, takze
vratime prislusny znak abecedy.

Inymi slovami: ak zostrojime wavelet strom, samotng text uz vobec nepotre-
bujeme — dd sa z neho kedykolvek zrekonstruovat.

21.3 Implementacné detaily a zlozitost

Na zdver este ostéva rozhodnif niekolko praktickych detailov:
e ako budeme delif abecedu v kazdom vrchole,
e ako budeme reprezentovat samotny strom,
e a ako budeme ukladaf jednotlivé bitvektory.

Najprirodzenejsim rieenim je delif abecedu v kazdom kroku na dve priblizne
rovnaké polovice. Takto dostaneme perfektne vyvazeny bindrny strom, ktorého
vyska je lg 0. Kazdy znak textu sa teda objavi prave raz na kazdej trovni stromu,
¢o znameni, ze celkova dizka vsetkych bitvektorov v jednej irovni je vzdy presne
n.

Ak bitvektory z jednotlivych tirovni jednoducho zretazime za sebou do jedného
velkého pola, dostaneme velmi kompaktni reprezenticiu, ktort vieme spra-
covdvat aj sekvencne (napriklad pri konstrukeii). Na kazdy znak tak pripadd
lg o bitov informécie, preto celkova pamitfova narocnost je

nlgo + o(nlg o) bitov,

kde ¢len v malom o zodpovedd pomocnym Struktiram pre rychly rank a select.

Operacie access, rank a select prechadzaju od korena po list, resp. od listu
po koreii, a teda trvaji O(log o) krokov. KedZe na kazdej tirovni spravime len
konstantné mnoZstvo price a vietky bitvektory vieme obsluhovat v ¢ase O(1),
celkovd ¢asovd zlozitost tychto operacif je O(log o).

Vysledkom je velmi elegantnd datové struktira: wavelet strom generalizuje
bitvektor s operdciami rank a select na lubovolni abecedu, pricom si za-
chovava rovnaké asymptotické vlastnosti.

21.4 Komprimovany wavelet strom

Druhou, este ispornejsou moznostou je reprezentovat vietky bitvektory vo wa-
velet strome pomocou RRR struktiry, teda komprimovane podla ich entropie.
Takto ziskame komprimovany wavelet strom, ktory zaberd iba nH (S)+o(nlogo)
bitov, kde H(S) je empirickd entropia textu S.

Pozrime sa, preco to plati. Nech ng a n; oznacuju pocty nil a jednotiek v
bitvektore koreiia, a nech ngg, no1 s pocty nil a jednotiek v favom podstrome,
zatial o 119,111 s ich poéty v pravom podstrome.
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RRR reprezentéacia v koreni potrebuje priblizne
n n n n n n
nolg — +nylg— =ngolg — +no1lg — +niolg — +nulg— (%)
no nq no no n ni
bitov. Bitvektory v oboch defoch potom zabert
o no ny ny
noolg — +no1lg — +niolg — +nulg—. (1)
noo no1 n1o ni1

Ak oba tieto vyrazy (x) a (f) sc¢itame, krdsne sa teleskopicky spoja — napriklad

n n n ng n
Moo (lg —+1g O) =noolg ( X ) =ngolg ()
no 00 ng Moo Moo

a rovnako pre d'alie tri ¢leny. Po algebraickom usporiadani dostaneme, Ze siéet
prvych dvoch drovni spolu zabera

noo 1g(n/noo) + no11g(n/no1) + niolg(n/nio) + ni1lg(n/ni1).

Nie je tazké nahliadnut, Ze ak budeme takto pokracovat aZ po listy, dosta-
neme vseobecny tvar:
n
Z nelog —,
C nC

kde n. je pocet vyskytov znaku c v texte. Tento sicet je prave nH (S), kde H(S)
je empiricka entropia textu S.

Reprezentiacia komprimovaného wavelet stromu. Pri nekomprimova-
nom wavelet strome maju vSetky bitvektory rovnakua dizku n, takze ich mézeme
jednoducho zretazif do jedného pola. Pri kompresnom variante to uZ neplati:
kazdy bitvektor je ulozeny pomocou RRR $truktiry, ktord zaberd len tolko bi-
tov, kolko zodpoved4 jeho entropii. szky jednotlivych bitvektorov teda nie si
rovnaké a preto potrebujeme navyse informéaciu, kde sa ktory z nich v paméti
nachédza.
Existuji dve zdkladné moznosti, ako takito Struktiru reprezentovat:

e Explicitna stromova reprezentacia. Kazdy vrchol obsahuje smerniky
na svojho otca a synov (Tavého aj pravého), spolu s vlastnym RRR. bit-
vektorom. Takéto riesenie je velmi prehladné a umozituje jednoducht na-
vigaciu, no prinasa urcity overhead v podobe smernikov a rozbitia datovej
lokality v paméti.

e Zretazend reprezenticia. Vietky RRR struktiry ulozime sekvenéne za
sebou v jednom velkom poli bitov a pre kazdy vrchol si zapiSeme jeho off-
set, teda poziciu, kde sa jeho bitvektor v tomto poli za¢ina. Tieto offsety
mozeme ulozit v samostatnom poli diiky rovnej po¢tu vrcholov. Takto do-
staneme velmi kompaktné a cache-priatelské usporiadanie, vhodné najms,
pre statické texty a indexy.
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21.5 Wavelet strom v tvare Huffmanovho kédu

Doteraz sme predpokladali, ze abecedu X delime vzdy na polovicu, teda ze kazdy
znak ma kod rovnakej dfzky [logo]. Takyto strom je perfektne vyvdzeny, co
zabezpecuje rovnaky pocet krokov pre vSetky znaky.

Mozeme vsak ist este dalej: nemusime vyzadovat, aby mal kazdy znak kéd
rovnakej diiky. Namiesto rovhomerného delenia abecedy moézeme pouzit Huff-
manov kéd, ktory priraduje kratsie kédy castejsie sa vyskytujicim znakom a
dlhsie kédy tym zriedkavejsim. Tym dostaneme Huffmanov wavelet strom.

znak  frekvencia  kod

A 16 01

M 14 00

- 14 111
U 8 100
. 7 1101
L 7 1100
E ) 1011
P 5) 1010

Obr. 21.1: Huffmanov kéd pre text MAMA_MA_EMU. _EMA_MA._MAMU. _PAULA_MA_LAMPU.
_UMELU._MAMA_UPELA. PLELA._MA UPAL. Optimalny kéd priradi castym zna-
kom ako A a M kratsi kéd a ako menej sa vyskytujicim E a P.

Takto zostrojeny strom ma zaujimavé vlastnosti:

e Ak aj jednotlivé bitvektory reprezentujeme priamo (teda bez kompresie
pomocou RRR), celkové pamifovd narocnost bude uz len nH(S), teda
presne zodpovedd entropii textu S.

e Vygka stromu nie je konstantnd, takZe v najhorSom pripade moéze byt
¢as jednej opericie az O(o), ak existuje velmi zriedkavy znak s extrémne
dlhym kédom.

e V priemernom pripade vsak vyska stromu (a teda aj ¢as na operdcie
access, rank, select) zodpovedd priemernej dlzke kédov v Huffmano-
vom kéde, ¢o je prave O(H(S)), pricom H(S) <logo.

Inymi slovami, Huffmanov wavelet strom sa automaticky prisposobi rozdele-
niu frekvencii symbolov v texte: ¢asté znaky maju kratsie cesty, zriedkavé dlhsie,
a celkova velkost struktiry sa blizi entropickému optimu. Tym spéja vyhody
kompresie a indexovania v jednej elegantnej datovej strukture.
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21.6 FM-index este raz

21.7 Geometria

Wavelet stromy boli pévodne vynédjdené ako datova struktira na reprezentaciu
textu — na rieSenie tiloh na refazcoch. Preto vds mo#no prijemne prekvapim, ked
vam prezradim, ze wavelet stromy maji vyuzitie aj na rieSenie iloh v geometrii!

Ako je to mozné? Pri refazcoch mame jednorozmerni postupnost, ktord sa
skladd z diskrétnych znakov. Kazdy znak je vybrany z nejakej kone¢nej abecedy.
Naproti tomu v geometrii mame viac rozmerov a body mézu byt Tubovolné
redlne ¢islal

Vratime sa konkrétne k tilohe poc¢itania bodov v obdlzniku (orthogonal range
query), ktord sme riesili v 13. kapitole pomocou kd-stromov a rozsahovych stro-
mov. Na vstupe je teda danych n bodov, mame ¢as na predpocitanie a nasledne
budd prichddzat otdzky ,kolko bodov je v danom obdlzniku?

Ako sa na rieSenie tejto tlohy dd pouzif wavelet strom?? Kde méme aky
text?

Riesenim je nasledujica finta: Vezmeme vsetky z-ové sturadnice bodov a
zotriedime ich. Vezmeme vsSetky y-ové siradnice bodov a aj tie zotriedime.
Kazdému bodu potom mézeme priradit nové suradnice, ktoré budi celé é&isla
od 1 do n.

Moézeme si to predstavit aj tak, Ze cez kazdy bod vedieme vodorovnt a
zvisli priamku a tieto priamky nam celi plochu rozdelia na diskrétnu mriezku.
Vodorovné aj zvislé priamky si o¢fslujeme zlava doprava / zhora nadol od 1
po n.

Ak potom dostaneme otazku na nejaky obdiznik, staef pre suradnice jeho
krajnych bodov pomocou bindrneho vyhladédvania zistif, do ktorych policok
mriezky patria. V skutocnosti totiz nezédlezi na nekonecnej presnosti, a ¢i je bod
trosku viac vlavo alebo trochu vpravo. Zalez iba na tom, do ktorého policka
mriezky bod patri.

Takto dokdzeme spojiti tlohu s redlnymi éislami redukovat na tlohu na
diskrétnej mriezke, kde stradnice bodov su celé ¢isla od 1 do n.

Ak si body zoradime zlava doprava a v tomto poradi vypiseme poradia y-
ovych stradnic, dostaneme retazec diiky n nad abecedou {1,2,...,n}. Pozicia
v texte reprezentuje z-ovi siradnicu, a jednotlivé znaky reprezentujui y-ovi
suradnicu.

Z tohto refazca postavime wavelet strom. Ked'ze abeceda je velkosti n, bude
maf vysku lgn a zaberat O(nlgn) bitov pamiite — to je O(n) registrov(!). Listy
1,2,...,n predstavuji y-ové suradnice a vSimnite si, ze kazdy vnutorny vrchol
reprezentuje nejaky rozsah y-ovych siradnic, teda vodorovny ,sliz“. Koren re-
prezentuje celd plochu, lavy syn hornt polovicu, pravy syn dolni polovicu.

Algoritmus pre pocitanie bodov v obdiiniku, resp. pocet znakov z daného
rozsahu [Cimin, Cmax] v podretazci T'i..j] je jednoduchy: Zaéneme v koreni a re-
kurzivne hladdme v lavom a pravom podstrome, pricom si udrziavame poziciu
v refazci [i..j]. Pri zostupe o troven nizsie sa velkost abecedy zmensi vzdy na



228 Wavelet strom

(a) Geometricka tloha: Aky je pocet bodov v danom obdlzniku?

o L& W N o

1 2 34 56 7 ¢ a 1 M 1213 14 151617 1214 20 21

(b) Mnozinu bodov budeme reprezentovat ako mriezku. Body zotrie-
dime zlava doprava a zdola nahor a stradnice oéislujeme ¢islami od
1 do n = 21. Ked sa pytame, kolko bodov je v danom obdlzniku
na obrizku, tlohu moézeme preformulovat ako: kolko bodov m&
(v novych suradniciach) z-ovd siradnicu medzi 17...19 a y-ovd me-
dzi 9...18 (vratane)?

Obr. 21.2
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1
[21] 7 [12] o [20]11] 8 [ 3 [15] 1 [13] 5 |17] 4 [16]19]10] 2 [14] 6 | 18]

I ® NN
2 \\\i\k\\
3 ® Ry
4 ® SRR
5 ® AR
6 \\\\\\\ N @
7 _|@ AR
8 | ® I R
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Obr. 21.3: Body z obrazku 2 mozZeme reprezentovat ako retazec. Staéi vypisat
y-ové stiradnice bodov zlava doprava: 21, 7, 12,.... Ulohou potom zistit, kolko
znakov v podretazci na poziciach 17...19, st znaky v rozsahu 9...187
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polovicu. Vyhlad4dvanie moZeme skonéit skor, ak v prehladdvanom vrchole
1. v intervale [i..j] nie st ziadne znaky,
2. vrchol zodpoveda rozsahu znakov [c1, co], ktory sa neprekryva s [¢min, Cmax)s

3. alebo naopak, ak vrchol zodpoveda rozsahu znakov [c1, co], ktory je cely
VIULTi [Cmin, Cmax] — V tomto pripade treba vsetky znaky na poziciach i..j
zapocitat.

Ako sme si ukazali v kapitole 13, kazdy interval vieme poskladat z najviac
21gn podstromov, takze tento algoritmus navstivi iba O(logn) vrcholov a v
kazdom vrchole spravi len konstantne vela préce (pri prechode na niZgiu tdroven
treba poéitat ranky).
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FM-index este raz
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Triedenie a vyhlad4dvanie

Zaénime prikladom. Méme sibor dét, ktoré chceme preusporiadaf. Pre kazdy
prvok d; uz pozname jeho cielovii poziciu 7; — teda permutédciu 7 éisel 1,..., N,
ktora uréuje, kam mé ktory prvok patrit. Otdzka znie:

Ako tieto d4ta efektivne usporiadat podla 7?

Uplne najpriamociarejsie rieSenie je napisat obycajny cyklus, ktory kazdy
prvok jednoducho presunie na svoje miesto:

for i in 0..N:
alpilill = d[i]

Na prvy pohlad to vyzerd nevinne — &ftame prvky, zapisujeme ich inde, hotovo.
LenZe ak st data uloZené na disku, méze to byt jedna z najhorsich veci, aké
moézete svojmu poéitacu spravit. Ak si spominate na klasické pevné disky (hard
disky — tie prastaré technoldgie s rotujicimi platnami, kde sa ¢itacia hlava musi
najskor presunitf na spréavnu stopu a potom éakat, kym sa pod iiu dostane
spravny sektor), viete, Ze sekvenéné éitanie je velmi rychle — ale ndhodnyj pristup
(random access) je extrémne pomaly.

Sucasné disky (rok 2025) dokdzu pri sekvenénom &ftan{ prendsat stovky me-
gabajtov za sekundu, kdezto pri ndhodnom pristupe je to ¢asto len v jednotkach
az desiatkach MB/s. Sekvenény pristup je teda typicky 10- aZ 100-krdt rychlejsi
nez nshodny. Moderné SSD disky tiito priepast sice vyrazne zmensili — no aj
pri nich zostava sekvenény pristup nésobne rychlejsi nez uplne ndhodny.

23.1 Model externej paméiti

Aby sme mohli analyzovat algoritmy v prostredi, kde nie je pristup do pamiéte
rovnomerne rychly, zavedieme model externej pamdti, znamy tiez ako I/0 model,
external memory model, disk access model alebo niekedy aj cache-aware model.

e Mame neobmedzeni externi pamdt (disk) a rijchlu cache velkosti M (ty-
picky hlavna pamit).

235
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e Poéitaf mdzeme len s idajmi, ktoré sa nachddzaji v cache; vietko ostatné
musi byt najprv naéitané z externej pamiite.

e Externd pamit je rozdelend na bloky po B slovéach (alebo bajtoch). Ked
¢itame alebo zapisujeme, vzdy sa prenasa cely blok — nie jednotlivé slova.

e Popri klasickej casovej a pamitovej zloZitosti algoritmu nds preto bude
zaujimat aj jeho I/O zloZitost: pocet prenosov blokov (&ftani + zdpisov)
medzi externou pamiitou a cache.

Inymi slovami, I/O model meria, kolkokrdt musime ist na disk. Kazdy takyto
pristup je extrémne drahy a preto prave tento poéet ¢asto uréuje realnu rychlost
algoritmu.

Je zrejmé, ze:

1/0 zlozitost < ¢asovéa zloZitost,

pretoze v najhorsom pripade moze kazda operdcia spdsobif cache miss a tym
jeden prenos. Naopak,

minimélny pocet pristupov
B b

/0 zlozitost >

pretoze kazdy prenos nacita aspon jeden blok velkosti B.

23.2 Vyhladavanie

Riesenie #1: binarne vyhladavanie. Prvy néstrel: klasické rieSenie na
hladanie v utriedenom poli je, samozrejme, bindrne vyhladdvanie.

bindrne vyhladavanie

skok do stredu
na poziciu m=(l+r)/2

SN L V7777777777777 )

Hladany prvok najdeme pomocou O(log N) porovnani a dokonca vieme,
7e tento algoritmus je optimdlny — hladanie s mensim poc¢tom porovnani (v
najhorsom pripade) jednoducho nie je mozné. V nasom pripade nds vsak ne-
zaujima pocet porovnani, ale pocet pristupov na disk, a v tomto ohlade je bindrne
vyhlad4vanie, jemne povedané, suboptimélne.

Bindrne vyhladdvanie totiz velmi ,,skdée“: takmer na kazdé porovnanie bude
treba naé¢itat novy blok z pamite. Takto postupne zmensujeme interval, v kto-
rom hladdme, az kym jeho dizka neklesne na velkost jedného bloku. Vtedy
sa cely zvysny interval zmest{ do najviac dvoch susednych blokov (aj ked nie
su presne zarovnané, v najhorSom pripade v jednom bloku zacne a v druhom
skonéf), ktoré naéftame do RAM — a d'alej uZ netreba siahat na disk.
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Celkovy pocet 1/O operécii teda vieme odhadnit ako
O(log(N/B)) = O(log N — log B)

pristupov na disk.
D4 sa to lepsie?

Riesenie #2: binarny vyhladavaci strom. Druhy klasicky pristup je zo-
strojif si bindrny vyhladdvaci strom. Predpokladajme, Ze je perfektne vyvizeny
a 7e si ho ulozime na disk po drovniach zlava doprava, podobne ako pri repre-
zentacii bindrnej haldy. Ak sme vo vrchole na pozicii 4, jeho deti sa nachadzaju
na poziciach 27 a 2i + 1.

vyhladavanie v bindrnom strome

1L\ deti s0 na indexoch 2i / 2i+1

Aki m4 takyto pristup I/O zloZitost?

Prvych priblizne lg B skokov sa este odohrava v ramci jedného bloku, pretoze
vSetky uzly najvyssich trovni sa zmestia do jedného bloku. Lenze dlzka skokov
sa exponencialne zvicsuje a od uréitého momentu si uz skoky vicsie ako velkost
bloku B. Kazdy d’als{ zostup o troven niZgie znamen4 naéftanie nového bloku z
disku.

Celkovd 1/0 zlozitost teda opif vychadza na
O(log(N/B)) = O(log N — log B)

pristupov na disk.
Slabé. To sa naozaj ned4 lepsie?
D4 — staéi si uvedomit, Ze nikde nie je napisané, Ze strom musi byt bindrny.

RieSenie #3: B-strom. Namiesto binarneho stromu pouzijeme zhruba B-
arny, kde B zodpoved4 velkosti bloku.! Kazdy vrchol tak bude ulozeny v O(1)
susednych blokoch, a ked'ze strom m4 vysku logz N, sta¢i ndm len

O(logg N) = O(log N/ log B)

pristupov na disk.

1Predpokladajme, Ze prvky maji konstantni velkost, takze do jedného bloku velkosti B
sa zmest{ ©(B) prvkov.
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vetvenie na

~B detf

vyhladavanie v B-drnom strome
yhl

logB N orovnl

v

V praxi vac¢sinou zvolime vetvenie tak, aby zodpovedalo maximélnemu poétu
prvkov, ktoré sa do jedného bloku eSte zmestia, a celé rozlozenie vrcholov za-
rovndme na zaciatky blokov. Vyhneme sa tak neprijemnej situdcii, ked vrchol
»precnieva“ do dvoch susednych blokov a museli by sme ich naéitat oba.

Dalsie praktické vylepSenie, najmé ak reprezentujeme slovnik, v ktorom m4
kazdy kli¢ pridruzentd vécésiu hodnotu, je tzv. BT -strom. Myslienka je jedno-
ducha: véetky data ulozime iba v listoch, zatialco vnitorné vrcholy budi obsaho-
vat len képie kIi¢ov, ktoré nas budi navadzat k cielu. Na rozdiel od klasického
B-stromu, kde kazdy vrchol obsahuje aj kIi¢, aj hodnotu, teraz vnitorné uzly
obsahuju len kli¢e. Vd'aka tomu sa do jedného bloku zmesti viac kli¢ov, strom
je plytsi a vyhlad4vanie este efektivnejsie.

Navyse, vSetky realne data sa nachadzaju v listoch, ktoré si na disku ulozené
v poradi podla kli¢ov. Prechod cez interval hodnét zlava doprava je tak mozné
vykonaf jednoduchym sekvenénym éftanfm blokov — a to je presne to, ¢o m4
disk najradse;j.

Mimochodom, rozdiel medzi O(log N — log B) a O(log N/log B) je v praxi
zésadny. Napriklad ak mame N = 10° prvkov a blok velkosti B = 103, tak
lg N =~ 30 alg B ~ 10. Bindrne vyhladavanie preto potrebuje priblizne 30 —10 =
20 pristupov na disk, zatialéo B-strom iba 30/10 = 3(!) To je obrovsky rozdiel,
ak uvdzime, 7e kazdy pristup na disk méze trvat milisekundy (pre SSD stovky—
desiatky mikrosekiind), zatial¢o pristup do RAM trvd desiatky nanosekind.

A nedi sa to este lepsie? Ak sa bavime o hladani pomocou porovndvani
(teda bez hesovania, pismenkovych stromov, alebo inych struktir, ktoré vyuzivaju
vnitorni reprezentdciu klticov), potom odpoved znie: nie.

Pre jednoduchost predpokladajme, ze hladany klti¢ sa v nasom sibore ne-
nachddza a chceme zistif jeho poziciu, tzn. najblizs{ mensf a najblizsf viesi
prvok. V tomto modeli je kazdy krok len otdzka typu ,je hladany prvok mensi
alebo vAcsi nez tento?“, o ndm poskytuje prave jeden bit informécie.

Aby sme nasli presnt poziciu hladaného prvku v utriedenom poli dfiky N,
musime rozli§it medzi N + 1 moznostami, ¢o si vyzaduje aspon logs N bitov
informécie. Z toho priamo plynie dolna hranica:

Qlog N)
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porovnani.
Ak namiesto jednotlivych prvkov ¢itame celé bloky, v ktorych sa nachadza
B klucov
k02—00<k1<k2<-~-<k3<k‘3+1=00,

tak jediné, ¢o sa po nac¢itani bloku dozvieme, je, do ktorého intervalu (k;, kit1)
hladany prvok patri. To je B + 1 roznych moznosti, a teda z jedného nacitania
mézeme zfskat najviac O(log B) bitov informécie.
Ked'Ze spolu potrebujeme log N bitov a z jedného bloku ich ziskame najviac
log B, potrebujeme aspon
Q(log N/ log B)

diskovych operécii.

23.3 Triedenie

V klasickom RAM modeli sme zvyknuti, ze bezné triediace algoritmy ako he-
apsort, quicksort alebo mergesort triedia N prvkov v ¢ase O(Nlog N), ¢o je
optimalne v porovnavacom modeli. Ak by sme ich priamo pouzili aj v exter-
nej pamiiti, znamenalo by to O(N log N) diskovych operécii — a to je privela.
Prirodzene, chceli by sme cosi lepsie.

Dobra sprava je, ze vSetky tieto algoritmy sa daju pre tcely externého trie-
denia upravit. Najtazsie je to pri heapsorte — tam potrebujeme tplne ind verziu
haldy, ktora je efektivna aj v externej pamiti. Tomuto problému sa budeme
venovaf v neskorsej kapitole.

Quicksort a mergesort si na tom lepSie, pretoze prirodzene pracuju sek-
venéne. Linedrny prechod N prvkov si vyzaduje len O([N/B] + 1) pristupov na
disk, ¢o je v podstate idedlne — ¢itame aj zapisujeme celé bloky naraz.

Vezmime si teda mergesort. V klasickej verzii zac¢ina s jednotlivymi prvkami
a postupne ich spdja do utriedenych behov dfiky 2,4,8,16,.... To je vsak pri ex-
ternom triedeni tplne zbytoéné. Ovela rozumnejsie je na&itat naraz pinid RAM,
teda ©(M) prvkov, zotriedit ich interne a vysledok zapisaf spif na disk ako
jeden utriedeny beh. Tento krok stoji len O(NN/B) diskovych operdcii a ziskame
tak priblizne N/M utriedenych behov dizky M.

Ostéva uZ len pospdjat tieto dlhé behy. Ak budeme v kazdej faze spajat
vzdy po dvoch, potrebujeme [log(N/M)] faz. Kazd4 faza prechadza vsetky ddta
sekvencne (Citanie dvoch behov a zapisovanie vysledku), takze jedna faza stoji
O(N/B) diskovych operdcii. Celkova I/O zloZitost teda bude:

N N

Da sa to eSte lepsie? Veru dno. V predchddzajicom rieseni sme spajali behy
bindrne, vidy po dvoch, ale ni¢ nAm nebrani spajat ich viac naraz — vlastne to,
kolko ich mozeme spajat sicasne, uréuje kapacita hlavnej pamiite.
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(a) Pri bindrnom vyhladdvan{ v utriedenom poli je strom implicitny; prvky su usporia-
dané ako pri inorder prechode zl'ava doprava. V jednom bloku sa ocitnt sivislé tseky,
teda akoby sme strom rozsekali na vertikalne slize.

(b) BFS usporiadanie — implicitny bindrny strom ulozime po riadkoch. Po zhruba
log B urovniach je na jednej urovni viac ako B vrcholov a teda prechod na kazdd
niz8iu droven sposobi cache miss.

.............................................

(c) B-strom si mozeme predstavit aj tak, Ze kazdy ,super-vrchol“ je zloZeny z malého
bindrneho podstromu. Do jedného bloku vlozime perfektne vyvazeny iplny podstrom
< 7 vrcholov. Podstromy maji vysku zhruba O(log B) a cesta z koretia do listu prejde
O(log N/ log B) takychto podstromov.

Obr. 23.1: Pri vyhladdvani to vyzeralo, Ze sme uvaZovali rézne algoritmy
(bindrne vyhladdvanie vs. bindrny strom vs. B-arny strom). V skuto¢nosti sa
menilo len rozlozenie dat v pamiiti. Kazdé vyhladdvanie porovnavanim zodpo-
vedd nejakému bindrnemu rozhodovaciemu stromu — ¢ uz je strom implicitny
a pozicie vrcholov vieme vypoéitat podla vzorca, alebo je explicitne uloZeny a
medzi vrcholmi skd¢eme pomocou smernikov. Hlavna otazka teda v skutocnosti
znie: ktoré vrcholy mame ulozit spolu do blokov tak, aby sme minimalizovali
pocet 1/O opericii. Na obrazku st bloky velkosti 8

Do pamiite sa zmesti priblizne M /B blokov, takZe moZeme naraz spijat az
M /B —1 utriedenych behov. Z tychto blokov si vyhradime M/B—1 ako vstupné
buffery, do ktorych nacitame po jednom bloku z kazdého z behov, a posledny
volny blok pouzijeme ako vyjstupny buffer.

Mergovanie potom prebieha nasledovne: z aktualnych blokov vzdy vyberieme
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najmensi prvok a zapiSeme ho do vystupného bufferu. Ked sa vystupny buffer
zaplni, cely ho v jednom kroku zapiSeme na disk. Ak sa niektory vstupny buffer
vyprazdni, naéitame z prislusného behu d’alsi blok.

Takymto spoésobom dokdZeme spojit az M /B — 1 behov naraz, pricom jedna
faza stale vyzaduje len O(N/B) diskovych operdcii. Pocet fdz sa tak vyrazne
znizi: pri bindrnom spéjani (po dvoch) sa po kazdej fize pocet behov zmensi na
polovicu, pri k-ndsobnom spédjani sa zmensi k-krat. Pocet faz je teda priblizne
log s/ p(N/M) a celkovd 1/0O zlozitost externého mergesortu je

N N
O (BlogM/B M> .
(Ak N/M = (M/B)*, tak N/B = (M/B)*~!, takze tato zlozitost sa &asto
zapisuje aj v ekvivalentnom tvare O(% logar )

V praxi, ak médme bloky velkosti povedzme 4 kB a operaéni pamit s kapa-
citou niekolkych gigabajtov, dokdZeme naraz spijat radovo tisicku behov. Uve-
domte si, Ze kazdy z tychto behov md sdm o sebe niekolko gigabajtov, pretoze
vznikol tak, ze sme do paméite RAM nacitali maximum d&t, ktoré sa tam zmes-
tili, a tieto sme interne zotriedili. Vysledkom je, Ze aj pre vstupy velkosti rdadovo
terabajtov stacia v praxi len 2 (slovom: dva) prechody diskom: v prvom vy-
tvorime utriedené postupnosti dfiky M, a v druhom ich vSetky spojime dokopy
do jedného velkého, utriedeného siboru. Faktor log,, /B % v praxi ¢asto zna-
mena, ze kazdy blok dvakrat nacitame a dvakrat zase vypiSeme.

Praktické vylepSenia. Ako vlastne spojime k postupnosti naraz?

Trividlne rieSenie je porovnavat prvky zo vietkych behov priamo, ¢o by
viedlo k zloZitosti O(kN) — a to je pre velké k samozrejme nepouzitelné. Lepsie
je pouzit haldu, ktord ndm umozn{ v kazdom kroku néjst najmensi prvok v ¢ase
O(log k). Tym dosiahneme zlozitost O(N log k),

Este o nie¢o lep&ie riesenie a v praxi najpouzivanejsie je pouzit tzv. turnajové
stromy (loser tree), pozri obr. 23.2. Myslienka je, Ze namiesto obycajnej haldy
si udrziavame binarny strom, ktory v kazdom vrchole uchovava , porazeného“
z porovnania svojich dvoch deti. Pri vybrani minima ndm staéi prejst cestu
od listu do korena a spravit lg k porovnani, zatialéo v halde pri bublani nadol
spravime v najhorsom pripade dvakrit tolko porovnani.

Druhé vylepsenie je prejst na trojpolny systém.?

V zékladnej verzii algoritmu, ako sme ho popisali vyssie, najskor nacitavame
ddta do pamiite (disk pracuje, CPU sa nudf), potom triedime (CPU makd, disk
stoji), a nakoniec zapisujeme vysledok spif na disk (a CPU op#t ni¢ nerobi).
Disk aj procesor sa teda vécsinu casu striedaji v necinnosti.

2Trojpolny systém zaviedli v Eurépe v stredoveku, hoci Cifiania ho poznali este pred nasim
letopoctom. Myslienka bola, ze pole sa rozdelilo na tri Casti: na jednej sa na jar seje jarina
(jaémen, ovos), na druhej €asti sa na jeseil zaseje ozimina (pSenica) a tretia ¢ast lez{ ithorom.
Jacmen aj ovos vyzaduji menej zivin ako pSenica a dobre rastd aj na pode, ktora je po zime
ochudobnend. V thore sa pasol dobytok, ktory podu prirodzene hnojil a do pédy sa dostdval
dusik a organickd hmota. Dalsi rok sa ¢asti vymenili: tam, kde bol tihor, sa vysiala ozimina,
na mieste oziminy jarina a jarina sa nechala tthorom.
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Obr. 23.2: Spajame 8 postupnosti na obrazku. Potrebujeme vzdy porovnat prvky
zo zaciatku kazdého behu a vybraf minimum. a) Predstavme si, Ze prvky zo
zaciatku kazdého behu hraju turnaj. V prvom kole sa stretnt 4 vs. 6, 2 vs. 7,
atd’. Prvky 6 a 7 prehrajt (zapiSeme ich do vrcholu stromu) a 4 a 2 pokraguji
do d'alsieho kola (zapisali sme ich na hrane do rodi¢a). Vo findle sa stretni 2
vs. 1, ¢o vyhrd 1 (zo 6. postupnosti), ktora je minimum. b) Co sa stane, ked
1 odstranime? Na jej miesto nastipi d'alsf prvok zo 6. behu, &islo 3. Nemusime
opakovat cely turnaj, staéi si prejst cestu predchadzajiceho vitaza: Nad 9 a 4
vyhrd aj 3, takZe sa dostane do findle, kde ju porazf 2. ¢) Ked odstréanime 2,
ktora pochédza z 3. behu, na jej miesto nastipi 5. Vyhra nad 7, ale 4 ju porazi.
Tym padom 4 postipi do finédle, kde ju porazi 3. d) Reprezendcia loser tree v
pamaéti: pamétame si len hodnoty porazenych a z ktorej postupnosti pochadzaju.
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Ovela lepsie je rozdelit pamit na tri ¢asti. V prvej budeme naéitavat nové
déta z disku, v druhej triedit tie, ktoré st uz naéitané, a v tretej budeme zapi-
sovat utriedené bloky spiit. Ked jedna fdza skonéi, €asti si jednoducho vymenia
dlohy: paméif, ktord sme prave naplnili, sa za¢ne triedif; pamit, ktoré sa prave
zotriedila, sa zacéne zapisovat; a paméif, ktord sme prave zapisali, sa uvolni a
méze znova slizit na naéftanie.

Takto dokéZzeme efektivne prelinat 1/0 operdcie s vijpoétom — vyuZijeme, 7e
¢itanie a zdpis medzi RAM a diskom mozu prebiehat paralelne, bez toho, aby
do nich musel CPU aktivne zasahovat.

Pri trefom vylepSen{ sa pozrieme na ,hluché“ miesta, ktoré vznikaji pocas
spajania behov. V predchddzajicom algoritme, ako sme ho opisali, ked sa vystupny
buffer zaplni, cely ho zapiSseme na disk — CPU pritom ¢akd, kym sa zapis do-
konéi, sa uvolni sa miesto a aZ potom pokracuje d'alej.

V praxi samozrejme mame vystupné buffery aspon dva a stredame medzi
nimi. Ked' sa jeden zaplni, procesor pokracuje vo vypoctoch s druhym, kym
prvy sa paralelne zapisuje na disk. Kym sa druhy buffer zaplni, prvy je uz
zvyéajne zapisany, uvolneny a pripraveny na nové data.

Podobny problém vsSak vznikd aj na opacnej strane — pri vstupnych buffe-
roch. Ked sa niektory z nich vyprazdni, musime pockat, kym sa z disku naéita
d’alsi blok, o opit sposobi prestoje. Mohli by sme pouzit dvojicu bufferov pre
kazdy beh: ked sa jeden vyprazdni, pokracujeme s druhym, a medzitym do
prvého nac¢itame novy blok. Lenze tym by sme efektivne znizili pocet behov,
ktoré vieme spajat naraz, zhruba na polovicu.

Lepsi napad je trochu prefikanejsi. Z kazdého vstupného bloku si zapamétdame
jeho minimum a ¢&islo behu, z ktorého pochadza. Tym ziskame kratku po-
mocnt postupnost, ktord si zotriedime a vd'aka nej budeme vediet predvidat
budiicnost! Budeme vedief poradie, v akom sa jednotlivé buffery vyprazdnia, a
teda aj v akom poradi budeme potrebovat nacitavat nové bloky.

Potom ndm staéi rezervovaft len niekolko volnych blokov, kam budeme priebezne
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nacitavat budice data. Vidy, ked sa niektory buffer vyprézdni, jeho nahradnik
uz C¢aka pripraveny v paméti: prazdny buffer okamzite vymenime za plny, s
plnym pokracujeme v spajani a do prazdneho medzitym naéitame d'alsi blok,
ktory budeme potrebovat najblizsie.
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Struktiry nezavislé na
cache

V predchadzajticej kapitole sme pracovali s modelom externej paméte, v ktorom
algoritmus explicitne poznal parametre pamitovej hierarchie: velkost rychlej
pamiite M a velkost bloku B. Takyto model sa nickedy nazyva aj cache-aware
— algoritmy su si ,,vedomé*“ cache, poznaju jej velkost aj velkost bloku a tieto
konstanty mozu pouzit pri optimalizacii rozlozenia dat v paméti.

V tejto kapitole sa zamyslime nad otazkou:

Co keby sme parametre M a B nepoznali?

Vedeli by sme aj napriek tomu navrhnit efektivne algoritmy?

Takéto algoritmy sa nazyvaji cache-oblivious, o by sme mohli prelozif ako
nezdvislé na [parametroch] cache. Vyhodou takychto algoritmov je, ze, ked'7ze
nepoznaju parametre cache, musia fungovat dost dobre pre lubovolni velkost
bloku a velkost cache.

V skutoc¢nosti sme sa uz s jednym cache-oblivious algoritmom stretli. Pamétate
sa?

Bolo to uz v prvej kapitole, pri transponovani matice. Prvé rieSenia rozdelili
maticu na bloky a transponovali ju po blokoch. Sice sme vo findle vymienali
tie isté prvky, ale v inom poradi, ktoré bolo ovela priatelskejsie ku cache. Pri
prechode po stipcoch sa totiz z celej cache line pouzije iba jediny prvok a ide sa
dalej — kym sa vratime k vedlajsiemu prvku, moze této cache line vypadnitf z
cache a musime ju znovu naéitat. Ak maticu rozdelime na malé bloky, ktoré sa
celé zmestia do cache, prvky, ktoré si blizko seba v paméti vymiename aj blizko
seba v Case, kym su eSte stale v cachi. Pocet na¢itani do cache je tak mensi.

Na aké velké bloky médme maticu rozdeli? To nie je tplne jasné — odpoved
moze zavisiet od velkosti cache, od velkosti cache line, ale mozno aj od vela inych
parametrov: od rychlosti pristupu do paméte, od prefetchera, od cachovacieho
algoritmu (kam sa ulozi cache line, ktoré cache liny kolidujui, ako sa zvoli cache
line, ktord sa vyhodi, ak je plno). Nakoniec sme velkost bloku zvolili skusmo a
zadratovali ju do programu.

245
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Ked'7ze moderné pocitace obsahuju viacero urovni cache (L1, L2, L3), nésledne
sme zistili, Ze este lepsi sposob je delit maticu na velké bloky a tie delif na
mensie, respektive najlepsi algoritmus bol taky, ¢o deli maticu na styri kvad-
ranty a tie rekurzfvne vymiena (opéf ich deliac na 4). Tento algoritmus nezévisel
od velkosti cache — vd’aka rekurzii fungoval dost dobre pre Iubovolni velkost.
Skiiste si rozmysliet, ze pocet cache missov bude najviac O(N?/B), ¢o je asymp-
toticky optimélne, pretoze potrebujeme ©(N?) pristupov do pamiite.

Co iné problémy?

V predchddzajicej kapitole sme riesili vyhladdvanie a triedenie. Optimélne
rieSenie prvej tlohy je B-strom, resp. Bt-strom, lenze ten vyzaduje znalost B.
Optimalny triediaci algoritmus je externy mergesort, ktory v prvej faze triedi
ltseky dfzky M a v druhej féze spdja M /B — 1 behov naraz — lenze toto rieSenie
opif vyzaduje znalost B aj M. Samozrejme, mohli by sme pouzit jednoduché
bindrne vyhladdvanie, alebo bindrny mergesort — tieto algoritmy nezdvisia od
B ani M, ale, ako sme videli v predchidzajtcej kapitole, maji ovela horsiu
zlozitost. Existuju algoritmy, ktoré si efektivne, aj ked nepoznaji B ani M?

Na prvé pocutie (aj an druhé) to znie takmer nemozne. Napriek tomu prichddza
prekvapenie: v mnohych zakladnych tdlohach dokazeme v cache-oblivious mo-
deli dosiahnut rovnaki asymptoticki I/0 zloZitost ako v klasickom I/O modeli,
kde algoritmus parametre M a B poznd a aktivne ich vyuziva! V tejto kapi-
tole si ukéZeme cache-oblivious vyhladdvanie, najskor v statickom poli, ktoré
sa nemeni, potom aj cache-oblivious alternativu k dynamickym B-stromom. V
nasledujicej kapitole sa pozrieme na haldy a triedenie.

24.1 Cache oblivious model

Skor ako sa pustime do rieSenia tloh, podme si presnejsie popisat model, s
ktorym budeme pracovat.
Ide o variant I/O modelu, to znamen4, stéle predpokladdme, ze

e déta st ulozené v externej pamiti neobmedzenej velkosti,
e avsak procesor moze poéitat iba s datami v cache.

e Externd paméif je rozdelens na bloky velkosti B a pristup do pamiite je
vzdy po blokoch.

Av8ak na rozdiel od klasického cache-aware modelu, sa cache-oblivious model
lisi v nasledujicich aspektoch:

e Algoritmus nepoznd hodnoty M ani B. V analyze 1/O zlozitosti sa sice
tieto parametre objavujui, ale samotny algoritmus na nich nijako nezévisi.

e Pamiif (cache) je spravovana automaticky. Predpokladdme idedlny offfine
algoritmus spravy cache, ktory presne vie, aké data budi v budiicnosti
potrebné. (Optimdlna stratégia je vzdy vyhodit ten blok, ktory bude znovu
pouzity v budicnosti najneskér, tzv. Béladyho algoritmus).
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Samozrejme, v redlnych systémoch takyto idedlny algoritmus nemame k
dispozicii, pretoze spravu cache musime robit online, bez znalosti budiicnosti.
Nastastie sa ukazuje, Ze jednoduché stratégie pouzivané v praxi, ako FIFO alebo
LRU, st od optimélneho rieSenia pomerne blizko.

Presnejsie plati nasledovné tvrdenie: FIFO aj LRU stratégia s cache velkosti
2M vykonaji najviac O(1)-krdt viac pamétfovych pristupov ako optimalny off-
line algoritmus, ktory m4 k dispozicii cache velkosti M.

Okrem toho v cache-oblivious modeli predpokladame, ze cache je plne aso-
ciativna. To znamens, ze lubovolny pamétovy blok méze byt ulozeny na Iubovolné
miesto v cache. To je pri strankovani (medzi diskom a RAM) pravda. Pri cache
(L1, L2, L3 ) v procesoroch je situdcia o nie¢o komplikovanejsia. Vicsina prak-
tickych cache nie je plne asociativna, ale iba k-asociativna pre malé k (typicky
k =4, 8 alebo 16). To znamend, ze kazdy blok hlavnej paméte ma v cache iba
k moznych pozicii, kam sa moéze ulozit. Ak sa viacero blokov mapuje do tej
istej mnoziny pozicii, mézu sa navzdjom vytlacat, aj ked je cache ako celok este
zd'aleka nie je plnd. Z pohladu tedrie viak tento detail mozeme abstrahovat,
ked'ze plne asociativna cache sa d4 simulovat pomocou hesovania.

Cache-oblivious model m4 jednu velmi prijemnt vlastnost: kedZe algoritmus
nepoznd parametre cache (M ani B), je automaticky robustny voéi ich volbe.
Ten isty algoritmus funguje dobre pre mali aj velki cache, pre rézne velkosti
blokov, a dokonca aj pre viactroviiovii pamétovi hierarchiu (L1, L2, L3, RAM).
Nemusime ho nijako ladit ani prepisovat pri zmene hardvéru.

Na druhej strane mé tento pristup aj svoju cenu. Niektoré cache-oblivious al-
goritmy majii v praxi pomerne velkt konstantu skrytti v O(+) a zrejme nemozeme
octakavat, Ze algoritmus, ktory nepozna parametre bude lepsi ako taky, ¢o ich
pozna.

Napriek tomu, je studium cache-oblivious algoritmov uzitotné aj z prak-
tického hladiska: cache-oblivious algoritmus moze slizit ako indpiracia pre cache-
aware rieSenia.

7Z hladiska teérie je zaujimavé studovat hranice mozného.

24.2 Van Emde Boasovo usporiadanie

Ako prvy netrividlny priklad cache-oblivious algoritmu si ukdzeme, ako vyhlad4vat
v statickej mnozine velkosti N v ¢ase O(logy N) pristupov do pamiite, teda
s rovnakou asymptotickou I1/O zloZitostou, aki dosahuje B-strom v externom
pamiitovom modeli. Rozdiel je v tom, Ze tentoraz nepozndme velkost bloku B.

PouZijeme tplny bindrny vyhladavaci strom, aviak do pamiite ho neulozime
,naivnym“ spdsobom (napr. po tirovniach), ale podla tzv. van Emde Boasovho
usporiadania (vEB layout).

Zikladna myslienka. Nech m4 strom vysku h (teda N = 2" — 1 vrcholov).
Strom rozdelime priblizne v polovici vysky:

e horny strom pozostava z prvych zhruba h/2 trovni,
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e spodné stromy st podstromy vysky zhruba h/2 zavesené pod listami horného

stromu.

Horny strom ma priblizne 2"/2 = v/N vrcholov. Pod nfm sa nachadza zhruba
VN spodnych stromov, z ktorych kazdy mé opit velkost priblizne v/N.

Rekurzivne ulozenie. Van Emde Boasovo usporiadanie funguje rekurzivne:
1. najprv ulozime cely horny strom do paméte (rekurzivne v vEB poradi),

2. potom za nim uloZime vsetky spodné stromy, kazdy opit rekurzivne vo
van Emde Boasovom usporiadani.

Tymto spésobom dostaneme linedrne ulozenie stromu do pola, ktoré ma
velmi silnt lokalitu pristupu: vrcholy, ktoré si blizko seba v strome, st aj blizko

seba v paméti.
Tu je priklad pre konkrétny 31 vrcholovy strom. Prvé delenie je nie vo vyske

h/2 ale najblizsia mensia mocnica 2:

I ou Ny

(2) (1)
(3) (1) (1) (19)
(5] (8) (1) (19 (20] (2) (26 (29)
OO OO OGNS CONOENONS OO 9O OO

EEEEIEE

Bi0ja oiniT) DiTie| TiciT | Eimie TimE) ETiE
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Napriklad ak by sme mali 4-miliardovy strom vysky 32, rozdelime ho na

Preéo to funguje. Pri vyhladdvani v bindrnom strome postupujeme z koreiia
k listu po ceste diiky O(log N). Van Emde Boasovo usporiadanie zabezpeci,
ze kazdych O(log B) krokov po strome sposobi najviac dva nové cache missy.
Celkovy pocet pristupov do paméte je teda O(log N/ log B) = O(logz N), presne
rovnako ako pri B-strome.

Pozrime sa na to blizsie. VEB usporiadanie je definované rekurzivne, takze
strom sa na roznych urovniach rozkladd na mensSie a mensSie podstromy. V
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analyze sa priblizime na ti droven rekurzie, kde sa jednotlivé podstromy uz
celé zmestia do jedného cache bloku.
Formélnejsie: uvazujme taki droven rozkladu, kde m4 kazdy podstrom velkost
s spfﬁajﬁcu
VB <'s <B.
qu’Ze ide o Uplné binarne stromy, zodpovedajica vyska takéhoto podstromu h
splna

1
§1ogB < h <logB.

Kazdy takyto podstrom je v paméti ulozeny ako suwvisly tsek diZky najviac
B, takze sa cely zmesti do jedného bloku (pripadne dvoch, ak nie je zarovnany
idedlne).

Pri vyhladdvani v celom strome prechddzame cestu od korefia k listu dfiky
najviac log N. Této cesta sa skladd z tisekov, ktoré lezia v jednotlivych podstro-
moch vysky h. Pocet takychto podstromov, ktorymi prejdeme, je teda najviac

log N ~0 log N
ho logB )~

Pre kazdy z tychto podstromov potrebujeme naéitat do cache najviac konstantny
pocet blokov (najviac dva). Celkovy pocet pristupov do paméte je preto

0 log N
log B

) = O(logp N),

¢o zodpoved4 optimélnej I/O zloZitosti vyhladdvania.

Zhrnuté: van Emde Boasovo usporiadanie zabezpeéi, ze vyhladdvacia cesta
sa rozpadne na malé kusky, z ktorych kazdy ma vybornt lokdlnost pristupu k
pamiiti, a to bez znalosti velkosti bloku B.

24.3 Usporiadany siibor

Uvazujme nasledujici problém. Chceme udrziavat zoznam prvkov v danom po-
radi. Podporované operacie si:

e vlozif novy prvok medzi dva dané prvky v zozname,
e vymazat dany prvok zo zoznamu.

Ak mdme k dispozicii smerniky, rieSenie je jednoduché: obojsmerny spajany
zoznam umoznuje vkladanie aj mazanie v ¢ase O(1), za predpokladu, ze pozndme
miesto, kde operaciu vykondvame. Ak je zoznam navyse utriedeny a chceme pod-
porovat aj vyhladdvanie, mézeme pouZif vyvazeny bindrny vyhladdvaci strom.
Ten ndm poskytne vkladanie, mazanie aj vyhladdvanie v €ase O(log N).

V oboch pripadoch vsak pouzivame pointery a dynamickd paméit, o nie je
velmi vhodné pre externt pamét.

Polozme si teda tazsiu otdzku:



250 Struktiry nezdvislé na cache

D4 sa takyto zoznam reprezentovat v obycajnom poli, bez pointerov,
a zarovein podporovat vkladanie a mazanie efektivne?

Ak by sme zoznam ulozili ako jeden suvisly tsek v poli, tak kazdé vlozenie
alebo vymazanie by si v najhorSom pripade vyziadalo posun O(N) prvkov, ¢o
je neakceptovatelné.

Na druhej strane, ak by sme medzi susednymi prvkami ponechali medzery,
mohli by sme vkladat nové prvky bez prestivania. Aviak ak m4 medzera velkost
k, dokazeme vykonat len O(log k) vloZenych prvkov, kym sa zaplni. Problém je,
ze medzery sa postupne vyéerpavaju a niekde ich bude privela, inde primélo.

Na, prvy pohlad sa teda zd4, Ze tato tloha je beznddejne fazka.

Prekvapivo vSak existuje relativne efektivne riesenie. D4 sa udrziavat N
prvkov v poli velkosti O(N) tak, Ze medzi kazdymi dvoma susednymi prvkami je
medzera dizky najviac O(1), a zaroven vkladanie aj mazanie trva len O(log® N)
amortizovane!

Navyse sa d4 ukazat, Ze za tychto podmienok nie je mozné dosiahnut asymp-
toticky lepsi ¢as nez Q(log? N') amortizovane.

Ako bonus m4 tento algoritmus este jednu velmi prijemnt vlastnost: kazd4
operacia upravuje iba stvislyj tiisek pola pomocou konstantného poétu sekvenénych
prechodov. Vd'aka tomu sa d4 prirodzene implementovat aj v cache-oblivious
modeli, pricom amortizovand 1/0 zlozitost je O(@)

Zakladna myslienka rieSenia je nasledovné. Pole, v ktorom udrziavame prvky
zoznamu, rozdelime na malé bloky dizky O(log N). Tieto bloky budeme povazovat
za listy implicitného binarneho stromu.

Nad blokmi si len konceptudlne (kvoli vysvetleniu a analyze) vybudujeme
uplny bindrny strom. Tento strom nie je sicastou ddtovej struktiry a nikde ho
explicitne neukladdme — slizi len ako analyticky nastroj.

Kazdy vrchol stromu zodpovedd nejakému sivislému intervalu v pévodnom
poli:

e listy zodpovedaju jednotlivym blokom,

e rodi¢ pokryva zjednotenie intervalov svojich dvoch synov,
e koren zodpoveda celému polu.

Pre kazdy vrchol v definujme jeho hustotu ako

_ #fprvkov v intervale

hustota(v =
() dlzka intervalu

Nech d je hibka vrcholu v v tomto implicitnom strome (koren mé hibku
d =0) a nech h = O(log N je maximalna hibka stromu (vyska minus 1).
Cielom algoritmu je udrziavat hustotu kazdého vrcholu v uréitom povolenom
intervale, ktory zavisi od jeho hfbky. Konkrétne sa budeme snazit zabezpegit,
aby pre kazdy vrchol v platilo:
1 1 d

-_-.2 < <
571 h S hustota(v) <

o
_|_
N
>
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Pozrime sa, ¢o toto obmedzenie znamena.

Pre koren stromu je d = 0, takZe jeho hustota musi lezat medzi % a %.
slovami, celé pole by malo byt zaplnené priblizne na 50-75%.

Na opac¢nom konci, pre listy stromu plati d = h a povoleny interval hustoty
je 1 a 1. To znamen4, ze jednotlivé bloky mézu byt zaplnené velmi volne: od
25% az po tplné zaplnenie.

Pre vrcholy na medzilahlych trovniach dostdvame postupne sa meniace hra-
nice: dolnd hranica sa pohybuje od 50% do 25% a horna od 75% do 100%. Cim
je vrchol vyssie v strome (blizsie ku korenu), tym st obmedzenia na hustotu
prisnejsie. Cim je vrchol nizsie, tym si hranice volnejsie.

Délezité je, ze tieto hranice interpolujeme linedrne podla hfbky. Ked'ze ma-
ximélna hibka stromu je h = O(log N), posun o jednu uroveni men{ povoleny
interval hustoty o 1/4h = ©(1/log N).

Toto postupné zvolfiovanie podmienok je dolezité — vdaka nemu &m je vr-
chol vysie, tym menej ¢asto ho musime upravovat (a medzicasom si zvlddne
nasetrit).

Pozrime sa teraz, ako v tejto Struktire prebieha vkladanie a vymazavanie
prvkov.

Inymi

IS

Vkladanie. Novy prvok chceme vloZif na konkrétnu poziciu v zozname. Najskor
ho vlozime do prislusného listového bloku a v rdamci tohto bloku posunieme
prvky o jednu poziciu, ak je to potrebné. Ked'ze blok m4 dizku O(log N), tento
krok je lacny.

Ak vsak po vlozeni déjde k tomu, Ze sa blok prepini (t.j. jeho hustota pre-
siahne povoleny interval), za¢neme sa v implicitnom bindrnom strome postvat
smerom nahor. Postupne zvi¢sujeme interval, ktory berieme do tivahy, a hladdame
najnizsi vrchol v taky, Ze po zapoéitani nového prvku bude jeho hustota opiit
v povolenych medziach.

Ked takyto vrchol nijdeme, vezmeme cely interval, ktory mu zodpoveda,
a prepiSeme ho nanovo: vSetky prvky v tomto intervale rovnomerne rozdistri-
buujeme po celej jeho dizke. Tym sa hustota nielen v tomto vrchole, ale aj vo
vSetkych jeho potomkoch dostane do povoleného rozsahu.

Vymazavanie. Vymazdivanie funguje dplne analogicky. Najskor prvok od-
stranime z prislusného bloku a v bloku posunieme zvysné prvky. Ak tym dojde
k poruseniu dolnej hranice hustoty, opif sa postivame v implicitnom strome
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cvvs

v povolenom intervale. Interval tohto vrcholu nasledne nanovo rovnomerne za-
plnime.

Dolezité technické poznamky. Implicitny binarny strom, o ktorom ho-
vorime, existuje iba v nasej analyze. V samotnej implementécii ho explicitne
neukladdme. V praxi iba skenujeme pole dolava alebo doprava (podla toho,
¢i by sme sa v strome pohybovali do Tavého alebo pravého syna), pricom si
priebezne udrziavame:

e aktudlnu dizku intervalu,
e pocet prvkov v iom (a teda hustotu),
) hibku, na ktorej sa nachadzame,

e a z nej vyplyvajuci povoleny rozsah hustoty.

) /1! O.50-#5%

: .3
O 0 42-83%
O O 20 A.k""Q.33—qz%
[ elgn [ adsw ] ] | [ | 7607 | 25-100%
— _
~ 2 z - >

Dalsia dolezitd poznamka je, ze listy budi vidy v povolengjch medziach hus-
toty. Naopak, vntitorné vrcholy nemusia byt v kazdom okamihu korektné. Napriklad,
ak by sme do struktiry vkladali prvky striktne zlava doprava, mézeme zaplnit
vetky listové bloky az na 100%. V takom pripade by korern ani iné vnutorné
vrcholy zjavne nespiﬁali svoje obmedzenia na hustotu. To vSak nevadi — tieto
porusenia opravime aZ v momente, ked déjde k prvému preplneniu bloku a
vyvola sa redistribiicia na vyssej urovni.

Plati vsak opacnd implikacia:

Ak je vrchol v hibke d v povolenych medziach hustoty, potom st
v povolenych medziach hustoty aj vsetky vrcholy v jeho podstrome.

NavysSe, tesne po redistribticii plati eSte silnejSie tvrdenie. Vrcholy nizsie
v strome nie su len ,,tak-tak“ v medziach, ale maju vijrazni rezervu. Ich hustota
je d'alej od hranic povoleného intervalu o priblizne O(1/h) = O(1/log N).
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Analyza zloZitosti. Pozrime sa teraz bliZsie na amortizovani zlozitost vkla-
dania. Zameriame sa na najdrahsiu operaciu v algoritme — redistribiciu velkého
intervalu.

Ak sa pocas vkladania dostaneme do vrcholu v a rozhodneme sa redistri-
buovat cely interval, ktory mu zodpovedd, pricom tento interval ma dizku k,
potom redlna cena tejto opericie je O(k), pretoZe musime cely interval prejst a
prvky nanovo rovnomerne rozmiestnit.

Aby sme dokazali, Ze algoritmus je efektivny, musime ukazat, Ze tito cenu
vieme zaplatit z tspor, ktoré sme si nazbierali po¢as predchddzajicich vkladani.

Po redistribicii intervalu zodpovedajiceho vrcholu v plati:

e vrchol v je v povolenych medziach hustoty,
e vsetky vrcholy v jeho podstrome su tiez v povolenych medziach,
e dokonca maju rezervu — ich hustota je vzdialend od hranic aspon o Q(1/log N).

Pozrime sa na bezprostrednych synov vrcholu v. Ked'ze interval v ma dizku k,
jeho synovia maju intervaly dizky priblizne k/2. Rezerva hustoty (1/log N) v
tychto vrcholoch zodpoved4 aspoii Q(k/log N) daldim vkladaniam, ktoré mozu
prebehnit v ich podstromoch, kym sa niektory zo synov opif dostane na hranicu
a vyvold d'alsiu redistribiiciu na drovni v.

Inymi slovami:

Ak préave redistribuujeme interval dfiky k vo vrchole v, potom sa do
tohto vrcholu urcite nedostaneme znova skor, nez prebehne aspon
Q(k/log N) d'alsich vkladani v jeho podstrome.

Toto pozorovanie ndm umoziuje pouzit jednoducht tiétovnicku schému.

el
‘ /—\ rozsah o O(1/lg ) volnej&!
O o

sme aspoi Q(k/lg n) prvkov

od hranice

rovnomerne red?stribuujeme

k prvkov

Dohodnime sa, ze pri kazdom vlozeni nového prvku ulozime na tcet kazdého
vrcholu na ceste od prislusného listu az ku korenu Ig N dolarov.

Ked'7e vyska implicitného stromu je O(log N), jedno vloZenie nés stoji spolu
O(log N) x 1g N = O(log® N) dolérov.

Teraz sa pozrime na redistribiciu vo vrchole v s intervalom diiky k. Me-
dzi dvoma po sebe iddcimi redistribiciami v tomto vrchole prebehne aspon
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Q(k/log N) vkladani. Kazdé z nich prispelo na tiéet vrcholu v sumou O(log N).
Na 1ucte vrcholu v sa teda medzicasom nazbiera

Q(logN) -O(log N) = Q(k)

dolarov, ¢o staci na zaplatenie redistribicie intervalu dfiky k.

Kazdt redistribiiciu vieme zaplatit z kreditov, ktoré sa nahromadili medzi
dvoma takymito operdciami. Preto m4 vkladanie amortizovani éasovi zloZitost
O(log® N).

Dokaz pre vymazavanie je podobny.

24.4 Cache-oblivious B-strom

Teraz uz mame vsetky stavebné kamene na to, aby sme si poskladali plnohod-
notnu cache-oblivious alternativu k B-stromom.

Skombinujeme usporiadanyj sibor (packed array) s bindrnym vyhladdvacim
stromom ulozenym vo van Emde Boasovom usporiadani.

Struktira. Prvky ulozime v utriedenom poradi do datovej struktiry pre

usporiadany stubor, ktord sme si prave popisali. Tdto Struktira obsahuje aj

prazdne pozicie (medzery), ktoré ndm umoznuji efektivne vkladanie a mazanie.
Nad tymto polom si zostrojime tiplny bindrny strom:

e listy stromu zodpovedajui jednotlivym pozicidm v usporiadanom subore
(vrétane prazdnych),

e vnutorné vrcholy reprezentuju zjednotenia intervalov svojich podstromov.

Tento strom si ulozime do pola vo van Emde Boasovom (vEB) usporiadani.
Medzi listom stromu a prislusnou poziciou v poli vieme skédkat v oboch smeroch
pomocou jednoduchych prepoctov indexov.

V kazdom vnuitornom vrchole stromu si udrziavame mazimum prvkov v jeho
podstrome. Vd aka tomu moZeme strom pouZivat ako vyhladavaci strom — presne
tak, ako v klasickom BT-strome.

Vyhlad4vanie. Vyhladdvanie prebieha zostupom v bindrnom strome: v kazdom
vrchole porovndme hladany k¢ s maximom lavého podstromu a rozhodneme
sa, & pokracovat vlavo alebo vpravo.

Ked7e strom je ulozeny vo vEB-usporiadani, prechod z korefia do listu
vyzaduje len O(logg N) I/0 operécii, hoci algoritmus nepoznd ani B, ani M.
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Vkladanie a vymazavanie. Pri vkladani alebo vymazédvani najskér pomo-
cou stromu ndjdeme spravnu poziciu v usporiadanom subore. Samotna operacia
v usporiadanom sibore moze spdsobit redistribiiciu intervalu diiky k, presne
tak, ako sme si ukdzali v predchadzajicej casti.

Ked’ sa takyto interval prepise, musime aktualizovat aj informécie vo vnttornych
vrcholoch stromu — konkrétne maxima podstromov. To urobime jednym inorder
prechodom nad zodpovedajicim intervalom listov a vSetkymi ich predkami.

I/O analyza. Ukézeme, ze vdaka vEB-usporiadaniu si prepisanie intervalu
dlzky k spolu s aktualizdciou vsetkych vrcholov nad nim vyziada len

k
O(B +logp N) I/O operacii.

Ked si spomenieme, Ze v usporiadanom stbore je amortizovand hodnota
k = O(log® N), dostavame pre vkladanie aj vymazdvanie amortizovanu I/0

zlozitost ,
1 N
0] ( ogB +logg N ) .

Zaver. Dostali sme plnohodnotni dynamicku détovu struktiru, ktora:
e podporuje vyhladdvanie v O(logz N) 1/0,

e podporuje vkladanie a vymazdvanie amortizovane v O(@ +logg N )

1/0,
e nepoznd parametre cache M a B,

e a dosahuje asymptoticky rovnaké ziruky ako klasické B-stromy v 1/0
modeli.

Inymi slovami: ziskali sme cache-oblivious B-strom.

Detailnd I/O analyza. Aby sme odhadli pocet I/O operdcii pri prepisani
intervalu diiky k (vratane aktualizdcie vetkych vrcholov nad nim), priblizme si
van Emde Boasovo usporiadanie na tu uroven rekurzie, kde sa celé podstromy
zmestia do jedného bloku cache, teda maju velkost < B.

Analyzu rozdelime na tri éasti podla toho, v ktorej éasti stromu sa nachddzame.

#1 Vrcholy v spodnych dvoch trovniach vEB-podstromov. Podstromy
na najnizsej irovni vEB-rekurzie st v paméti ulozené ako suvislé useky a kazdy
z nich mé velkost najviac B. Na ich naéftanie teda potrebujeme najviac dva
cache bloky.

Pri inorder prechode sa pohybujeme nasledovne: prechadzame cely jeden
podstrom na najniz$ej trovni, potom niekolko vrcholov v jeho rodiovskom
podstrome (o jednu troven vyssie), potom opét cely dalsi podstrom na spodne;j
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drovni, potom zasa niekolko vrcholov na druhej tirovni atd., az kym neprejdeme
cely podstrom druhej drovne.

Ak m4 cache aspon styri bloky (M > 4B), zmestia sa do nej stcasne dva
takéto podstromy zo spodnych dvoch trovni. KIti¢ové je, Ze podstrom na druhej
drovni nevytla¢ime z cache skor, nez prejdeme vsetky jeho detské podstromy.
Vysledkom je, ze O (k) vrcholov v spodnych dvoch drovniach prejdeme s celkovou
1/0 zlozitostou O(k/B).

#2 Vsetky vrcholy nad nimi, az po LCA. Teraz sa pozrime na vrcholy,
predkom (LCA) vsetkych dotknutych listov.

Podstromy, ktoré sa zmestia do jedného bloku, maji velkost aspon v/B. Ak
sa pozrieme o dve tirovne vyssie, dostaneme stromy velkosti aspont B. Z toho
vyplyva, Ze korefiov takychto podstromov méze byt nanajvys [k/B].

Aj keby kazdy z tychto vrcholov spésobil jeden cache miss, celkovd I/0

zlozitost tejto Casti je
k
ol1+—=|.
(1+5)

#3 Cesta od LCA ku koreiiu. Napokon ostéva aktualizovat vrcholy na
ceste od LCA ai ku koreiiu stromu. Této cesta ma dlzku najviac log N. Vd'aka
van Emde Boasovmu usporiadaniu vieme takuto cestu prejst v O(logg N) I/O
operaciach.

Zhrnutie. Prepisanie intervalu dfzky k spolu s aktualizaciou vsetkych dot-
knutych vrcholov si teda vyziada

O(Z +logp N) I/0O operacii.

Po dosadeni amortizovanej hodnoty k = O(log2 N) dostavame vyslednii zlozitost
cache-oblivious B-stromu.

Odstrénenie &lenu O(log? N/B). V predchadzajicej analyze sa v amortizo-
vanej zlozitosti objavili dva ¢leny:

2
o(log N) a  O(logy N)

B

Ktory z nich je vacsi?

To, samozrejme, zavisi od po¢tu prvkov N a od velkosti bloku B (a konstént
skrytych v O(+)), avsak O(logg N) = O(lg N/ log B), takze kym v druhom ¢lene
delime iba logaritmom B, v prvom ¢lene delime celym B.

Pre lepsiu predstavu si vezmime napriklad B = 1000 a N = miliarda (10° ~
230, Potom logz N = 3, zatialco 1g> N ~ 30 x 30 = 900, aviak po delen{ velkym
B dostavame vysledok mensi ako 1.
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Vo vseobecnosti je O(logg N) dominantny ¢len pre dostatotne velké bloky,
konkrétne ak B = Q(log N loglog N).
Prirodzene sa vsak pyta otézka:

24.5 Vieme sa ¢lenu O(log® N/B) zbavit?

Odpoved je 4no, za cenu mierne zlozitejsej Struktiry a na tkor horsej zlozitosti
prechadzania suvislého useku.

Prvky rozdelime do ©(N/log N) skupin, pricom kazd4a skupina mé velkost
O(log N) a tie ulozime do obojsmerného spdjaného zoznamu. Kazdi skupinu bu-
deme reprezentovat ako oby¢ajné pole, ktoré je zaplnené na 25-100 %. Lubovolna
operdcia v ramci jednej skupiny (vkladanie, vymazéavanie, vyhladavanie) trva

O(IOgBN) = O(logg N) I/O operacii.

Nad tymito skupinami teraz zostrojime cache-oblivious B-strom popisany
vyssie, pricom v jeho vnitornych vrcholoch si budeme pamitat maximd jednot-
livych skupin. Tento strom slizi iba na navigdciu medzi skupinami.

Amortizacia. Klicové pozorovanie je, Ze vkladanie alebo vymazévanie v sa-
motnom B-strome potrebujeme vykonat iba vtedy, ked sa niektord skupina
preplnd alebo podtecie. To sa vSak stane az po Q(log N) operacidch nad danou
skupinou.

Ak si teda kazd4 operdcia odlozi O((log N)/B) dolérov, potom po Q(log N)
operacidch sa nazbiera presne O((log® N) /B), ¢o staci na zaplatenie jednej aktu-
alizdcie v B-strome. Tymto sposobom sa clen O((log? N)/B) rozpusti do amor-
tizacie a vyslednd zlozitost kaZdej operdcie je len O(logg N).

Nevyhoda. Tato tprava mé vsak aj svoju dan. Pri oby¢ajnom usporiadanom
poli vieme prejst interval k¥ prvkov pomocou O(k/B) 1/0 operacii (po zaplateni
O(logg N) na ndjdenie zaciatku a konca).

V poslednej struktiire musime pri prechode kazdou skupinou velkosti ©(log N)
zaplatif jeden cache miss za skdkanie v spadjanom zozname. Prechod intervalu k
prvkov teda trva O(k/B+k/log N), ¢o je o nie¢o horsie nez v pripade stivislého
pola.

Na druhej strane, pre zékladné operacie vyhladdvanie, vkladanie a vymazdvanie
dosahujeme cache-oblivious zlozitost O(logg N), teda rovnaki ako klasické B-
stromy, a to aj bez znalosti B a M.
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Haldy
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Kapitola 26

Struktiury optimalizované
na zapis
Asi chcem spomenut:

LSM tree - basic + BF + leveling/tiering merge

LSM tree + forward + ghost = COLA Bender, Farach-Colton, Fineman,
Fogel, Kuszmaul, Nelson 07 Monkey Dostoevsky RocksDB?
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Kapitola 27

Ako spravne
benchmarkovat

V tejto kapitole sa porozprdvame o tom, ako spravne meraf rychlost algoritmov
a datovych struktir. Mozno si poviete:

Na tom predsa nie je nic¢ zlozité: spustim stopky, spustim program,
ked’ skoné&i, stopnem &as — a je to.

Ak méte podobny ndzor, je to ten najlepsi dévod pokradovat v &ftani, tato
kapitola je napisand presne pre vas Ukdzeme si, ze realita je omnoho — omnoho
zradnejdia: existuje mnoZstvo spdsobov, ako sa pri benchmarkovani strelit do
nohy a prist k vysledkom, ktoré majui s realitou pramalo spoloéné.

27.1 Naivny pristup

Sktisme si meranie ukdzat na konkrétnom priklade: Kolko trvé vyhladédvanie
v hes-tabulke? Konkrétne vezmime si napriklad hes-tabulku zo Standardnej
kniznice v C++, std: :unordered_map, a zmerajme, kolko éasu potrebuje fun-
kcia find, aby nasla (alebo nenasla) pozadovany prvok.
Este predtym, nez za¢neme merat, skuste si tipnit, aky ¢as ocakavate. Aspoi
radovo: st to nanosekundy? mikrosekundy? milisekundy? desiatky ¢i stovky?
Tu je nas prvy benchmark:

#include <unordered_map>
#include <random>
#include <ctime>
#include <iostream>

int main() {
std: :unordered_map<int, int> map;

std::mt19937 rng(42);

265



266 Ako sprdvne benchmarkovat

std::uniform_int_distribution<int> dist(0, 1’000°000);

for (int 1 = 0; i < 1°000’°000; ++i) {
map [dist(rng)] = 1i;
}

int query = dist(rng); // nahodne cislo

clock_t start = clock();
auto value = map.find(query);
clock_t end = clock();

double duration = double(end - start) / CLOCKS_PER_SEC;
std::cout << "Lookup time: " << duration << " seconds\n";

Skompiloval som (g++ benchl.cpp -03), spustil som — a ¢o som dostal za
vysledok?

Vystup bol zakazdym iny: raz Lookup time: 2e-06 seconds, inokedy 5e-06,
potom zase 3e-06, . ..a podobne. Cize 2-5pus?

Ovsem, nemodzeme predsa meraf len raz a oéakdvat presnd hodnotu. Zopa-
kujme pokus miliénkrat a spoéitajme priemerny ¢as jedného vyhladdvania.
Novy kéd vyzerd takto:

double duration = 0;
for (int 1 = 0; i < 1’000°000; ++i) {
clock_t start = clock();
auto value = map.find(dist(rng));
clock_t end = clock();
duration += double(end - start) / CLOCKS_PER_SEC;

}
std::cout << "Lookup time: " << duration / 1’000’°000 << " seconds\n";

Spustil som trikrat, a dostal som iné hodnoty:

Lookup time: 1.27537e-06 seconds
Lookup time: 1.24568e-06 seconds
Lookup time: 1.2248e-06 seconds

Takze kolko? 2-5u alebo 1.2us?

Sktsme spravit maly experiment: zakomentujme riadok s volanim funkcie
find. Inymi slovami, len ,naprazdno“ spustime a hned zastavime stopky, bez
toho, aby sa vykonala akdkolvek redlna praca. Vysledok?

Lookup time: 1.15427e-06 seconds
Lookup time: 1.25004e-06 seconds
Lookup time: 1.19033e-06 seconds
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Prosim??

Prezradim, v ¢om je problém (alebo asponn jeden z problémov): funkcia
clock() je uplne nevhodnéd na mikromerania, pretoze neméa dostatocnu pres-
nost. Je to skoro, ako keby ste chceli merat velkost virusu volnym okom pomo-
cou pravitka — éfslo sice dostanete, ale s realitou nebude mat vela spoloéného.

Namiesto toho treba v C++ pouZif funkciu high_resolution_clock z kniznice

std: :chrono, ktora je na takéto tcely priamo urcéena:

using namespace std::chrono;

nanoseconds duration{0};
for (int 1 = 0; i < 17000°000; ++i) {
auto start = high_resolution_clock: :now();
auto value = map.find(dist(rng));
auto end = high_resolution_clock: :now() ;
duration += duration_cast<nanoseconds>(end - start);

}
std::cout << "Lookup time: " << (duration.count() / 1°000°000)

A ked uZ sme pri tom, je trochu hlipe stale dokola sptstat a zastavovat
stopky a snazit sa merat takéto kratke ¢asy jednotlivo. Lepsie bude zmerat cas
celého cyklu naraz a vysledok vydelif poé¢tom opakovani.

auto start = high_resolution_clock: :now();
for (int i = 0; i < 1°000°000; ++i) {
auto value = map.find(dist(rng));

}
auto end = high_resolution_clock: :now() ;
auto duration = duration_cast<nanoseconds>(end - start);

Pre istotu spustime obe verzie. Pripraveni?

Prv4 verzia, ktord meria kazdy find zvlast: 23-25 nanosekind. Druhd verzia,
ktord meria cely cyklus naraz? 5-6 nanosekund.

Déamy a péni, to je viac nez $tvornasobny rozdiel v meraniach — a v tomto
bode to uz zaéina byt trochu na zbldznenie. Ktorému meraniu mé4 ¢lovek verit??

Sktisme este zmeraf samotné generovanie ndhodnych &fsel. Povodne sme
totiz chceli meraf len ¢as operdcie find. Generovanie ndhodného vstupu (volanie
dist(rng)) je v naSom cykle navyse, to by sme mali odpocitat.

Kolko to teda trva?

Chvilka napéitia — upravim, skompilujem, spustim. . .

Vysledok: 5—6 nanosekind.

Coze??? OK, koniec. Stacilo. Na toto nemam nervy.

<< " nanoseconds\n";



268 Ako sprdvne benchmarkovat

27.2 Nula celych nula celych nula nula

Asi sa zhodneme, 7e najlepsie bude pouzit presné stopky a merat celkovy cas
miliéon opakovani, nie kazdu iteraciu jednotlivo. Lenze tymto sposobom sme
namerali, Ze vyhladdvanie ndhodnej hodnoty value = map.find(dist(rng))
trvd 5-6 nanosekind, zatial€o iba samotné generovanie ndhodného ¢isla dist (rng)
trvd 5-6 nanosekind. Z toho vyplyva, ze samotna funkcia find trva 0 nano-
sekiind, ¢o je — s dovolenim — zjavna blbost. Ako je to mozné?

Nastal ¢as zavitat sa trochu hlbsie. Ak chceme pochopit, ¢o sa deje, podme
si pozrief, ¢o vlastne meriame. Pozrieme sa na vygenerovany kéd v assembleri.

Jedna moznost je vypytat si vystup priamo z kompildtora:

g++ bench.cpp -03 -S -o bench.asm

alebo, o ¢osi prijemnejsia moznost: pouzit online nastroj Compiler Explorer!,
kde skopirujeme svoj kéd, zvolime verziu kompildtora a tiroven optimalizacii a
hned vedla v redlnom éase uvidime vygenerovany assembler. Tento nastroj sa
navyse snazi farebne vyznagit ¢asti C++ kédu a zodpovedajiice ¢asti assemble-
rového vystupu, vd'aka omu sa budeme vediet lepsie orientovat v kéde.

Netreba rozumiet vsetkému, ¢o sa na tirovni assembleru deje, ale v§imnime
si aspon riadky call, ktoré reprezentuji volanie nejakej funkcie.

Hmmmm, ¢o tam nédjdeme?

Napriklad funkciu std::__detail::_Prime_rehash_policy::_M_need_rehash
— t4 sa vold, ked sa hes-tabulka preplni a potrebuje zvicsit. Dalej tam vidime
std: :chrono::_V2::system_clock: :now — to sui nase stopky.

Medzi dvoma volaniami system_clock: :now je dlhoc¢izny nazov, ktory ob-
sahuje uniform_int_distribution a mersenne_twister_engine — to bude ge-
nerator ndhodnych éisel. Cast kédu, ktord vykond nase meranie vyzers takto:

call std::chrono::_V2::system_clock: :now()
mov rl2, rax
.L61:
Xor esi, esi
mov edx, 1000000
mov rdi, rbp
call int std::uniform_int_distribution<int>::...
sub ebx, 1
jne .L61
call std::chrono::_V2::system_clock: :now()

Riadok .L64: definuje navestie — zaciatok cyklu. V registri ebx je pocet
opakovani, ktoré ostdvaji. Na konci cyklu sub ebx, 1 zmensi poc¢itadlo o jedna
a jne .L64 znamend: ak eSte nie sme na nule, ska¢ spaf na zaéiatok cyklu.

Moment. .. a kde je funkcia £ind?

Ldostupny na stranke https://godbolt.org/
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Ni¢ také tam nie je.
Ale ako je to mozné?

Nuz, je to jednoduché, mily Watson, kompildtor toto volanie jednoducho
,odoptimalizoval “ — inymi slovami vymazal, vyhodil, vySmaril pre¢. Kompilator
totiz nevie, Ze chceme meratf ¢as, ktory trva funkcia find. Pozrel sa na nis
program, vsimol si, ze hodnotu value nikde nepouzivame, a preto usudil, ze je
zbytoéné ju vobec pocitat.

V tom je kompildtor velmi ,,ndpomocny“: vytvoril pre nds program, ktory
je ekvivalentny (pretoze ni¢ nerob{) — ale ni¢ nerobi ovela rychlejsie

Mozno ste teraz zméteni a vravite si:

No dobre, ale ako to, ze kompilator neodoptimalizoval tplne vsetko?
Nac¢o potom generuje ndhodné ¢isla? A naco vobec vytvédra tu hes-
tabulku, ked’ ju — podla vietkého — vobec nepouzivame?

Velmi dobré otézka. Cast odpovede je, Ze kompildtor nemébze vietko odopti-
malizovat, aj keby chcel, pretoze nemoze zmenif chovanie programu. Napriklad
vytvéranie hes-tabulky alokuje pamit a to moze zlyhat (napriklad ak by bola
pamiit plnd). Takéto zlyhanie je pozorovatelny vedlajsi efekt — program, ktory
by alokéciu preskocil, by sa spraval inak (nikdy by nezlyhal). A preto optima-
lizator neméa pravo celd tabulku zahodit.

Taktiez vypisanie vysledku na obrazovku je pomerne viditelny efekt, ktory
nemoze kompilator odstranit.

Druh4 éast odpovede asi bude, Ze kompildtor nie je aZ taky chytry a najmaé,
ak nejaki funkciu neinlinuje, nevidi, ¢o sa deje vo ,,vnutri“. Funkcia, ktora ge-
neruje nahodné ¢isla meni vnttorny stav generatora, ¢ita a zapisuje do paméte.
Kompildtor, si ju zrejme netrifne len tak vyhodit.

Spit k meraniu ¢asu: Ako zabezpe&ime, aby ndm kompildtor nasu funkciu
neodoptimalizoval?

Jednoduché riesenie je vysledok funkcie proste pouzit. Napriklad v nasom
pripade mézeme spocitat, kolkokrat sme hladany prvok v hes-tabulke nagli a na
konci tento pocet vypisat na obrazovku. Potom uz kompildtor nebude moct nié
vymazat — ak by to urobil, zmenil by spravanie programu. Namiesto pévodného
prikazu

auto value = map.find(dist(rng));
pouzijeme
value += map.find(dist(rng)) !'= map.end();

A voila, 70-90 nanosekind — kone¢ne ¢as, ktory sa aspon trochu podoba rea-
lite. Pre istotu si este skontrolujeme assembler. .. Volanie instrukcie call find
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tam sice stale nie je, ale to preto, ze funkcia bola inlinovand — kompilator dosadil
jej kéd priamo do cyklu.

Mimochodom, toto je ta ,spravna‘“ verzia, ktord stopuje cely cyklus od
zaciatku do konca. Podla verzie, ktord neustale stldca stopky a snazi sa meraf
kazdé jedno hladanie zvlast, je to 360480 nanosekund. To je ukazkovy priklad,
ako zlé meranie dokdze vysledok “nafiknut” mniekolkondsobne, hoci samotny
algoritmus ostdva uplne rovnaky.

Druhé moznost, ako zabranit optimalizécii je pouzit funkciu DoNotOptimize
z kniznice Google Benchmark. Tato funkcia povie kompildtoru, ze vysledok
opericie sa modze hocikedy pouzif mimo aktudlneho kédu, a preto ho nesmie
vyhodit ani prestivat.

Podobné moznosti existuju aj v inych jazykoch.

Napriklad v Jave (v kniznici Java Microbenchmark Harness) existuje Specidlna
trieda Blackhole, ktora poskytuje metédu blackhole.consume (value). Tato
metoda hodnotu ,,skonzumuje®, ale zadrovein JIT kompildtoru neprezradi, ¢i je
d’alej potrebn4 alebo nie. Tymto spdsobom JVM zabezpeéi, Ze kéd sa neodop-
timalizuje prec.

Rust mé zase funkciu black_box. Tato funkcia sa sprava ako identita — jed-
noducho vrati svoj vstup — ale snazi sa kompildtoru naznacit, aby bol maximalne
pesimisticky, pokial ide o jej spravanie. V praxi to znamena dve veci: 1. kom-
pildtor by mal predpokladat, Ze funkcia black_box svoj vstup naozaj potrebuje
a preto ho musi vyhodnotit a 2. kompildtor by zarovein nemal predpokladat nié
o tom, ¢o funkcia black_box vracia ako vysledok.

Tu je priklad priamo z dokumentacie black_box:

use std::hint::black_box;

fn contains(haystack: &[&str], needle: &str) -> bool {
haystack.iter().any(|x| x == &needle)

3

pub fn benchmark() {
let haystack = vec!["abc", "def", "ghi", "jk1", "mno"];
let needle = "ghi";
for _ in 0..1_000_000 {
black_box(contains(
black_box(&haystack),
black_box(needle),
));

Vsimnite si, ze funkcia black_box je tu pouzitd az trikrat. Ak by sme ju
nepouzili vobec, kompildtor méze spravit napriklad tieto optimalizacie:
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e ked’Ze vstupy funkcie contains sa nemenia a je to &ist4 funkcia bez vedlajsich
efektov, vysledok staci vypocitat raz, este pred zaciatkom cyklu,

e ostane nam prazdny cyklus, ktory sa moze tiplne zmazat,

e vstupy funkcie st konstantné, kompildtor moze funkciu inlinovat a po-
stupne zjednodusovat, az zisti, Ze vysledok je vidy true — celd funkciu
nahradi konstantou

e a kedZe vysledok sa vobec nepouziva, moze pokojne zmazat aj celd funkciu
benchmark.

Ak by sme pouzili black_box iba na vysledok, kompilator stdle moze optima-
lizovat vnitro funkcie a zisti, Ze black_box(contains (&haystack, needle))
je to isté ako black_box(true).

Ak by sme pridali black_box aj na vstup needle, teda

black_box(contains(&haystack, black_box(needle)))

kompildtor uz nedokéze tiplne odoptimalizovat celi funkciu.
Stale ju vsak moze

e inlinovat,
e dosadit konstanty za haystack,

e cyklus, ktory vo vieobecnosti méze prechidzat Iubovolne dlhé pole, odro-
lovat a postupne vyskusat, ¢i je needle jedna z piatich zndmych hodnot
v haystacku,

e aj samotné porovnivanie stringov moéze §pecidlne zoptimalizovat, pretoze
neporovnavame lubovolne dlhé refazce, ale pat 3-znakovych literalov.

Dostaneme tak program, ktory je rychlejsi, pretoze vie nieco Specidlne o vstu-
poch.

Na tomto priklade vidime d'alie, este zdkernejsie sposoby, ako sa pri merani
mozeme popalif — ak nameriame, Ze nasa funkcia trva nulovy éas, asi n4m dopne,
ze nie¢o nie je v poriadku. Ak vSak kompilator zoptimalizuje nds benchmark
iba ¢iastocne, pretoze predpoklada ¢osi Specidlne o vstupoch, Sanca, Ze na to
prideme je ovela mensia.

Thto éast zakonéime este jednym prikladom, ktory sa skutoéne stal. Ulohou
bolo odmeraf zvl4st cas tispesnych hladani vs. éas netispesnych hladani. Tieto
¢asy sa mozu dost 1isit (samozrejme, aj v zavislosti od zaplnenosti tabulky),
ked'ze pri chybajicom prvku musime preverit vSetky mozné miesta, kde by sa
mohol nachidzat, zatialéo pri tspesnom hladani éast mozeme skonéit skor.

Ako na to?

Jeden napad je proste generovat nahodné é&isla, kym nendjdeme také, ktoré
sa v heSmape nenachddza a zmeraf len tieto pripady:
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for (int i = 0; 1 < N; ++i) {
do { key = dist(rng); } while (map.find(key) != map.end());
auto start = high_resolution_clock: :now();
auto value += map.find(key) != map.end();
auto end = high resolution_clock: :now();
duration += duration_cast<nanoseconds>(end - start);

Vidite tu nejaky problém? (Okrem toho, Ze zase meriame mriiavé ¢asy zvI4st,
¢o je zle.)

Nuz, ak kompilator vie, ze find je ¢ista funkcia v zmysle: na rovnakom
vstupe dd vidy rovnaky vysledok a nemd Ziadne vedlajsie efekty, potom si
dokéZe odvodit, Ze vyraz map.find(key) '= map.end() bude vZdy nepravdivy
(iba vtedy skoné¢i while-cyklus vyssie). Inymi slovami, vyraz, ktory sa snazime
zmerat, nemusi vobec znovu poéitat, pretoze ho raz uz vypoéital a vysledok
bude rovnaky.

Na&s program je ekvivalentny tomuto:

for (int i = 0; 1 < N; ++i) {
auto result;
do {
key = dist(rng);
result = map.find(key) != map.end();
} while (result == true);
auto start = high_resolution_clock::now();
auto value += result; // vzdy false, teda O
auto end = high_resolution_clock: :now();
duration += duration_cast<nanoseconds>(end - start);

Ovela lepsie je vygenerovat si vietky vstupy predom, alebo, ovela jedno-
duchsie, napriklad vlozit do mapy iba parne &isla a testovat neparne. Nekonecne
inteligentny kompildtor by aj toto dokézal prekuknit, ale eSte tam nie sme. Ak
si chcete byt isty, radsej pouzivajte funkcie ako DoNotOptimize, black_box,
Blackhole.consume.

Ako vidime, niekedy vie byf aj ,,oby¢ajné meranie“ rychlosti pomerne zaludn4
zélezitost a treba si dat pozor na to, éo véetko kompildtor dokédze optimalizovat.
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