LCA a RMQ

V tejto kapitole sa budeme venovat dvom na prvy pohlad tplne odlisnym a
nesuivisiacim algoritmickym problémom, ktoré sa nam zisli pri rieSeni tloh na
sufixovych stromoch.

Prvy z nich je LCA — Lowest Common Ancestor, teda najniz§i spolo¢ny
predok. Uloha znie nasledovne: Mame dopredu dany koreiiovy strom, v ktorom
sa vrcholy nemenia. Mame tieZ ¢as na jeho predspracovanie, teda mézeme si
pripravit datové struktary a pomocné informécie. Nasledne budeme opakovane
dostavat dotazy, v ktorych dostaneme vzdy dvojicu vrcholov a naSou tlohou
bude ¢o najrychlejsie najst ich najnizgieho spolo¢ného predka. Ako napoveda uz
nézov, najnizsi spolo¢ny predok je taky vrchol v strome, ktory je predkom oboch
vrcholov a zaroven sa nachadza najhlbgie (teda najblizgie k tymto vrcholom).

Druhy problém, ktorému sa budeme venovat, je RMQ — Range Minimum
Query, teda dotazy na minimum v rozsahu. V tomto pripade mame dané pole
¢isel A[0...n — 1] a cielom je opakovane zodpovedat dotazy typu: ,Kde sa
nachéadza najmensSia hodnota v poli medzi indexmi 4 a j7* Inymi slovami: ,,N4jdi,
kde je minimum v tseku Afi ... j].* Rovnako ako pri LCA, aj tu predpokladame,
7e pole sa nemeni (je statické), a e mame ¢as na predspracovanie udajov. Po
nom nasleduju dotazy, ktoré chceme zodpovedat ¢o najrychlejsie.

Ako by ste takéto tlohy riesili?

Jednoduché rieSenia

Postupne sa pozrime na niekolko zakladnych, ¢oraz lepsich rieSeni, pricom bu-
deme porovnavat ¢as zodpovedania dotazu, pamétova naro¢nost a ¢as predspra-
covania.

Za¢nime problémom RMQ.

RMQ #1. Ziadne predspracovanie: Najjednoduchsi pristup je nerobit ni¢
navySe. Pre kazdy dotaz RMQ(%, j) jednoducho prejdeme celé pole medzi ¢ a j
a najdeme minimum.

Cas na dotaz  Pamiif Predspracovanie

O(n) O(n) Ziadne

RMQ #2. Predpocitame vsetko: Dalsia moznost je predpocitat si mini-
mum pre kaZdi mozni dvojicu indexov (i, j) a ulozit si ho do tabulky. Potom
mozeme kazdy dotaz na RMQ zodpovedat v konStantnom ¢ase jednoduchym
pohladom do tabulky.

Cas na dotaz Pamit  Predspracovanie

o(1) O(n?) O(n?)



RMQ #3. Intervalovy strom: Nad polom si zostrojime binarny strom
(kazdy vrchol bude zodpovedat nejakému intervalu pod nim). Pre kazdy vr-
chol spoc¢itame minimum z jeho dvoch synov (Tavy a pravy syn zodpoveda prvej
a druhej polovici intervalu), tym padom bude mat kazdy vrchol predpoéitané
minimum z intervalu pod nim. Ked budeme chciet n4jst minimum z intervalu
(4,4), odpoved poskladame z najviac O(logn) podstromov, ktoré dokopy po-
kryvaja cely interval.

Cas na dotaz Pamit Predspracovanie
O(logn) O(n) O(n)

Da sa to lepsie?
Oddychnime si a pozrime sa na LCA. Prvé dva napady pre RMQ funguju
aj pre LCA:

LCA #1. Ziadne predspracovanie: Pre kazdy dotaz LCA (u, v) jednoducho
prejdeme a zapiSeme si cestu od u aj od v ku korenu. Potom tieto cesty prejdeme
v opacnom smere od koreha k u/v; obe cesty najskor zac¢inaja spolo¢ne no a my
potrebujeme najst prvé miesto, kde sa odpoja.

Druha moznost je, 7e si predpoéitame hibku kazdého vrcholu. Pri otazke na
LCA (u, v) najskor dorovname hibky (toho, kto je hlbsie, posunieme po rodi¢och
vyssie, kym sa nedostane na rovnakt uroven) a nasledne oboch postupne na-
raz posivame smerom nahor, kym sa nestretna (prvy spolo¢ny vrchol je prave

LCA).

Cas na dotaz Pamét  Predspracovanie
O(h), kde h je vyska  O(n)  Zziadne, resp. O(n)
stromu, najviac O(n)

LCA #2. Predpocéitame vSetko: Pre kazda dvojicu vrcholov u a v si spoci-
tame vysledok a ulozime do tabulky. Kazdy dotaz potom vieme vyriesit jednym
pohladom do tabulky. (Skuste si rozmysliet, ako tato tabulku spocitat efek-
tivne.)

Cas na dotaz  Pamit Predspracovanie

o) O(n?) O(n?)

OK. Vedeli by sme néjst riesenie, ktoré ma ¢as lepsi ako linedrny a pamét
lepsiu ako kvadraticka?

Hint: Binarne vyhladavanie.

Hint #2: Predstavme si, Ze nasim prvym krokom bude vyrovnat hibky oboch
vrcholov. To znamena, Ze hlbSie poloZeny vrchol ,yvystupa“ po strome nahor,
kym sa nedostane na rovnaku troven ako ten druhy. Ako sa to da lepsie ako v
linearnom ¢ase a zaroven lepsie ako s kvadratickou pamétou?



LCA #3 Binarny rebrik. Myslienka je nasledovna: Predpokladajme, Ze
vrcholy uz mame dorovnané na rovnakej trovni a predstavme si, Ze si pod
seba napiSeme obe cesty od vrcholov smerom ku korenu — napiSeme si zoznam
predkov, krok za krokom, aZ po koreli. Ako najdeme miesto, kde sa tieto dve
cesty prvykrat ,zbehna*?

Jednoducho, pomocou binarneho vyhladévania: Pozrieme sa do stredu tychto
ciest.

e Ak st v tomto bode predkovia rovnaki, vieme, ze LCA je v tejto vyske
alebo este nizgie (blizsie k vrcholom) — LCA treba hladat v prvej polovici.

e Ak si predkovia rozdielni, znamené to, Ze k zhodnému predkovi sme sa
eSte nedostali, a LCA musi byt vyssie v strome — LCA trbea hladat v
druhej polovici.

Takymto sposobom dokaZeme v logaritmickom pocte krokov najst najnizsi bod,
kde sa obe cesty spajaju.

Ostéava eSte vyriesit dve otazky: Ako dorovnat vysky vrcholov, aby sme mohli
hlfadat LCA v synchronizovanych trovniach? A ako sa pri binarnom vyhlada-
vani pozriet do stredu? Postupovat zakazdym krok po kroku by bolo pomalé.
Potrebujeme mat moznost ,skakat* rychlejsie — nie po jednom, ale po vadsich
skokoch.

RieSenim je predpocitat si pre kazdy vrchol skoky o 1 predka, o 2 predkov,
04,08, 016, atd., skoky dlzky 2 pre kazda mocninu dvojky. Pre kazdy vrchol
v a kazdé k od 1 po lgn si ulozime

up[v][k] = predok vo vzdialenosti 2* od v.

(Tato technika sa nazyva binary lifting.)

Dorovnanie hibok potom dokézeme v logaritmickom ¢ase: Napriklad ak jeden
vrchol je v hibke 47 a druhy v hibke 68, potrebujeme druhym sko¢it o 21 vyssie,
¢o zvladneme jednoducho troma skokmi o 16 + 4 + 1.

Namiesto klasického binarneho vyhladévania, ktoré sa pozera vzdy do stredu
pouzijeme variant, ktory sa zakazdym pozrie na najbliz§iu mensiu mocninu
dvojky. Takto sa cely dotaz LCA da vyriesit v ¢ase O(logn), pri¢om pred-
spracovanie trva O(nlogn) a zabera rovnaké mnozstvo paméte.

Cas na dotaz Pamét Predspracovanie
O(logn) O(nlogn) O(nlogn)

Hmmm. .. sice sme dorovnali tretie rieSenie RMQ (logaritmicky ¢as), ale
pamét a predspracovanie je horsie! D4 sa to lepsie?

RMQ — este lepsSie rieSenie

Spat ku RMQ. V predchadzajicej ¢asti sme si ukézali viacero rieSeni — od na-
ivného linearneho po logaritmické s intervalovym stromom. Zaujimavé vsak je,
ze vSetky doterajSie rieSenia st ovela vSeobecnejSie, nez by sa na prvy pohlad



mohlo zdat. NevyuZili sme pritom Ziadnu $pecidlnu viastnost operdcie minimum!
Kazdy z uvedenych pristupov by tuplne rovnako fungoval aj pre iné operacie, na-
priklad:

e vypocet suctu alebo sucinu prvkov v intervale,
e bitové operacie ako AND, OR, XOR,
e dokonca aj pre zlozitejsie struktary ako:

— matice, kde v intervale poé¢itame sacin matic (napr. na lavo asoci-
ovany),

— alebo funkcie X — X reprezentované tabulkou, pri¢om chceme pos-
kladat funkcie v intervale ((f o g)(z) = g(f(x))).

Nage doterajsie rieSenia funguju pre l'ubovolnu asociativnu operéciu, pre fana-
sikov algebry: pre Tubovolny monoid. Nevyuzivaju ziadnu $pecidlnu vlastnost
minima.

Mozeme si teda polozit otézku: Co ak nds zaujima konkrétne prdve mini-
mum? Existuju efektivnejsie rieSenia ktoré naplno vyuzivaju vlastnosti operécie
min? A ¢m je vlastne minimum Specialne?

NuZ, operacia min mé hned niekolko prijemnych vlastnosti. Je asociativna
(nezalezi na zatvorkach), komutativna (nezalezi na poradi) a okrem toho méa
eSte jednu tajna zbran:

min(z,z) = z pre kazdé x.

V preklade: ak aj nejaky prvok zapocitame viackrat, vysledné minimum sa ne-
zmeni! Ak by ste chceli machrovat v kréme (alebo na skuske), tak tato vlastnost
sa vola idempotencia.

V tretom rieSeni, kde sme pouzili intervalovy strom, sme cely interval rozlo-
7ili na niekolko disjunktnych podintervalov (vzdy s dlzkami, ktoré st mocninami
dvojky). Pre tieto podintervaly sme mali uz vypoé&itant odpoved a stacilo jed-
notlivé medzivysledky skombinovat. V najhorSsom pripade vSak bolo potrebnych
a7z O(logn) podintervalov — prave preto, Ze boli disjunktné a museli pokryvat
cely rozsah presne.

Pri operacii minimum méame vyhodu: méZeme pouzit aj intervaly, ktoré sa
prekryvaju (vysledok to nezmeni).

RMQ #4 Riedka tabulka. Myslienka rieSenia je prekvapivo jednoducha:
predpoditame si minimé pre vietky intervaly, ktorych dizka je mocninou dvojky.
Konkrétne pre kazda za¢iatoénu poziciu i € [0...n) a pre kazdé k od 0 po lgn
si spocitame
MI[K][i] = min A[i...i+ 2% —1].

Finta spoéiva v tom, Ze kaZdy interval [i, j] (dlzky ¢ = j —i+1) vieme pokryft
len dvoma intervalmi dlzky 2*. Ako to funguje? Najskor si najdeme najviacsiu
mocninu dvojky, ktora sa eSte do nasho intervalu zmesti:

28 <0 teda k= |lg/].



Hodnota 2% je uréite aspoii polovica dlzky intervalu, £/2 < k < ¢, takze cely
interval pokryjeme jednym intervalom, ktory zaéina na i (Afi...i +2F —1]) a
jednym, ktory konéi na j (A[j — 28 +1...5]).

f V\a\\‘!uii‘éb\ mocnina A Je nayviae L c\le aspoi L/2 N
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nterval Jll‘éky L

Vysledok spocitame ako
RMQ(4, j) = min(M{[k][i], M[K][j — 2" + 1)).

Poznamka k implementacii: hodnotu k& prosim vés nepocitajte pomocou mate-
matickej funkcie logaritmus. Pocitace prirodzene pracuju v dvojkovej sustave a
vdaka tomu mozeme ziskat k ovela efektivnejsie ako poziciu najvyssieho jed-
notkového bitu. Moderné procesory maji na tento ucel Specidlnu inStrukciu s
nazvom CLZ (Count Leading Zeros), ktora vrati pocet nul na zac¢iatku binarneho
zépisu &isla. Hodnotu k = [lg £| dostaneme ako k = dlzka registra— 1 — CLZ(¥).

Cas na dotaz Pamat Predspracovanie
0(1) O(nlogn) O(nlogn)

Super — podarilo sa ndm vyriesit problém RMQ v konStantnom case a za-
platili sme za to len ,trochu horsou”* pamétovou zlozitostou O(nlogn). Dobra
sprava: Vyhrali sme, zjavne lepsi ako konStantny ¢as uz dosiahnut nevieme. ZI14
sprava: LenZe teoreticky by sa stale mohla dat zlepSit pamét. A tak ostava v
pozadi tryzniva otazka: D4 sa to lepsie?

RMQ #5. Delenie na bloky. Tu je jeden prakticky napad, ak nam zalezi
na uspornejsom vyuziti pamite a zaroveii nepotrebujeme tplne najrychlejsie
dotazy. MoZzeme urobit rozumny kompromis a ziskat lepsiu pamét za cenu tro-
chu horsieho ¢asu: Pole velkosti n si rozdelime na bloky velkosti ¢ (povedzme
t = 10). Dostaneme tak n/t blokov. Z kazdého bloku spoc¢itame minimum a zo-
strojime nové, t-krat mensie pole tychto minim. Na toto mensie pole aplikujeme
predchédzajice rieSenie — budeme tak vediet v konstantnom case odpovedat na
RMQ dotazy medzi celymi blokmi.

A ¢o s intervalmi, ktoré zasahuju ¢iastnoéne do vnutra blokov? V konstant-
nom ¢ase najdeme minimum mensieho intervalu zarovnaného na bloky, a zvysné
kuasky na zac¢iatku a na konci intervalu (najviac 2t prvkov) jednoducho prejdeme
naivne v linedrnom case.



___—— spoiitame naivne v linedrnom dase —o_

dotaz na mengie pole minfm blokov
v | - spoftame v konftantnom Zase |
[ |
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dotaz

Celkovy ¢as je O(t), na druhej strane pamétova narocnost je t-krat mensia.
Jeden extrém je volba t = 1, €o je v podstate to isté ako rieSenie s riedkou
tabulkou s asom O(1) a pamitou O(nlogn)). Opacny extrém st bloky dlzky
logn — ¢as narastie na O(logn), ale paméit klesne na linearnu. Dostavame tak
alternativne, uplne nové rieSenie, ktoré ma rovnaku zlozitost ako intervalové
stromy. AvSak mozeme si zvolit aj Tubovolné ¢ ,medzi tym“, podla toho, &
chceme lepsi Cas alebo lepsSiu pamét. Dostavame tak celé spektrum rieSeni a tzv.
trade-off (nie¢o za nie¢o) medzi ¢asom a paméitou. Napriklad pre ¢t = y/logn

bude ¢as O(y/logn) a pamit O(n+/logn).

Rekapitulacia. Skusme si zrekapitulovat, kde sme a ¢o uZz vieme. RieSenia,
ktoré sme zatial vymysleli s v tabulke niZsie:

RieSenia RMQ Cas na dotaz Pamit Predspracovanie
#1 bez predspracovania O(n) O(n) Ziadne
#2 vietko predpocitané 0(1) O(n?) O(n?)

#3 intervalovy strom O(logn) O(n) O(n)

#4 riedka tabulka O(1) O(nlogn) O(nlogn)
#5 delenie na bloky O(t) O(nlogn/t) O(nlogn/t)
napr. pre t = \/logn O(y/logn) O(n+/logn) O(n+/logn)

Riesenia LCA Cas na dotaz Pamitf Predspracovanie
#1 bez predspracovania O(n) O(n) ziadne
#2 v8etko predpocitané o(1) O(n?) O(n?)
#3 binarny rebrik O(logn) O(n) O(n)

Vztah LCA a RMQ

7 doterajsieho vyvoja by sa mohlo zdat, ze problém RMQ je jednoduchsi ako
LCA. Ved pri RMQ pracujeme len s oby¢ajnym polom d&isel, zatial ¢o pri LCA
rieSime dotazy na predkov v stromovej Struktire, ¢o uz na prvy pohlad vyzera
zlozitejSie. A naozaj, pre RMQ sme nasli ovela efektivnejsie algoritmy: O(1)
¢as, O(nlogn) pamét alebo O(logn) ¢as, O(n) pamét, zatial¢o nase doteraz
najlepsie rieSenie LCA s binarnym rebrikom méa O(logn) ¢as a O(nlogn) paméit
a celé posobi o Cosi ,komplikovanejsie”“ ako riesenia RMQ.



Navyse, netrpezlivym ¢itatelom uz mozno vita v hlave otazka: ,,Preco sa vo-
bec obom problémom venujeme v jednej kapitole? Ved spolu vobec nesivisia. . .

No tu prichddza prekvapenie: LCA a RMQ st ovela uZz8ie spité, nez sa na
prvy pohlad zda. UkaZzeme si, Ze oba problémy st algoritmicky ekvivalentné —
teda rovnako ,,tazké* (alebo ak chcete: rovnako ,,lahké”) a jeden vieme efektivne
vyriesit pomocou druhého.

Redukcia LCA na RMQ

Predstavme si, Ze mame dany strom z tlohy LCA a naSou tlohou je opakovane
odpovedat na dotazy typu: ,Najdi najnizsieho spolo¢ného predka vrcholov u
a v.“ UkaZeme si, ze takito ulohu vieme pretransformovat na problém RMQ.
Cielom tejto Gasti bude ukazat, ako zo stromu ,yvyrobit* pole, a ako dotazy typu
LCA v tomto strome prelozit na dotazy RMQ, vd'aka ktorym uZ potom najdeme
LCA jednoducho a efektivne. Predstavme si, Ze niekto za nas uz problém RMQ
vyriegil. My rieSime LCA, ale v naSom rieSeni mozeme pokojne pouzit ,kniznicu
na RMQ* ako ¢ernu krabicku.

Ako na to? Strom ,rozvinieme do pol'a“ pomocou tzv. Eulerovského prechodu
okolo stromu (pozri priklad na obrazku) — ide o modifikované prehladavanie
do hibky, pricom pri kazdej naviteve vrcholu si zapiSeme jeho hlbku. Okrem
toho si spravime dve tabulky, ktoré naAm umoZnia prevadzat medzi vrcholmi
a poziciami v tomto poli: pre kazdu poziciu v poli hibok si poznacime wvrchol,
ktorému zodpovedé a naopak, pre kazdy vrchol si ulozime poziciu v poli hibok,
ked sme vrchol prugkrdt navstivili. VSimnite si, Ze vrcholy moéZeme navstivit
viackrat, napriklad z korena 1 vojdeme do 2, zideme do 4, vratime sa spét do
2, a cez 2 prejdeme eSte raz po tom, ¢o prejdeme cez podstrom 5 8 9.

Pozfcio\/(arvy
vgskyt vreholu: 1 2 3 4 5 6 78 9
N

weholh 1 2 425 859521363731
Weka: 01 2 1 2323210121210
—F— |

Pole hibok si predspracujeme na hl'adanie RMQ. Ako teraz najdeme LCA



dvoch vrcholov? Pre vrcholy u, v plati:

LCA(u,v) = vrchol[RMQ(pozicia u, pozicia v)]
hibok

alebo slovne: najskor premenime vrcholy na pozicie v poli hibok. Potom spodi-
tame RMQ na tomto intervale (pozor: potrebujeme poziciu minima, nie len jeho
hodnotu) a nakoniec tato poziciu prevedieme naspét na zodpovedajuci vrchol,

Ukazme si to na dvoch prikladoch: LCA(4,9) a LCA(8,6). V prvom priklade
(pozri obr. vlavo) sa vrcholy 4 a 9 nachadzaju prvykrat na poziciach 2 a 7.
Vs&imnite si, Ze tento interval zodpoveda presne ¢asti Eulerovského tahu medzi 4
a 9 a obsahuje hibky vrcholov, ktoré sme medzi tym navitivili. Z nich najmensiu
hibku 1 (index 3) ma vrchol &islo 2, ¢o je naozaj LCA(4,9). V druhom priklade
(pozri obr. vpravo) sa vrcholy 8 a 6 nachadzaju na poziciach 5 a 12 a tento
interval zodpoveda ¢asti Eulerovského tahu medzi 8 a 6. Najvyssi vrchol, ktory
po ceste navstivime, je koreni 1.

Pozfcia/P\’v‘i
viskyt vreholw: 1 2 3 4 5 6 7 8 9

vrchol: 1 2 4 5859 2
hibka: 0 1.2 23 2 3 1
— "

Sktste si rozmysliet, Ze celt redukciu (v ramci predspracovania) zvladneme
v linedrnom ¢ase. (Vstup sa nam pritom trochu nafukne, ale iba trochu — aka je
dlzka Eulerovského fahu?)

Skvelé! Vdaka tejto redukcii uz vieme aj LCA rieSit v kon§tantnom case a
O(nlogn) paméti! Sta¢i LCA tranformovat na RMQ a na RMQ pouZit rieSenie
s riedkou tabulkou a predpoéitanymi intervalmi dlzky mocnin dvoch.

Redukcia RMQ na LCA

Teraz sa mozeme pozriet na opa¢ny smer redukcie: ako previest problém RMQ

na problém LCA. Mame pole ¢isel a chceme odpovedat na dotazy typu RMQ

(minimum v intervale). Ako to prevedieme na dotaz typu LCA v strome?
Pouzijeme tzv. kartézsky strom — je to binarny strom, ktory:



e reSpektuje inorder poradie — ak prvky vypiSeme v inorder poradi (lavy
podstrom — korefi — pravy podstrom), dostaneme povodné pole

e a zaroveil splia vlastnost min-haldy: kazdy vrchol ma mensiu hodnotu ako
jeho deti.

Ak st vietky hodnoty v poli rozne, potom je kartézsky strom nad tymto polom
jednoznac¢ne urceny:

e minimum pola musi byt korefi,

e lavy podstrom sa skonstruuje rekurzivne z prvkov, ktoré lezia nalavo od
minima a

e pravy podstrom sa skonStruuje z prvkov, napravo od minima.

V pripade, Ze sa v poli nachédzaju opakujice sa hodnoty, strom uz nie je jed-
noznacne urceny, ale stale plati, ze niektory prvok s minimalnou hodnotou musi
byt v koreni a zvySok sa skonstruuje rekurzivne (pozri priklad na obrazku).

21413 413 25

K tomuto stromu opét pripravime dve pomocné tabulky, ktoré ndm umoznia
prevadzat medzi poziciami v poli a vrcholmi v strome.

TODO: preco to funguje

TODO: linearna konstrukcia

Optimalne rieSenie: konStantny ¢as a linearna pamét

Doteraz sme si ukazali mnoho pristupov k problému RMQ, pri¢om najrychlejsi
v konstantnom ¢ase potreboval pamét O(nlogn). Od toho momentu nas trapi
otazka: Dd sa dosiahnut este lepsi algoritmus — konsStantny cas a iba linedrna
pamdat?

Odpoved je prekvapivo ano. A cesta k nemu je eSte prekvapivejsia a zdanlivo
tplne nelogicka:

RMQ nagskor zredukujeme na LCA a potom naspdt na RMQ.
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(Prosim?!) Ano, éitate spravne: pole, na ktorom chceme riegit RMQ, najskor
transformujeme na kartézsky strom a tilohu premenime na LCA. Nésledne spra-
vime Eulerovsky prechod tohto stromu, vdaka ¢omu vznikne tplne nové pole
(pole hibok), pricom RMQ pévodného pola vieme riesif pomocou RMQ zodpo-
vedajucich intervalov v novom poli.

Znie to ako Sialenstvo, pretoze sme prave ilohu RMQ pretransformovali na
ini dlohu RMQ — a eSte k tomu na vic¢Som poli. Namiesto toho, aby sme si
pomohli, sme si zdalo by sa pridali pracu. Vratili sme sa tam, odkial sme prisli,
len s va¢sim vstupom.

A predsa je tu jeden podstatny detail: nové pole méa vel'mi $pecificka $truk-
taru, kedZe vzniklo z Eulerovského prechodu binarneho stromu:

hodnoty zodpovedajta hibkam vrcholov, tzn., Ze st to celé &sla od 0 po n,

pole zaéina nulou a kon¢i nulou, pretoze Eulerovsky prechod sa zacina a
kon¢i v koreni, ktory ma hlbku 0,

Kazdé dva susedné prvky sa lisia presne o +1, kedZe pri pohybe stromom
bud zostupujeme o troveii nizsie (hibka +1), alebo sa vraciame sp#t nahor
(hibka —1).

Zatial¢o povodné pole mohlo obsahovat Tubovolne velké, aj redlne, aj za-
porné hodnoty, nové pole uz obsahuje iba prvky od 0 po n. Zatial¢o v p6vodnom
poli sa susedné prvky mohli li§it neobmedzene, v novom poli sa liSia vZdy o 1.
Tato redukovana tuloha sa preto nazyva tiez RMQ=+1.

Optimalne rieSenie RMQ=+1 zacina podobne ako rieSenie #5 rozdelenim ce-
lého pola na bloky dizky zhruba logn. Z kazdého bloku spo&itame minimum a
tieto minima ulozime do pola B, ktoré mé dizku priblizne n/logn. Na pole B
aplikujeme rieSenie s riedkou tabulkou, ktoré sice pouziva O(nlogn) paméte, ale
teraz pracuje na log n-krat menSom poli, takze celkové predspracovanie zaberie

n
1 = .
0 (logn X ogn) O(n)

a odpovede na dotazy medzi celymi blokmi budd v konstantnom ¢ase. Rozdiel
oproti predchadzajicim rieSeniam je v tom, ako budeme riesit pre¢nievajuce
¢asti, ktoré zasahuju iba ¢iastnocne do vnitra blokov.

Postupnost hodnot v jednom bloku si mdZeme lepSie predstavit ako graf
hibok. Jeden blok méze vyzerat napriklad takto:

7
7N\ 7

NN T
N

Vg&imnite si, Ze ak nas zaujimaju iba minim4 v intervaloch v ramci jedného bloku,
nezalezi na tom, v akej hlbke blok za¢ina. Nezalez{ ani na tom, aké konkrétne
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hodnoty blok obsahuje. Zalezi len na tvare tejto krivky, nie na jej zvislej polohe.
Ak cely blok zvysime alebo zniZime o kontantu, pozicie minim v 'ubovolnom
intervale sa nezmenia. Kazdy blok moézeme bez straty informéacie normalizovat
tak, aby zac¢inal nulou.

Kol'ko existuje réznych blokov? V skuto¢nosti relativne malo. Blok dlzky
t vieme opisat ako postupnost krokov 1, | dizky t — 1 a teda celkovy pocet roz-
nych tvarov blokov je 2¢=1. Priklad: majme pole dizky jeden milién a rozdelime
ho na bloky dlzky 11 — takto ziskame zhruba 90-tisic blokov. Aviak ked sa po-
zrieme na pocet roznych tvarov blokov po normalizécii, zistime, Ze existuje iba
1024 rdznych tvarov! Medzi vyse 90 000 blokmi sa teda neustéle opakuje len 1024
roznych tvarov. Vdaka tomu si mézeme dovolit pre kazdy mozny tvar bloku vo-
pred predpocitat vietky mozné odpovede na vsetky RMQ dotazy v ramci tohto
bloku. Pre blok dlzky 11 existuje 11 x 12/2 = 66 moznych podintervalov, krat
1024 réznych tvarov — to je len zhruba 68-tisic hodnoét, ktoré si méZzeme pred-
pocitat. Zhruba 68-tisic hodnot je tplne zanedbatelné mnoZstvo v porovnani s
povodnym polom velkosti milion. Predpocitané hodnoty si ulozime do jednej
globalnej tabulky vdaka ktorej budeme vediet spoc¢itat minimum Tubovolného
intervalu v rdmci jedného bloku v konstantnom case.

Finalny algoritmus (Bender a Farach-Colton). Rozdelime pole na bloky
dlzky t = [$logn]. Vznikne tak priblizne 2n/logn blokov. Z kazdého bloku
spoditame minimum a tieto minima ulozime do pola B dlzky O(n/logn). Na
pole B aplikujeme rieSenie #4, riedku tabulku. Vysledkom je §truktira, ktora
dokdZe najst minimum medzi celymi blokmi v konstantnom ¢ase a linearnej
paméti.

Jednotlivé bloky znormalizujeme tak, aby za¢inali od nuly a zakédujeme ich
ako binarne retazce (napriklad 0 znamena klesanie a 1 stiipanie). Pocet vSetkych
moznych tvarov blokov je

2t—1 %2%10gn:n1/2:\/ﬁ.

Pocet moZznych podintervalov v jednom bloku je (;) = O(log® n). Pre kazdy tvar
bloku a kazdy podinterval si spo¢itame poziciu minima — dostaneme globalnu
tabul'ku velkosti O(v/n - log® n) = o(n).

___ spoiftame v konStantnom Sase —

_— z globélne] tabulky

/ dotaz na mengie pole minim blokov
| - spolitame v kontantnom Zase
y —1

(oo e+ | 770 T I 7777 ) o ds )

dotaz

Ako odpovedame na dotazy RMQ(¢,7)? Najskor interval [£,7] v povod-
nom poli transformujeme na zodpovedajuci interval [z, j] v poli RMQ=1, ktoré
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vzniklo Eulerovskym prechodom kartézskeho stromu. Ak cely interval [i, j] lezi
v ramci jedného bloku, predpocitanii odpoved pre dany tvar bloku a konkrétny
podinterval jednoducho najdeme v globalnej tabulke. V opa¢nom pripade si in-
terval rozdelime na tri Casti: kasok bloku na zadiatku (ak i neza¢ina presne na
hranici bloku), kusok bloku na konci (ak j nekonéi presne na hranici bloku) a
stredna ¢ast, ktora sa sklada iba z celych blokov. Na zac¢iatok a koniec pouZijeme
globalnu tabulku, kde najdeme prislusny tvar bloku a konkrétny podinterval,
na stred pouZijeme pole B a rieSenie s riedkou tabulkou. Tieto medzivysledky
porovname a vyberieme ten najmensi z nich. Tym ziskame poziciu minima v
poli RMQ=1 — ti eSte musime prelozit naspét na poziciu v pévodnom poli.

Kazdu z tychto ¢asti vyrieSime v konStantnom ¢ase — staéi sa pozriet na
spravne miesto v prislusnej tabulke, takZe cely dotaz zodpovieme v O(1). Navyse
celkova pamét je len linearna.



