Fibonacciho halda

V predchéadzajicej kapitole sme videli, Ze binomialna halda a jej leniva verzia
umoziuja velmi efektivne operacie spijania a vkladania. Otazka teda znie: D4
sa to lepSie? Vieme aj decrease-key urychlit na konstantny ¢as?

Na prvy pohlad to vyzera beznadejne: stromy mozu mat logaritmicki hibku,
takze ak chceme zniZzeny klIuc¢ ,prebublat® az do korehia, bude to trvat pomerne
dlho. Napriek tomu odpoved znie: 4no, da sa to.

Mohli by sme si hned ukazat finalne rieSenie, no bolo by to trochu neus-
pokojivé. Preco prave takto? Preco tak komplikovane? Ako na to vobec niekto
prisiel? Aby sme pochopili motivaciu, ukdZeme si najskor jeden neuspesny po-
kus. Je poulny a zarovei nam pomdze pochopit, aké prekazky treba pri operacii
decrease-key prekonat.

Takto to nejde

Prvy napad, ako sa vyhnat pomalému bublaniu, je naplno prijat lenivy pristup a
odkladanie prace na neskor. Ak v nejakom vrchole = zniZime kI'i¢ a ten sa stane
mensim nez kI'a¢ jeho rodica, porusi sa haldovité usporiadanie. S vrcholom z
teda musime nieco urobit. Co keby sme ho jednoducho odstrihli aj s celym jeho
podstromom a presunuli ho medzi korene? Pri najbliZzSom upratovani sa stromy

s rovnakym radom opét pospaji do vacgich a struktira sa obnovi.
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Obr. 1: Prvy néapad: Pri decrease-key vrchol jednoducho odstrihneme a pri-
dédme medzi korene. Na obrazku je priklad decrease-key na dva oznacené vr-
choly.

Jednoduché. Za tato operaciu si vytuctujeme 2$. Jeden dolar pokryje samotnt
pracu (odrezanie vrcholu a jeho pripojenie medzi korene) a druhy dolar ulozime
novému korenu na ti¢et, aby sme zachovali invariant. ZvySok dokazu pre operéciu
extract-min bude prebiehat tplne rovnako ako v predchadzajicej kapitole (vid
amortizovana analyza lenivej binomialnej haldy).

Je tento dokaz spravny? Ak nie, kde presne sa to pokazi? A ak tato Struktura
nedosahuje zelany vykon, aka je skuto¢na zlozitost extract-min? Skuste sa nad
tym na chvilu zamysliet, nez si pozriete rieSenie.

V prvom rade si v8imnime, Ze po odrezani nejakého podstromu uz zvySok
povodného stromu nespliia definiciu binomialneho stromu. Predstavme si ex-
trémny priklad: zatneme s binomiilnym stromom radu k a korefiu postupne
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(b) Strom z T}, radu k sa sklada z korenia
a jeho deti sa So,Si,...,Sk—1. Tento

(a) Strom Sy, definujeme ako korei a pod
strom ma radovo ©(k?) vrcholov.

nim k vrcholov.

(pomocou operacie decrease-key) odstrihneme vSetkych vnukov. Vysledkom
je strom Sy (pozri obr. 2a).

Zatial ¢o v binomialnej halde mal strom radu k vysku k a obsahoval 2F
vrcholov, strom S; ma vysku 1 a obsahuje len k£ + 1 vrcholov. Tento problém
pretrva aj po upratani. V binomialnej halde spajame stromy rovnakého radu a
vysledkom je strom dvojnéasobnej velkosti. Po rezoch vSak velkost stromov uZ
nezodpoveda ich radu a zludovanie preto nezarucuje zdvojnasobenie velkosti.
Dosledky su zasadné: nedokdZeme garantovat, Ze maximélny rad bude logarit-
micky, ze kazdy strom méa len logaritmicky pocet deti, alebo Ze Struktira sa
sklada len z logaritmického po¢tu stromov.

A neda sa ten dokaz nejako zachranit?* povie si optimista. Mozno keby sme
upravili invarianty, Setrili inak alebo tplne zmenili analyzu, dalo by sa nejakym
sposobom dokazat, Ze zloZitost extract-min je logaritmicka. Odpoved je v8ak
opat nie.

Tu je konkrétny protipriklad (pozri obr. 3): Nech T}, je strom, ktory sa sklada
z korefia a jeho detmi su stromy Sp, S1,...,Sk—1 (pozri obr. 2b). Takyto strom
Ty ma O(k?) vrcholov a vieme ho zostrojit pomocou O(k?) operacii. Viimnime
si, ze ak pripojime Sy pod koren T}, dostaneme strom Tjiq s rddom o jeden
vySSim.

Uvazujme teraz nasledujticu postupnost operécii: Za¢neme so stromom T},
kde korenn ma hodnotu 0 a vSetky ostatné vrcholy maju kluce vacsie nez, pove-
dzme, milién. Do haldy vloZime novy kl'a¢, ktory je len o & va€si nez hodnota v
koreni, ale zaroveih mens{ nez hodnoty vSetkych jeho synov. Vysledkom je halda
zlozena zo stromu T} a jedného nového vrcholu, teda Tj.

Ak teraz zavolame extract-min, najmensim prvkom je koreni Tj,. Ten odstréa-
nime a jeho synov Sp, S1,...,Sk—1 vlozime medzi korene. Pri naslednom upra-
tovani sa postupne pospajaju vietky tieto stromy s Tj. KIa¢ sme zvolili tak, aby
Ty vyhral pri kazdom porovnani, takze stromy Sy, ..., Sx_1 sa jeden po druhom
pripoja pod neho. Vysledkom je séria spojeni: To+ Sy — 11, T1 +51 — T», a tak
dalej, aZ kym opét nedostaneme strom T} s rovnakym tvarom, len s korenom o
trochu vacsim.
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Obr. 3: Protipriklad, ktory ukazuje, ze pri naivnom odstrihdvani vrcholov trva
operécia extract-min aspon Q(y/n), a to aj v amortizovanom zmysle.

Dostali sme sa spat do povodného stavu, ale algoritmus pritom vykonal
O(k) = ©(y/n) operacii, ¢o je privela. Ttto dvojicu operacii mdZzeme opakovat
Tubovolne dlho, a preto je amortizovana zlozitost insert + extract-min as-
poii Q(y/n). Ak by sme cheeli dokéazat, Ze je to menej, museli by sme zvysni
pracu do y/n zakazdym doplacat z naSetrenych dolarov. To sa vSak nedé robit
donekone¢na — skor ¢ neskor by sme zbankrotovali.

Mimochodom, d4 sa pomerne jednoducho ukéazat, Ze \/n je nielen dolny, ale
aj horny odhad pre zloZitost operacie extract-min. Dostavame tak haldu, ktora
podporuje vSetky operacie v ¢ase O(1), aZ na extract-min, ktora ma zlozitost
O(v/n).

Poucenie, ktoré si z tohto netspesného pokuku odnasame, je jasné: nechceme
mat stromy s vysokym radom, ktoré pritom obsahuji len mélo vrcholov. Ak mé
byt Struktura rychla, musime zabezpedit, aby kazdy strom obsahoval exponen-
cidlne vela vrcholov vzhladom na svoj rdd. Inak povedané: pre strom radu k
potrebujeme, aby mal aspoii ¢® vrcholov pre nejakt konstantu ¢ > 1. Z toho
priamo plynie, Ze maximalny rad stromu v halde s n prvkami je nanajvys log.n
a po upratani sa celd halda sklada z najviac log, n stromov. Prave tieto vlast-
nosti st klacové v dokaze, Ze operdcia extract-min méa v lenivej binomiélnej
halde logaritmickt amortizovanu zloZitost.

Skasme to teda z opacnej strany: ku kazdému vrcholu si budeme pamétat
vel'kost jeho podstromu a rdd zadefinujeme ako logaritmus tejto velkosti (zaok-
rahleny nadol). Tymto zaru¢ime, Ze velkost podstromu rastie exponencialne s
radom jeho korena.

Ma to v8ak hacik: pri kazdom decrease-key, ked nejaky vrchol odstrihneme,
by sme museli aktualizovat velkosti vSetkych predkov na ceste ku korefiu. To je
znova logaritmicky vela prdce — presne tolko, ako keby sme vrchol prebublavali
nahor.

Riesenie: Kaskadové rezy

Prvy znamy sposob, ako zvladnut operédciu decrease-key v konsStantnom a za-
rovel extract-min v logaritmickom ¢ase, navrhli Michael L. Fredman a Robert
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Obr. 4: Priklad operacie decrease-key(z,0). Cierne vrcholy a a b maja pozna-
¢ené, ze uz pridli o jedného syna, biele vrcholy maju vSetkych synov a v pripade
Sedych vrcholov na obrézku je to nepodstatné pre tito operaciu. Odstrihnutie
x spoOsobi kaskadu: a strati druhého syna, takze ho odrezeme a tym padom aj b
strati druhého syna a aj tento podstrom odrezeme. Zastavime sa az na prvom
bielom vrchole ¢, ktory, kedZe prisiel o syna, ofarbime na ¢ierno.

E. Tarjan v roku 1984. Ich technika dostala nazov kaskddové rezy (cascading
cuts).

Odvtedy vzniklo viacero dalgich pristupov, ktoré dosahuju rovnaky ciel
(Driscoll et al. 1988; Kaplan a Robert Endre Tarjan 2008; Elmasry 2010; Ha-
eupler, Sen a Robert E Tarjan 2011; Chan 2013; Kaplan, Robert E Tarjan a
Zwick 2014; Hansen et al. 2017; Elmasry, Jensen a Katajainen 2008; Brodal
1996; Brodal a Okasaki 1996; Brodal, Lagogiannis a Robert E Tarjan 2012). My
si v8ak ukazeme prave povodny napad Fredmana a Tarjana.

Definujeme rdd vrcholu ako pocet jeho deti. MySlienka je nasledovna: Pri
decrease-key vrchol odstrihneme a pripojime do zoznamu korenov. Zaroven
si v8ak pre jeho otca poznaéime, Ze sme mu odrezali syna. Budeme dodrZziavat
invariant, ze kazdy vrchol okrem korehov mé najviac jedného odrezaného syna.
Kazdy vrchol (okrem korefia), ktorému odrezeme dvoch synov, odreZeme tiez a
pripojime ho ku korefiom.

Jedna operéacia decrease-key teda moZe spustit celi kaskddu rezov (po-
zri obr. 4). V najhorSom pripade moze takato kaskdda trvat az logaritmicky
¢as (amerny hibke vrcholu). UkéaZzeme si vak, Ze amortizovana zloZitost ostava
konstantna.

Nasledne si ukdZzeme, ze vdaka invariantu, Ze kazdy vrchol priSiel najviac o
jedného syna, zostavaja stromy dostatoéne ,husté* a ich velkost bude exponen-
ciadlna vzhladom na pocet deti koreia.

Na prvy pohlad to méze posobit paradoxne: pri operdciach decrease-key



odrezédvame podstromy, pritom sa chceme vyhnit stromom s velkym rddom a
malym poctom vrcholov. RieSenim mé byt odrezat este viac podstromov?

Ked odrezeme vela podstromov, strom sa prirodzene zmensi, a preto by
mal mat aj mensi rad. Potrebujeme teda, aby sa tento ,signal“ — informécia
o odstranenych vrcholoch — prenéaSal smerom nahor, ku korefiu. A préave na
to sluzia kaskddové rezy: ak odstranime prili§ vela vrcholov, budeme nttent
postupne odstranit aj syna samotného korena. KedZe rdd vrcholu definujeme
ako pocet jeho deti, rad koreha (a teda aj celého stromu) sa primerane znizi.

To je aspon intuicia, ktora stoji za kaskddovymi rezmi. Teraz sa uz mozeme
pozriet na formélne dokazy, ktoré ukazu, Ze operacia decrease-key je skutocne
konstantna z amortizovaného hladiska a Ze extract-min si zachovava logarit-
micka zlozitost.

Veta 1. Operdcia decrease-key s kaskddovgmi rezmi trvd O(1) amortizovane.

B Dokaz #1. Pouzijeme t¢tovnicku metdédu. Za kazdi operéaciu si vypytame

43.

Invariant. Kazdy oznafeny vrchol (teda taky, ktorému uz bol odstrihnuty
jeden syn) méa nasporené 2$ na zaplatenie pripadného budiceho kaskddového
rezu. NavySe tak ako v predoslej kapitole, kazdy koren mé odlozeny 1$, ktorym
prispieva na upratovanie.

Vytctovanie. Pri jednej operacii decrease-key:

e 1$ pouzijeme na samotnu pracu (O(1) tkonov: odstrihnutie, pripojenie
medzi korene, oznalenie otca),

e 1% odloZime na tcet tohto nového koreiia,
e 2% posleme jeho otcovi.

Ak mal otec doteraz vSetkych synov, teraz ma na ucte 28, invariant zostava
zachovany a operacia kondi.

Ak mu uZ jeden syn chybal, mal uloZené 2$ a prave dostal d'alsie 2§ — spolu
43. Tie mu postacia na zaplatenie vlastného rezu:

e 1% pouZije na samotnt pracu,
e 1% si necha ako novy korei,
e a zvy$né 2$ posunie svojmu otcovi.

Takto pokracuje celd kaskdda: Kazdy oznaeny vrchol si odrezanie pokryje z
vlastnych nasporenych pehazi a zaroven posle 2$ vyssie. Proces pokracuje, aZ
kym nenarazime na korefi, alebo na neoznaceny vrchol, ktory iba oznacéime a
prispejeme mu 2$. V oboch pripadoch sa operacia konéi a invarianty ostant
zachované. O



Ten isty dokaz pomocou potencidlovej metddy:

B Dokaz #2. Zvolme si potencial haldy ako
®(H) = pocet koretiov + 2 x pocet oznacengch vrcholov.

Ak pocas jednej operacie odrezeme k vrcholov, redlna praca zaberie O(k) ¢asu.
Pozrime sa, ako sa zmeni potencial:

+ k  pretoze pribudne k novych korenov,
—2x (k—1) pretoze okrem prvého vrcholu boli vietky ostatné oznadené
a po odrezani uz nie s,
4+ 2 pretoze na konci kaskddy jeden oznaceny vrchol pribudol.

Celkovo potencial klesne o k — 4, takze
Tamort = Tskutoény + AP = O(%) - (% - 4)$ = O(l) u
Z hladiska amortizovane]j analyzy su teda kasakadové rezy ,zadarmo® — vr-

choly dokazu zaplatit samy za seba.

Velkost stromov

Ostéva nam eSte ukazat, Zze pri takomto urezavani bude mat koren radu k stéle
exponencialne vela vrcholov v zavislosti od k.

Lema 1. Nech vrchol x md synov y1, ..., Ym, pricom ich oznacime v porads, v
akom sa pripojili ku x. Potom plati rdd(y;) > i — 2, teda treti syn md aspoti
jedného syna, Sturty syn aspoti dvoch, a tak dalej.

ranks: >0 >0 >1 >2 >i1—2 >k—-2

B Dokaz. Vratme sa naspat do momentu, ked sme pripajali y; pod x. V tom
¢ase mal vrchol z uz aspon i — 1 det{ (konkrétne y1, ..., y;—1; pripadne aj dalsie,
ktoré sa neskor odrezali, ale minimalne tieto zostali zachované).

Pri spajani vsak vzdy spajame iba stromy s rovnakym radom, a teda y; v
tom case muselo mat tiez asporii—1 deti. Odvtedy mu mohol ubudnut nanajvys
jeden syn (v opa¢nom pripade by sme ho takisto odrezali) a preto v st¢asnosti
plati rad(y;) > i — 2. O

Tato lemu moéZzeme aplikovat rekurzivne na vSetky vrcholy stromu. Zamys-
lime sa, akd je najmensia moZné velkost stromu, ktorého koren ma rad n (t. j.
mé n deti). Takyto minimélny strom oznac¢me F,.



Pre n = 0,1,2 je F, len korei a jeho n synov. A ¢o F37 Podla lemy musi
mat treti syn rad aspon 1, teda ma aspoii jedného syna.
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V strome Fy ma koreni Styroch synov; treti ma rad aspon 1 a Stvrty aspon 2.
V strome Fj pribudne piaty syn s rddom aspon 3.
Nagtastie, najmensie stromy radov 1, 2 a 3 sme uZ identifikovali.

Spocitajme pocet vrcholov:

strom Fo F1 F2 F3 F4 F5
#vrcholov 1 2 3 5 8 13

Hmmmm. .. Ndhoda? Nemyslim si.

Velkost stromu F), je (n + 1)-vé Fibonacciho &islo (odtial pochadza nazov
Fibonacciho halda). Dovod je jedoduchy: Najmensi strom radu n sa sklada z
korena a jeho m deti. Prvych n — 1 synov vyzera rovnako ako v strome Fj,_1.
Posledny, n-ty syn, mé podla lemy rad aspoin n — 2, a teda najmensi taky strom
je prave F,,_o. Z toho vyplyva, Ze strom F,, vznikne pripojenim F,,_o ku F,_1,
¢o je rovnaka rekurencia, aku spliiaju Fibonacciho &isla.

Fibonacciho ¢isla rastt exponencialne rychlo. Asi najjednoduchsie to vidno

z rekurencie
Fo=F, 1+ F, 22>22xF,

¢o znamena, ze F,, > 2"/? = (/2)". Presny odhad je F,, = ©(¢"), kde ¢ =
(14 +/5)/2 ~ 1.618 je hodnota zlatého rezu.
Odtial vyplyvaja nasledovné tvrdenia:

Veta 2. Kazdy vrchol rddu k md pod sebou exponencilne vela vrcholov v zd-
vislosti od k; presnejsie, aspori Q(¢*) vrcholov. (Rdd vrcholu je definovany ako
pocet jeho deti.)



Veta 3. Vo Fibonacciho halde maji operdcie nasledujicu amortizovani zloZi-
tost:

e insert, merge a decrease-key — O(1),

o extract-min — O(logn).

B Dokaz. Velkost stromu radu & je aspoii ¢, takze maximalny mozny rad je
logaritmicky (pri zdklade ¢ namiesto 2):

loggn <lgn/lg¢ < 1.451gn.

Kazdy korefi ma teda najviac O(logn) deti a po upratani ostane najviac O(logn)
stromov. ZvySok argumentu je rovnaky ako pri lenivej binomialnej halde (lisia
sa len konstanty). O
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