Dve chutovky

Na tuvod sa zozndmime s dvoma ,chutovkami“, ktoré nam poslizia ako vstupné
brana do sveta datovych Struktir — transpoziciou matice a Struktirou Union-
Find. Prvy problém, transpozicia matice, sa na prvy pohlad moéze javit ako
trividlny. Ved ¢o uz by sa na fiom dalo pokazit alebo vylepsit? UkaZzeme si, Ze
tento zdanlivo jednoduchy problém skryva zaujimavé prekvapenia, ktoré vyjdiu
na povrch najma pri praktickej implementacii.

S druhym problémom preskoc¢ime do teoretickej roviny. Predstavime si ele-
gantnt a velmi jednoducha datova Struktaru s ndzvom Union-Find (alebo aj
disjunktné mnoziny). Hoci jej implementéacia zabera zopar riadkov zdrojového
koédu, analyza ¢asovej zlozitosti patri medzi zlozitejsie kapitoly z datovych Struk-
tar. UkaZeme si uplne novy pristup, ako mozno nazerat na analyzu ¢asovej zlo-
Zitosti.

Transpozicia

Majme Stvorcovi maticu rozmeru N X N a naSou tlohou je transponovat ju, teda
,preklopit“ podla hlavnej diagonaly. Vysledkom transpozicie je nova matica, v
ktorej sa prvky na poziciach (i,7) a (j,4) navzajom vymenia. Inak povedang,
riadky sa stant stlpcami a stipce riadkami.

Otéazka znie: ako na to?

Tu je priamociare rieSenie:

const int N = 1000;
int A[N][N];

40 1

void transpose() {
for (int i=0; i<N; ++i)
for (int j=i+1; j<N; ++j)
swap(A[i] [j1, A[j1[i1); 10
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Casova zlozitost je zjavne O(N?), takze graf bude vyzerat nejak takto, viak?
(Vsak?)

Taktiez je zjavné, Ze musime premiesnit ©(N?) prvkov. Akykol'vek algorit-
mus musi spravit ©(N?) &itani a zapisov do pamiite, takze lepsie to nejde.



Sok #1: existuju lepsie algoritmy:
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VTavo je graf pre stredne velké N < 4000, vpravo je ten isty graf pre velké N a7
po 25000. Cas je v milisekundach. N4as kod je modra Giara — teda to najpomalsie
rieSenie. Ako sa to da lepsie?

Mimochodom, tvrdili sme, Ze ¢asova zloZitost nasho rieSenia rastie ako druha
mocnina N. Graf naozaj pripomina parabolu, ale najlepsi spdsob ako sa o tom

presvedéit je, ze do grafu nanesieme ,,¢éas deleno N2“, a vyjde nam konstanta.
(Vsak?)

Sok #2: Cas deleno N? nie je konstanta?
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Tu vidime ¢as deleno N2, ¢o mozeme interpretovat ako ¢as v prepocéte na
jeden prvok matice, v nanosekundach.
Preco to stiupa? Preco to nie je konStanta??



Sok #3: Klamal som. V skutoénosti graf pre nas kod vyzera takto:
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VTavo celkovy ¢as v milisekundach, vpravo delené N2 v nanosekundéch.

Co maju, do certa, znamenat tie zuby??? Co su tie Spicaté vykyvy v Case
behu?

(Nie, nie je to chyba merania.)

Prvym zlepsenim zékladného Union-Find algoritmu je technika nazyvana
Union by Rank. Jej cielom je udrziavat stromy ¢o najplytSie, aby operécia
find(x) bola rychla.

Zavedieme pojem rank pre kazdy vrchol, ktory slizi ako odhad vysky stromu.
Na zaciatku ma kazdy vrchol rank rovny nule — kedze kazdy je v samostatnej
jednoprvkovej mnozine (strom vysky 0).

Operéacia union(x, y) potom funguje nasledovne:

Najprv ndjdeme korene stromov, do ktorych patria x a y.

Potom pripojime strom s mensim rankom pod strom s va¢Sim rankom.

Ak maju oba stromy rovnaky rank, jeden z nich (l'ubovolny) sa stane kore-
nom a jeho rank sa zvysi o 1.

Dufam, Ze vas tieto vysledky aspoii trochu prekvapili — a moZno aj zmiatli.
To bol ciel. Zatial vam odpovede neprezradim a necham vas trochu sa potrapit
s vlastnymi hypotézami. Prejdime teraz k druhej ,chutovke* a na zéaver sa k
transpozicii vratime a uzavrieme celd kapitolu s lepsim pochopenim toho, ¢o sa
vlastne deje ,,pod kapotou®.

Union-find

Chceme si udrziavat neorientovany graf, ktory sa dynamicky vyvija — postupne
don priddvame hrany a zaroven chceme ryjchlo zistovat suvislost medzi vrcholmi.
Checeli by sme teda datovu struktuaru, ktora podporuje nasledujtce operacie:

e join(z,y): prepoji vrcholy = a y hranou,

e connected(x,y): zisti, ¢i medzi vrcholmi z a y existuje cesta.




Takato funkcionalita je napriklad presne to, ¢o potrebujeme v Kruskalovom
algoritme na hladanie najlacnejsej kostry v grafe (problému minimélnej kostry
sa eSte budeme viac venovat v asti o haldach) alebo pri unifikécii.

Kazda mnozZinu reprezentujeme ako strom, pricom koreri stromu slizi ako
reprezentant celej mnoZiny. VSetky prvky v mnozine ,ukazuja smerom nahor —
teda smerom ku koreiiu.

Operacie potom vyzeraju nasledovne:

e find(x): Prechddzame od vrcholu z nahor, az kym nenajde koren, teda
reprezentanta mnoziny obsahujtcej prvok z.

e union(x,y): Najprv najdeme korene stromov, v ktorych sa nachadzaju
xz a y. Ak ide o ten isty strom (teda uz patria do tej istej mnoziny),
neurobime ni¢. Inak napojime jeden strom pod druhy, konkrétne jeden
koren nastavime ako syna toho druhého.

Toto riesenie je velmi jednoduché, ma vSak jednu zasadni nevyhodu: Operéa-
cia find moze trvat ¢as umerny vyske stromu — a ked'Ze bez d'alsich optimalizacii
sa moZu stromy ,natiahnut” do jednej dlhej retaze, v najhorsom pripade moze
byt Gasova zloZitost aZz linearna.

VylepSenie #1: Union by Rank. Prvym vylepSenim zakladného algoritmu
je technika nazyvana Union by Rank. Cielom je udrziavat stromy ¢o najplytSie,
aby bola operacia find(x) rychla.

Zavedieme pojem rank pre kazdy vrchol, ktory sluzi ako odhad vysky stromu.
Na zadiatku m4 kazdy vrchol rank rovny nule — kedZe kazdy je v samostatnej
jednoprvkovej mnozine (strom vysky 0). Pri operacia union(x, y) potom vzdy
pripojime strom s mensim rankom pod strom s vA¢8im rankom. Ak maju oba
stromy rovnaky rank, jeden z nich (l'ubovolny) sa stane korefiom a jeho rank sa
zvysi o 1.

Indukciou l'ahko dokazeme, Ze:

e strom s rankom r ma vysku najviac r
e strom s rankom r méa aspon 2" vrcholov
e teda rank r moze mat najviac n/2" vrcholov

e 7 toho vyplyva, Ze maximalny rank je Ign, ¢o je zaroveii maximalna hibka
vrcholov a teda ¢asova zlozitost klesne na O(lgn)

VylepSenie #2: Path Compression. Druhé vylepsenie, ktoré dramaticky
znizuje Casova zloZitost operacii, sa nazyva path compression, teda ,stlacenie
cesty“. Princip je jednoduchy: Po tom ako pocas operdcie find(xz) ndjdeme ko-
ref, sa vrdtime naspdat a vsetky vrcholy, ktoré sme navstivili po ceste, napojime
priamo pod tento korefi. Tymto sposobom sa vyrazne znizi hibka stromu pre
v8etky budtce volania find nielen pre x, ale aj pre skoro vSetky vrcholy na ceste
ku koreniu a vrcholy v ich podstromoch.



compress
=

Na prvé pocutie to moze zniet ako komplikovany algoritmus, av8ak jeho
implementécia je velmi jednoduchéa. Ako prvé si staci uvedomit, Ze na rozdiel
od inych Struktar (napr. vyhladavacie stromy alebo pismenkové stromy), kde
si potrebujeme pre kazdy vrchol pamétat vSetkych jeho synov, v union-finde
prechiddzame stromy vyluéne smerom nahor, takze si sta¢i pamétat pre kazdy
vrchol smernik na jeho otca. Dokonca moéZeme vrcholy oéislovat 1,2,3,...,n a
v oby€ajnom poli si zapamétat pre kazdy vrchol x jeho otca p[z] (pre korene si
mozeme poznafit napr. p[z] = 0).

Okrem pola otcov si e§te potrebujeme pamétat ranky. Mohli by sme si ich
pamétat v samostatnom poli, aviak ked si uvedomime, Ze ranky potrebujeme
poznat iba pre korene (a korene nemajiu otca), modZzeme informaciu o rankoch
napchat do toho istého pola. PouZijeme nasledovny trik: pre vrcholy, ktoré nie
st koren, bude p[z] > 0 ¢islo ich rodi¢a; pre korene si v p[z] ulozime hodnotu
—rank(z) <0.

Tu je jednoducha implementacia na ~15 riadkov:

int p[MAX]; // ak p[x] > 0, p[x] je otec x
// ak pl[x] <= 0, tak -p[x] je rank(x)

int find(int x) {
if (plx] <= 0) {
return x; // koren
} else {
int root = find(pl[x]); // rekurzivne
plx] = root;
}
}

void union(int x, int y) { link(find(x), find(y)); }

void link(int rx, int ry) { // predpokladame, ze rx, ry su korene

if (rx == ry) return; // a)
if (plrx] == plryl) { plrxl=ry; plryl--; } // b)
else if (-plrx] < -plryl) plrxl=ry; // <)
else plryl = rx; // d)



a) rovnaké stromy — nerobime nic¢

b) ry aj r, maja rovnaky rank; napojime r; pod r, a r, zvysime rank (pri-
pomenme, Ze v poli p mame uloZent hodnotu —rank, takZe tato hodnotu
znizime o 1)

c) ry ma mensi rank, takze napojime r, pod r,
d) 7, mé& mensi rank, takze napojime r, pod 7,

A tu je trikova randomizovanéa implementéacia na dva riadky (s tym rozdie-
lom, Ze pre otca korefia si poznac¢ime 0 a pri rozhodovani, ktory strom podpojime
pod ktory pri unione, si hodime mincou):

int f(int x) { return pl[x] ? plx] = £(plx]) : x; }
void u(int x, int y) { rand() % 2 7 p[f(x)] = £(y) : plf(y] = £(x); }

Analyza union-findu

Vsimnime si, Ze kazda operécia union pozostéva z dvoch volani find (na najdenie
korefiov prislusnych mnozin), plus prelinkovania, ¢o je vSak len konstantne vela
prace. Preto sa pri analyze ¢asovej zlozitosti zameriame iba na operéciu find.
Dalej si uvedomme, ze Gasova zlozitost operacie find (x) je tmerna dlzke cesty
od vrcholu x ku korefiu, teda poctu ,skokov, ktoré musime vykonat, aby sme
sa ku koreniu dostali.
Dokazeme:

Veta 1. Ak mdme najviac n < 255535 prokov, potom lubovolnd postupnost m
volani find vykond najviac 6m + 2n skokowv.

Vo vseobecnosti plati, Ze lubovolnd postupnost m operdcii union a find md
celkovii éasovii zloZitost O((m+n)log™ n), kde log* je tzv. iterovany logaritmus.

Len pre porovnanie: milién je 10° < 220, miliarda je 10° < 230, Poéet atémov
v pozorovatelnom vesmire sa odhaduje na menej ako 23°° (niekde medzi 1078 a
1082). Inymi slovami, v prazi nikdy nebudeme mat viac ako 25535 prvkov. Ani
nédhodou. A teda pre vSetky praktické ucely je zlozitost union-findu kongtantné
(v priemere na jednu operaciu).

A v tedrii? V tedrii sa, samozrejme, zaujimame, ako sa algoritmus chové
pre n rastice do nekone¢na a po 2%9 935 egte nasleduje vela &isiel. V skutoénosti
zlozitost union-findu (v priemere na jednu operaciu) nie je konstantna, ale rastie
velmi velmi pomaly, pomalsie ako iterovany logaritmus.

Co je to iterovany logaritmus? Zoberte ¢islo n a zadajte ho do kalkulacky.
Potom opakovane stlacajte tlacidlo ,,log”, kym vysledok neklesne na hodnotu
menS$iu alebo rovnu 1. Pocet stlaceni logaritmu, ktoré ste museli vykonat, je
prave log™ n.

Napriklad: log* 65 536 = 4, pretoze:

65536 — 16 — 4 — 2 — 1;



potrebovali sme stlagit ,,1og* dtyrikrat. Kolko je log* 2655367 5 pretoze z 265536

sa dostaneme na 65536 uz po jednom logaritme, a dalej pokrac¢ujeme ako v

predchadzajucom priklade. Takze celkovo potrebujeme iba 5 stlaceni.
Iterovany logaritmus pre n — co rastie do nekone¢na:

2
22 2

£ 265536 « 222 " 2255’535 « 2222 R
log™ 2 =log™ 2 =0, log™ 2 =log™ 2 =7, atd.

Kazdym pridanim d’alsieho poschodia zvi¢sime iterovany logaritmus o 1, takze
ako nam bude vezi¢ka exponentov rast do nekone¢na, bude iterovany logaritmus
rast donekonecna. Hoci nepredstavitelne pomaly.

B Dokaz. Zac¢nime nickolkymi jednoduchymi pozorovaniami:

e Vrcholy s vysokym rankom st zriedkavé. Pripomenime si, Ze strom s ran-
kom r obsahuje asponi 2" vrcholov. To znamena, %e najviac n/2" vrcholov
moze dosiahnut rank (a teda aj vysku) r. Napriklad iba 16-tina vrcholov
moze mat rank aspont 4 a iba 65 536-tina vrcholov moze dosiahnut rank
16.

e Rank rodi¢a je vzdy aspon o 1 vyssi ako rank jeho deti. To znamené, Ze
ak ideme po ceste od I'ubovolného vrcholu ku korefiu, hodnoty rankov
striktne narastaju.

e Kazdy vrchol za¢ina s rankom 0. Rank sa moze zvySovvat len pokym je
dany vrchol koreiom. Akonahle vrchol pripojime pod iny, jeho rank sa uz
nikdy nezmeni. Jeho rodicovi vSak moze rank d'alej rast.

e Pre vSetky vrcholy okrem korefiov definujeme hodnotu gap(x) ako rozdiel
gap(x) = rank(parent(x)) — rank(z). Pri kazdom pouZiti path compres-
sion (t.j. stladeni cesty) sa vSetky vrcholy okrem koreha a jeho bezpro-
stredného dietata presund pod ,yvy8sieho” rodica, teda pod vrchol s vysSim
rankom. Vysledkom je, Ze gap(z) sa pre v8etky tieto vrcholy zvysi.

Rozdelme ranky do troch drovni:

e Uroveii 0: ranky od 0 do 3,

e Uroven 1: ranky od 4 do 2% — 1 = 15,

e Uroveii 2: ranky od 16 do 2'6 — 1 = 65536,

265 536

e ...amohli by sme takto pokracovat, ale pre n < viac trovni nebude.

Pod'me teraz spocitat celkovy pocet ,skokov** vykonanych pocas vSetkych m
operéacii find dokopy. V8etky skoky rozdelime do $tyroch kategorii:

1. Uroveir 0 (ranky 0-3): Na tejto trovni stravime najviac 3 skoky pri
kazdej operécii, teda spolu najviac 3m skokov.

2. Finalne skoky ku korenu: Pre kazdy find(x) si osobitne zapocitame
posledny skok do korena. To je najviac m skokov.



3. Skoky medzi troviiami: Ked pocas find presko¢ime z jednej trovne
do druhej, kazdy takyto ,medzitroviiovy* skok zapocitame zvlast. KedZze
méme len 3 trovne, tychto skokov je najviac 2m.

4. Zostava spocitat skoky vo vniutri arovni 1 a 2, ktoré nie su finalne.
A tu prichddzame k pointe dokazu (preco skoky delime na kategorie, ktoré
ratame zv14st):

(a) V8etky skoky v ramci arovne 1: st také skoky, z vrcholu x do
jeho rodi¢a y = parent(x), Ze oba vrcholy x aj y maja ranky v roz-
medzi 4 < rank(z) < rank(y) < 16. To znameni, %e gap(x) =
rank(parent(z)) — rank(x) je najviac 11. Avsak kedZe pocitame iba
nefindlne skoky, y nie je koren a ma otca z s eSte va¢sim rankom. A
tu vyuzijeme, Ze pouzivame kompresiu cesty: Pri kazdom finde sa pri
kompresii cesty x napoji na koren, t.j. na z alebo este vyssie. Tym
padom hodnota gap(z) vzrastie aspon o 1. To znamena, %e po 11-tich
findoch, ktoré prechadzaju cez x a skok z x na otca nie je finalny, na-
rastie gap(x) aspon na 12 a to znamené, %e x uZ bude napojeny na
vrchol na vy$Sej arovni. To znamena, ze vietky d'alsie findy precha-
dzajuce cez x uz budt medzitroviiové a tie tu nepocitame (uz sme
ich zapoditali v bode 3.).

Zhrnutie: Cez kazdy vrchol spravime najviac 11 nefindlnych skokov
v ramci drovne 1. Zaroven vSak plati, Ze na troven 1 sa dostane iba
16-tina vrcholov. Z toho vyplyva, Ze celkovy pocet skokov v ramci
arovne 1 je najviac 11 x (n/16) < n.

(b) Vsetky skoky v ramci tirovne 2: spoéitame podobne: Ranky st

tu od 16 do 2'¢ — 1, takZe gap(x) musi byt menej ako 216. Po 216
findoch cez x narastie gap(z) tak, Ze otec x uz nutne patri na aroven
3 alebo vyssie.
TakZe spravime menej ako 2'6 operacii na kazdy vrchol na 2. trovni.
Aviak 2. troveil znamena rank aspoii 16 a iba 2'®-tina vsetkych
vrcholov tento rank niekedy dosiahne. Spolu to je teda menej ako
216 % (n/21%) = n skokov.

Takto dostavame, Ze vietkych skokov je najviac 6m + 2n (ak n < 26553%),

Skiste si rozmysliet, ako treba dékaz upravit pre vieobecné n.! O

AkA je skutoéna zloZitost tejto datovej Struktury? Ukazali sme, Ze
union-find so spajanim podla ranku a kompresiou cesty trva najviac O((m +

1Pre vieobecné n by sme namiesto 3 trovni mali log* n trovni: Kazda dalsia troven by
2 2

mala ranky v rozsahu [k, 2%), takZe na i-tej urovni by boli ranky od 22 po2? 1.
S—~— ~—~—
i1 i+2

V kategoriach 1. a 2. je rovnako vela skokov, ale v kategérii 3. bude O((log*n) x m)
medziarovitiovych skokov a 4. v ramci kazdej arovne spravime najviac n nefinalnych skokov,
ale mame log* n urovni, takZe spolu O((log* n) x n).



n)log* n), teda log* n na jednu operaciu (ak m > n). Ale aka je skutocnd zloZi-
tost tejto datovej Struktiry? MozZno si poviete: , Nie je v skutocnosti td zloZitost
konstantd? Nie je toto véetko len slabd analyjza? Keby sme sa viac snaZili, ne-
vedeli by sme dokdzat lepSiu horni hranicu?“

Odpoved znie: Ano a Nie. R. E. Tarjan 1975; R. Tarjan a Van Leeuwen
1984 dokazal lepsi odhad: ze m union-find operacii trva O(ma(m,n)), kde « je
funkcia, ktora suvisi s inverznou Ackermannovou funkciou, ktora sice rastie do
nekone¢na, ale esSte ovela pomalsie ako iterovany logaritmus. Pre v8etky prak-
tické odhady mozeme predpokladat, ze a(m,n) < 3. Fascinujice je, Ze v zapéti
ukézal aj dolny odhad (R. E. Tarjan 1979), tzn. nasSiel taka postupnost operécii
union a find, pri ktorej spravime aspoit (ma(m,n)) skokov! To znamena, ze
skutocnd zlozitost nie je konStantna a naozaj v najhorSom pripade rastie do
nekoneéna, hoci velmi velmi pomaly.

Spéat k transpozicii matic

Podme si kone¢ne prezradit, ¢o sa to vlastne porobilo pri transpozicii matic. Od-
povede na vSetky zahady stuvisia s paméatovym systémom modernych pocitacov
a vyrovnavacou pamétou (cache).

Moderné procesory st extrémne rychle — vykonévaji miliardy operacii za
sekundu. Naproti tomu hlavna pamit (RAM) je relativne pomald — ¢as na &i-
tanie/pisanie do RAM je radovo sto-krat pomalsie ako je rychlost samotného
procesora. To znamena, Ze ak by procesor musel na kazdy tdaj ¢akat, kym dorazi
z RAM, véi¢sinu ¢asu by sa nudil. Aby sa tento problém vyriesil, moderné proce-
sory maju viaciroviiovy systém cache paméti — malych, ale extrémne rychlych
pamétovych blokov, ktoré uchovavaju najcastejsie pouZivané adaje. Sucasné po-
¢itaGe mavaju tri trovne cache: tzv. L1, L2, a L3, kazda d'algia uroven je vicsia,
zato pomalsia. Napriklad poéita¢, na ktorom piSem tuto kapitolu ma 256KiB
L1d datovej cache, 256KiB instrukénej L1i cache (sem idd instrukcie, ktoré pro-
cesor vykonava), 8MiB L2 cache, 16MiB L3 cache a 58GiB RAM. Na tejto
architektire méa kazdy procesor svoju vlastnu L1 a L2 cache, ale L3 a RAM su
spoloc¢né.

Ked chce procesor naditat nejaky tudaj z pamiiti, najskor sa pozrie do L1
cache, ak tam udaj nie je (tzv. L1 cache miss), pozrie sa do L2 cache, potom
do L3, az nakoniec, ak sa tidaj nenachaddza ani v L3, nacita ho z RAM. Pri
nac¢itani sa zaroveil udaje prekopiruju do nizgich arovni cache (napr. z RAM do
L3, z L3 do 1.2, z 1.2 do L1), tak, aby opakovany pristup k nim uz bol rychly. A
tu sa dostavame k podstatnej Casti: nebolo by efektivne, keby sme pri nacitani
skopirovali len 1 bajt, alebo 1 int (4 bajty). Pri kaZdom pristupe do paméte sa
prenasa cely blok pamdte, tzv. cache line, typicky velkosti 64 bajtov?. To ma
velmi citelné praktické dosledky!

Vyskiuisajte si nasledujici jednoduchy experiment: Zoberte si maticu N x N
(napriklad typu int) a zmerajte, kolko trvéa, ak budete jej prvky ¢itat riadok
po riadku; potom to porovnajte s pripadom, ked maticu &tate stipec po stpei;

2zavisi od architektiry, najnovsie poéitade uz maja aj 128 bajtové cache line
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nakoniec to porovnajte s pripadom, ked precitate vSetky prvky matice, ale v
ndhodnom poradi. V standardnom teoretickom modeli, kde predpokladame, ze
kazda zakladna operacia procesora trva konstantny ¢as, ma kazdy algoritmus
zlozitost N2, aviak v praxi bude medzi tymito troma prechodmi obrovsky roz-
diel.

Pri ¢itani po riadkoch vyuZivame cache najefektivnejsie. Do jednej cache line
sa zmesti 16 intov (32-bitovych) a vzdy po tom, ako precitame jeden, prec¢itame
aj d'alsich 15 nasledujucich, ¢o je takmer zadarmo. Naopak, ak ¢itame v nahod-
nom poradi, pri dostato¢ne velkej matici, ktora je mnohonasobne vicsia ako L3,
bude takmer kazdy pristup do paméite L3 cache miss a program pobezi radovo
sto-krat dlhsie.

Pri &ftani po stlpcoch zakazdym precitame 4 bajty zo 64 a prejdeme na d'alsi
riadok... Tu bude &as zavisiet od uloZenia v paméti: mdme maticu v jednom
velkom bloku paméte, alebo ju mame uloZent ako pole riadkov, kde kazdy jeden
riadok je samostatne naalokovany blok paméte? Napriklad v C++, mame sta-
tické pole int A[N] [N], alebo vector<vector<int>> A7 V tom prvom pripade
bude aj &itanie po stipcoch rychle vdaka tomu, Ze procesor je v tomto pripade
schopny predpovedat adresu nasledujiiceho pristupu (policko v rovnakom stlpci
ale o 1 nizSom riadku je o 4 x N bajtov dalej). Dalsf trik modernych procesorov
je tzv. prefetching — ak vedia dopredu predpovedat, ktora adresu v paméti bude
treba, mozu uz dopredu zacat nacitavat. Naopak, v druhom pripade, moéZze byt
kazdy riadok tplne inde a tazké predpovedat dalsi pristup do paméte.

Dodajme este, Ze ked uZ je cache pln, pri nacitani novych dat musime vzdy
nie¢o vyhodit, aby sme uvolnili miesto pre nové data. Ktoré udaje sa vyhodia
a vplyv na chovanie n4dsho programu sa tazko predpoveda — treba merat.

Ale vratme sa k transpozicii matic. Sok #2 by sme uz po tomto ivod me mali
vediet Tahko vysvetlit: Cas deleno N? je konstanta, avsak zatial¢o pre velmi
malé N < 256 sa celad matica zmesti do L1 cache, pre N > 1500 sa uz nezmesti
ani do L2 a pre NV > 2048 ani do L3 cache. S rastiicim N pribudaja cache missy
a to, Ze Cas na prvok matice stipne ,iba* na = 15-nasobok (z 0.4ns na 6ns)
je dokaz, Ze cachovanie eSte stale trochu funguje. Ak by sme predsalen chceli
pouzit idealizovany teoreticky model, kde kazda operacia ma jednotkova cenu,
museli by sme do tej ceny zapocitat, ze v najhorSom pripade pristupujeme aZz
do RAM, ¢o st desiatky nanosektnd. (O pripade, Ze sa data nezmestia ani do
RAM a pagingu niekedy inokedy.)

Skiisme teraz porozmyslat, ako algoritmus na transpoziciu matice zlepSit.
Pamaétajte, Ze je dané, ktoré dvojice poli¢ok treba vymenit, ale nie je dané, v
akom poradi V skutoc¢nosti je poradie pristupov do paméte to jediné, ¢o bu-
deme dalej menit. Pripomeiime, Ze v povodnom algoritme postupne preché-
dzame vsetky dvojice (7,7), priom vymiehame prvky A[i][j] <> A[j][¢]. Policka
(4,7) sice prechadzame po riadkoch, ¢o je dobre, ale tym padom pozicie (7,1%)
prechadzame po stlpcoch, ¢o je zle, lebo pri tom vyuZijeme iba 4/64 cache line.

Riesenie 2: Rozdelme maticu na bloky vel'kosti B x B. Postupne prechadzame
blok po bloku po riadkoch a kazdy blok A[éi..i + B — 1][j..j + B — 1] vymenime
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s (transponovanym) blokom A[j..j + B — 1][i..i + B — 1].

void transpose_block(vector<vector<int>> &A) {
int N = A.size();
int B = 64;
for (int k = 0; k < N; k += B) {
// transponuj blok [k..k+B][k..k+B] na uhlopriecke
for (int 1 = k; i < k + B && i < N; ++i)
for (int j =i+ 1; j <k + B && j < N; ++j)
swap(A[il [j1, A[jI1[il);
for (int 1 =k + B; 1 < N; 1 += B)
// transponuj blok [k..k+B][1l..1+B] <-> [1..1+B][k..k+B]
for (int 1 = k; i <k + B & i < N; ++i)
for (int j =1; j <1 + B & j < N; ++j)
swap(A[il[j1, A[F1[i1);

Prvé tri vnorené cykly riesia bloky na uhlopriecke (treba oSetrit zvlast),
nasledujice cykly vymienaju bloky so avymi hornymi rohmi (k,1) < (I, k).
Najlepsiu hodnotu B som zvolil skusmo.

4000

3500 ~

3000 A

2500 ~

time [ms]
= ¥
[¥;] (=)
(=] (=]
(=] (=]

1 1

1000
500 - //_/__/\
0 .
T T T T T T
0 5000 10000 15000 20000 25000

A teraz pozor... chvilka napétia... tento algoritmus sa umiestnil aZ na
trefom mieste! Oranzova ¢iara na grafe vyssie.
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To znamen4, Ze sa to da eSte lepsie

Co sa da este zlepsit? Nuz, zastavme sa pri otdzke, akt velkost bloku B
zvolit. Je moZné, Ze to zaleZi aj od toho, na ktoru droven cache sa pytame —
chceme minimalizovat pocet L1 cache missov? alebo 127 alebo L37

RieSenie 3: Skisme pouzit ti istt mySlienku eSte raz Maticu najskor rozde-
lime na velké bloky velkosti B x B. Maticu budeme prechédzat postupne po
velkych blokoch. Ked v8ak budeme vymienat A[z..x + B — 1][y.y + B — 1] &
Aly..y + B — 1][z..x + B — 1], spravime to tak, Ze ich najskor prerozdelime na
menSie bloky b x b, a tie budeme postupne vymienat.

Treba trochu zatat zuby a voila:

void transpose_block2(vector<vector<int>> &A) {
int N = A.size();
int B = 1040;
int b = 4;
for (int x = 0; x < N; x += B) {
for (int k = x; k < x + B && k < N; k += b) {
for (int 1 = k; i <k + b && i < N; ++i)
// transponuj blok [k..k+B] [k..k+B] na uhlopriecke
for (int j =i + 1; j <k + b && j < N; ++j)
swap(A[il [j1, A[F1[iD);
for (int 1 =k +b; 1 <x + B & 1<N; 1 += b)
// velky blok na uhlopriecke, maly blok mimo
for (int i = k; i <k + b && i < N; ++i)
for (int j = 1; j <1+ b && j < N; ++j)
swap(A[il [j], A[F1[iD);
}
for (int y = x + B; y < N; y += B)
for (int k = x; k < x + B && k<N; k += b)
for (int 1 =y; 1 <y +B & 1 < N; 1 += b)
// transponuj blok [k..k+B][1l..1+B] <-> [1..1+B][k..k+B]
for (int i = k; 1 <k + b && i < N; ++i)
for (int j =1; j <1 + b &k j < N; ++j)
swap(A[i] [j], A[jI1[iD);

Krésa. 6 vnorenych for-cyklov.

A ¢o sme dosiahli? Druhé miesto. Zelena ¢iara na grafe vyssie.

A7 sa za¢inam bat, ¢o bude nasledovat. Ako povedal klasik: ,, Do kedy my
takto chceme? Dokéédyyy?«

RieSenie 4: Nebojte sa, nejdem pisat troj-troviiové riesenie (velke, stredné,
malé bloky) s 6smimi vnorenymi for-cyklami. Kdeze. Ked uz, tak ideme all in.
Myslienku delenia na bloky pouzijeme rekurzivne!
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Ako transponujeme N x N maticu A? Rozdelime ju na Styri podmatice

N N.
2 X9

(B C . r (BT DT
A= (D E) a transponujeme: Al = <C’T 5T )

V&imnite si, Ze podmatice B a E na diagonale sa iba transponuji, C' a D sa
transponuji a navzajom vymenia. Ako? Rekurzivne: opét sa rozdelia na Styri
podmatice a tie sa vymienaja a transponuji. Takto pokracujeme v rekurzivnom
deleni, kym sa nedostaneme na dostato¢ne malé maticky, ktoré vymenime a
transponujeme klasicky dvoma for-cyklami.

void transpose_rec(const int N, vector<vector<int>> &A,
int B, int 10, int jO) {
if (B <= 4) {
if (10 == jO) {
for (int i = i0; i < i0 + B && i < N; ++i)
for (int j =i + 1; j < i0 + B && j < N; ++j)
swap(A[il [1, A[F1[i1);
} else {
for (int i = i0; i < i0 + B && i < N; ++i)
for (int j = jO; j < jO + B && j < N; ++j)
swap(A[il[1, A[31[i1);
}
} else {
int h = B / 2;
transpose_rec(N, A, h, i0, jO);
transpose_rec(N, A, B - h, i0 + h, jO);
if (i0 !'= jO) transpose_rec(N, A, B - h, i0, jO + h);
transpose_rec(N, A, B - h, i0 + h, jO + h);
}
}

transpose_rec(N, A, N, 0, 0, 0, 0);

Déamy a péani, toto je naSe vitazné rieSenie, ¢ervena ¢iara na grafe vyssie.
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Obr. 2: Transponovanie matice 16 x 16: a) po riadkoch a b) po blokoch 4 x 4.
Os z zlava doprava predstavuje pamét, os y zhora nadol predstavuje ¢as. Na
obrazku je zobrazeny priebeh algoritmu: kazdé ¢ierna bodka znamena pristup
do pamite, Sedy obdlznik znazoriiuje cache miss a nacitanie cache line. V tomto
hrackarskom priklade mame cache line dlzky 8 prvkov a cache ma kapacitu 8
cache line. Jednotlivé rieSenia spdsobia postupne 115 a 50 cache missov.
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Obr. 3: [pokracovanie| Transponovanie matice 16 x 16: ¢) dve urovne blokov

4 x4 a 8 x 8, d) rekurzivne. Tiero rieSenia spoésobia postupne 46, respektive 44
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