Binomialna halda

Binomialnu haldu vynasiel Jean Vuillemin v roku 1976. V praxi sice ¢asto pre-
hrava s oby¢ajnou binarnou haldou (najmé kvoli vaésim konStantam skrytym v
O-notéacii), no mé jednu unikatnu schopnost: dokaze efektivne zlacit dve haldy v
logaritmickom ¢ase, na rozdiel od klasickej binarnej haldy, ktora na to potrebuje
lineadrny cas.

Pre nas st binomialne haldy zaujimavé najméa ako odrazovy mostik na ceste
k sofistikovanejsim Strukturam, konkrétne k Fibonacciho halde, ku ktorej sa
postupne prepracujeme v dalSej kapitole.

Binomialne stromy

Zakladnym stavebnym prvkom binomialnej haldy je binomidlny strom. Bino-
mialny strom radu k (oznacujeme By) definujeme rekurzivne:

e By je strom s jedinym vrcholom,

e Bj1 vznikne tak, Ze zoberieme dva stromy By a jeden z nich pripojime
ako najlavejsie dieta korena druhého.

Takto vyzeraji binomélne stromy radu 0 az 4:

7 definicie vieme hned odvodit niekolko doéleZitych vlastnosti: Binomiéalny
strom radu k mé

e presne 2* vrcholov,
e vysku k,

e a deti korena tvoria (zlava doprava) stromy radu By_1, Bi—2,. .., Bo.
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V kazdom vrchole binomialneho stromu je uloZeny prave jeden prvok haldy.
Okrem toho budeme vyzadovat, aby bol kazdy binomialny strom haldovito uspo-
riadany: kIa¢ vo vrchole je vzdy mensi alebo rovny kIiéom vSetkych jeho deti (a
teda aj vSetkych potomkov). Z tohto min-heap invariantu vyplyva, Ze najmensi
prvok celého stromu sa nachadza vzdy v jeho koreni.

Struktara binomialnej haldy

Binomiélna halda s n prvkami sa sklad4 z viacerych binomialnych stromov. Ako
presne? Kazdy binomialny strom mé velkost rovnd mocnine 2, potrebujeme teda
z mocnin 2 ,poskladat” ¢islo n. ..

Vezmime napriklad n = 41. V bindrnom zapise je to 101001, pretoze ¢islo
41 vieme jednoznagne rozlozit na stcet mocnin dvojky:

41 =324+8+1=2°+2%+4+20

Binomiélnu haldu so 41 vrcholmi preto moézeme poskladat zo stromov Bs, B3 a
By (velkosti 2°, 23 a 20, spolu 41 vrcholov).
Podobne napriklad n = 75 ma binarny zapis 1001011, lebo

T5=64+8+2+1=204234290 420

Halda s n = 75 vrcholmi preto obsahuje stromy Bg, Bs, B a By.

Vo vSeobecnosti mozeme binomidinu haldu definovat ako zoznam niekol’kych
binomialnych stromov B;, pricom kazdy z nich mé ing rdd i. Vdaka tejto vlast-
nosti ma binomiélna halda s n vrcholmi vzdy pevne uréeny tvar, ktory priamo
zodpovedé bindrnemu zapisu Cisla n: ak je k-ty bit zapisu rovny 1, halda obsa-
huje strom By; ak je rovny 0, strom By sa v halde nenachadza.

7 tejto suvislosti vidime, Ze binomialna halda s n prvkami obsahuje najviac
log, n stromov a ich rady sa pohybuji od 0 po [log, n|. KedZe vyska kazdého
stromu sa rovna jeho radu, aj vyska stromov je nanajvys logaritmicka. To je
dolezité, pretoZe vietky zakladné operacie s binomialnou haldou maju zloZitost
amernt bud poctu stromov, alebo ich vyske, teda v najhorsom pripade O(logn).



Spajanie hald
Spéajanie dvoch binomialnych hald prebieha velmi podobne ako s¢itanie ¢isel v
dvojkovej sustave. Ukazme si to na priklade 41 + 75:

101 0 01
+ 1 00 1 011
1110100

Zaginame sprava: 1 + 1 je 2, takze do vysledku zapiSeme 0 a prenesieme 1 do
vysgieho radu. Na dalSej pozicii mame 0 + 1 4 prenesena 1 = 2, takze opéat
zapiSeme 0 a prenesieme 1 dalej. Takto pokrac¢ujeme, kym neséitame vietky
bity oboch ¢isel.

Pri spajani binomialnych hald postupujeme analogicky, len namiesto s¢itania
bitov porovnavame a pripadne spdjame binomialne stromy. Ak sa na urcitej
,pozicii“ stretnii dva stromy rovnakého radu, zlicime ich do jedného stromu
o jeden rad vadsieho. Pri zladeni porovname kluce v korehoch a vacsi koren
zavesime pod mensi, ¢im zachovidme min-heap invariant. Novovzniknuty strom
sa posunie na dalSiu poziciu presne tak, ako sa pri bindrnom sc¢itani prenasa
jednotka do vysgieho radu.

Tu je priklad zlu¢enia dvoch Bs stromov do jedného Bs:
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Kedze 3 < 7, mensi kI'i¢ ostava v koreni a vrchol 7 pripojime pod neho. Tato
operacia trva len konstantny ¢as — vyzaduje len jedno porovnanie a upravu
niekolkych smernikov.

Vezmime ako priklad dve haldy velkosti n = 41 a n = 75. UZ vieme, Ze
sa budua skladat z binomalnych stromov (Bs, Bs, Bg) a (Bg, Bs, B1, Bp).
Spajanie prebehne nasledovne (pozri tiez obr. 1):

merge H1 — B5 — Bg — — BO
a H2 BG — — Bg — Bl BO
V}'Isledok B6 B5 B4 — BQ — —

Rad 0: Obe haldy obsahuju stromy By — zlu¢ime ich na B; a prenesieme do
vysSieho radu,

Rad 1: By z druhej haldy + preneseny By — zla¢ime na By a prenesieme do
vyssieho radu,



Obr. 1: ,S&tanie” binomialnych hald (Bs, Bs, Boy) a (Bs, Bs, Bi, By). Vy-
sledkom je (Bﬁ, 1357 B4, Bg)

Rad 2: Bs v povodnych haldach nie je — vo vysledku ostane preneseny Bs,
Rad 3: obe haldy maju B3 — zlac¢ime na B4 a prenesieme

Rad 4: B4 sa inde nenachadza — vo vysledku ostane preneseny By,

Rad 5: Bj je len v prvej halde — ostava vo vysledku,

Rad 6: Bg je len v druhej halde — ostava vo vysledku.

ZloZitost. Pri zludovani prechaddzame iba zoznam korefiov oboch hald a tych
je len logaritmicky vela. Kazdy krok spajania (porovnanie dvoch korehiov a
pripadné zlacenie stromov rovnakého radu) trvad pri vhodnej reprezentacii v
paméti konStantny ¢as (implementa¢né detaily prenechame ako cvicenie ctenym
Citatelom). Celkova ¢asova zloZitost spajania je preto O(logni +logns), kde ny
a no su velkosti spajanych hald.

Ostatné operacie

Vsetky ostatné operécie binomialnej haldy uz st jednoduché a vieme ich reali-
zovat pomocou spajania.



Vlozenie prvku (insert). Na vloZenie nového prvku z vytvorime binomialnu
haldu obsahujticu jediny vrchol (Bg s prvkom z v koreni), a tiito jednoprvkovi
haldu zla¢ime s povodnou. Casova zlozitost vlozenia je O(logn).

Najdenie minima (get-min). Najmensi prvok sa vzdy nachadza v jednom
z korefiov binomiédlnych stromov. Sta¢i teda prejst v8etky korene a vybrat ten s
najmensim kl'a¢om. KedZe korefiov je najviac log, n, hladanie trva O(logn).
Efektivnejsia moZnost je udrziavat spolu s haldou aj smernik na korefi s mini-
mom a pri operaciach, ktoré ho mézu zmenit, smernik aktualizovat. Takto vieme
najst minimum v konstantnom ¢ase, kedze vysledok bude vzdy predpoéitany.

Odstranenie minima (extract-min). Vezmeme korefi s minimalnym kl'a-
¢om a odstranime ho. Jeho deti st rézne binomialne stromy nizs$ich radov —
spolu teda tvoria haldu, ktort néasledne jednoducho zla¢ime s pé6vodnou haldou

(pozri obr. 2). Vysledna ¢asova zlozitost je O(logn).

Znizenie kl'dda (decrease-key). Ak chceme zmensit kI'a¢ v niecktorom vr-
chole, nahradime ho mensou hodnotou a ,prebubleme” ho nahor (podobne ako v
klasickej binarnej halde). To znamen4, Ze opakovane vymiehame vrchol so svo-
jim rodi¢om a stupame nahor, aZz kym nenarazime na rodic¢a s mensim kli¢om
alebo sa nedostaneme az do korefia. Tymto obnovime min-heap invariant.

Vyska stromu radu £ je k, pricom najvacsi mozny rad v halde s n prvkami
je |logym|. Preto je ¢asova zlozitost operacie O(logn).

Zhrnutie

Operacia  Casova zloZitost

insert O(logn)
merge O(logny + logna)
get-min o(1)
extract-min O(logn)
decrease-key O(logn)

Leniva binomialna halda

Spéajanie v logaritmickom ¢ase je uz samo osebe velky pokrok. Natiska sa vSak
otazka: nedalo by sa to eSte rychlejgie? Na prvy pohlad to znie nerealne — zoznam
korefiov mé predsa logaritmickd dlzku a pri spajani ho musime cely prejst.
Ukéaze sa v8ak, Ze ak si dovolime trochu ,,porusit poriadok® a ¢ast préace odlozime
na neskor, vieme merge (a teda aj insert) vykonat dokonca v konstantnom
amortizovanom case.

Zékladné myslienka je jednoduché: pri klasickej binomiélnej halde sa korene
stromov pekne usporiadané a kazdy strom ma ing rdd. Pri spajani vzdy okamzite
Lsupraceme vsetky kolizie — ak sa stretnii dva stromy rovnakého radu, zluc¢ime
ich do jedného stromu s vys$im radom.
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Obr. 2: Odstranenie minima: korefi s najmensim kl'a¢om sa odstrani. Jeho pod-
stromy tvoria samostatni haldu, ktort zluc¢ime s povodnou. Skuska spravnosti:
v dvojkovej stustave 11100 — 1 = 11011, takZe ak z (B4, Bs, Bs) odstranime
jeden vrchol a upraceme, ostane nam (By, Bs, Bi, By)
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Obr. 3: Spojenie dvoch lenivych hald: jednoducho spojime dva zoznamy. Mini-
mum vyberieme porovnanim predpocéitanych minimim H; a Hs.

V lenivej verzii vSak na toto upratovanie nemame ¢as. Pri spajani jednodu-
cho pripojime zoznam korenov druhej haldy k zoznamu prvej a upratovanie od-
lozime na neskor. Ak haldy reprezentujeme ako spdjané zoznamy binomialnych
stromov, celé spajanie sa obmedzi na nastavenie zopar smernikov, ¢o zvladneme
v konstantnom case.

Tato stratégia mé vSak svoju cenu: V halde sa mozu nachadzat viaceré
stromy rovnakého radu (pozri obr. 3). gpeciélne ak do haldy vlozime n novych
prvkov, vznikne nam retaz n koreiov (pozri obr. 4). Ak zaciname z préazdnej
haldy, dostaneme vel'mi degenerovanii verziu ,,binomialnej haldy*: vietky stromy
maji nulovi hibku, nulovy rad a pocet korefiov je linearny. Takato struktira je
v podstate oby¢ajny spajany zoznam.

,No moment. Ale ako potom efektivne vyberieme minimum?“ moze napad-
nut pozorného Citatela. Dobra otazka! Pri odstraneni minima totiz musime najst
novy najmensi prvok, ¢o v pripade spajaného zoznamu korefiov znamena line-
arny prechod. Znamena to, Ze sme prisli o logaritmicka zloZitost pre tato kla-
¢ovi operaciu prioritnej fronty?

Odpoved znie: nie tak celkom. Prisli sme sice o logaritmicky ¢as v najhorgom
pripade, no ukazeme si, ako dosiahnut, Ze operécia extract-min zostane rychla
z amortizovaného hladiska.

KedZe pri extract-min aj tak musime prejst vSetky korene, aby sme ur-
¢ili nové minimum, vyuZijeme tento nevyhnutny linedrny prechod rovno aj
na upratovanie. Po¢as neho postupne pozlu¢ujeme stromy rovnakého radu do
vacsich, ¢im obnovime tvar klasickej binomialnej haldy. Vysledkom je, Zze po
naroénom prvom upratovani je halda opét ,v poriadku“ a nasledujice opera-
cie extract-min, spojené s upratovanim a hladanim minima, uZ prebiehaju
omnoho rychlejsie.

Napriklad ak vlozime n prvkov a nasledne n-krat vyberieme minimum, vSetky
vkladania zabertu konstantny ¢as. Prvy vyber spolu s upratanim trva linearny
¢as, no kazdy dalsi uz len logaritmicky ¢as. Vsimnite si, Zze takyto pristup je
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Obr. 4: Lenivé vkladanie prvkov. KedZe upratovanie odkladame na neskor,
vznika neutriedeny spajany zoznam korenov.

pravdepodobne aj prakticky rychlejsi: namiesto n-krat [vloZenie s upratanim]
spravime len [n-krat vloZenie| a jedno vel'ké upratovanie. Po¢as prvych n rych-
lych operécii si stihneme ,nasporit” dostatok kreditov, ktorymi potom zaplatime
jednu drah8iu operaciu. Samozrejme, jeden priklad eSte nie je dokaz. V nasle-
dujicej sekcii si ukdzeme poriadny dokaz, Ze merge ma amortizovana zlozitost
O(1) a extract-min O(logn), a to pre l'ubovolni postupnost operacii.

Este predtym neZ sa do toho pustime, sktuste si rozmysliet, ako toto upra-
tovanie implementovat v ase linedrnom od poc¢tu korenov. Uvedomte si, Ze
viacero korefiov moze mat rovnaky rad a mozu byt I'ubovolne rozhadzané po
celom zozname.

Amortizovani analyza

Veta 1. V lenivej binomidlnej halde maji operdcie nasledujicu amortizovani
zloZitost:

o insert a merge — O(1),
o extract-min — O(logn).

Najskor si ukdzeme doékaz pomocou tGétovnickej metoédy a nasledne ho pre-
rozpravame re¢ou potencialovej analyzy.

Predstavme si, Ze za kazdu vykonant jednotkova préacu platime 1$ (t.j. 1$
pokryje O(1) ¢asu). Za kazdu operaciu dostaneme ur¢ity pocet dolarov a nasou
tlohou bude ukézat, Ze tieto peniaze vidy postadia na zaplatenie vSetkej prace
a nikdy sa nedostaneme do minusu. Pripomenime, Ze pri amortizovanej analyze
nemusime minat v8etky peniaze hned — ¢ast si moéZeme odlozit na neskor, aby
sme Nou pokryli nadklady pomalSich operéacii.
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Pow\ocv\é pole,

velkest: 1 2 ¢ 8 16 32 64 ..
ranki 0 1 2 3 4 5 6 ..

a)
velkost: 1 2 ¢ 8 16 32 64
rank: 0 1 2 3 4 5 6
b)
velkost: 1 2 ¢ 8 16 32 64 ..
ranki 0 1 2 3 4 5 6 .
<)

upratana Zast ete treba uprata'ﬁ

Obr. 5: Upratovanie
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B Dokaz #1. Ukazeme, Ze ak za kazdt operaciu dostaneme nasledovné mnoz-
stvo penazi:

e za insert 29,
e zamerge 1% a
e za extract-min dostaneme 2|lgn] + 1 dolarov,

dokaZeme nimi pokryt vSetku potrebni pracu.
Pri u¢tovani sa budeme opierat o nasledujuci invariant:

Invariant. Kazdy koren ma vzdy odloZeny 1$ na buduce upratovanie.

Operacia merge. Spojenie dvoch zoznamov a vyber nového minima zaberie
len konStantny ¢as. Tuto pracu zaplatime z prideleného 1$. Invariant ostéva
automaticky zachovany, pretoze kazdy koren mal uz pred operaciou a stale ma
svoj 1$ odlozeny.

Operacia insert. Vytvorenie nového vrcholu a jeho pripojenie ako korena
trva O(1). Jeden prideleny dolar zaplati za tato pracu, druhy uloZime na tcet
nového korena, aby sme zachovali invariant.

Operacia extract-min. Rozdelime ju na tri fazy:

1. Odstrdanenie minima. Odstranime koren s najmensim kl'icom a jeho deti
vloZzime medzi ostatné korene. Tento krok zaplati odstraneny koren zo
svojho odlozeného dolara.

2. Prispevok novym koreriom. Kazdé dieta sa stane novym korefiom, preto
mu vloZime na ucet 1$. Spolu takto prerozdelime najviac |lgn]| dolarov.

3. Upratovanie. Nech t je pocet korenov pred upratovanim. Celé upratovanie
trva cas O(t), respektive stoji t dolarov.

Ozna¢me { pocet korefiov, ktoré sa pripoja pod iné a r je pocet tych, ktoré
ostant korefimi. Zjavne t = £ 4 r.

Kazdy z tych ¢ koretiov ma ulozeny 1%, a kedZe po upratani uz korefimi
nebudi, tieto peniaze mozeme pouzit na zaplatenie préace. Jednu cast upra-
tovania teda pokryje halda sama zo svojich uspor.

Po upratani zostane najviac r < [lgn]| < |lgn] + 1 korenov. To je tak
malo, ze tiuto druhi cast vijdavkov méZeme pohodine uhradit z penazi, ktoré
sme dostali na samotni operdciu.

Prva faza sa zaplati sama, na nové korene prispievame najviac |lgn| dolarov
a samotné upratovanie pokryjeme z odloZenych dolarov odchadzajtcich korenov
plus z d'alsich najviac |lgn| + 1 dolarov pridelenych na operaciu. Preto celkovo
postadi 2|lgn]| 4+ 1 dolarov vyc¢lenenych pre extract-min.



11

Tym je dokdzané, %e pridelené rozpocty (2$ na insert, 1$ na merge a
2|lgn| + 1 na extract-min) posta¢uju na zaplatenie vSetkej prace a pritom
sa invariant vzdy zachovéva. U

Dokaz uétovnickou metodou je velmi nazorny, pretoZe si vieme presne odsle-
dovat kam sa kazdy dolar uloZi a na ¢o sa neskor pouzije. Podme si viak ukéazat
ten isty dokaz v jazyku potencidlovej metody.

Pripomefime, Ze amortizovant zloZitost poé¢itame ako skutoénu zloZitost plus
rozdiel potencialov. Potencial ®(H) si moZzeme predstavit ako celkovi sumu na-
Setrenych dolarov v danej chvili: ak potencial rastie, Setrime, ak klesa, znamena
to, ze pracu platime z tuspor. Doélezité je, ze potencial datovej struktary vzdy
za¢ina na nule (pri prazdnej halde) a nikdy nesmie klesnit pod nulu — inak by
sme minuli viac, nez mame na ucte.

B Dokaz #2. Zvolme si potencial haldy ®(H) ako pocet binomidlnych stro-
mov, teda pocet korenov.

Operécia merge mé Tuutosny = O(1) a A® = 0; insert ma Tskutoeny =
O(1) a AP = +1 (pribudne novy koren). Obe tieto operacie teda trvaja O(1)
amortizovane.

Pri extract-min, nech ¢,,0q 0znacuje pocet stromov na zaciatku a t,, pocet
stromov na konci operacie.

Skutoény ¢as operacie je

Tskutoény = O(tpred + 10g ﬂ),

pretoze k povodnym tpreq stromom moze pribudnat najviac logn deti odstra-
neného korefia a vetky tieto stromy je potrebné pocas upratovania spracovat.
Zmena potencialu je
AD = (tpo — tpred)$~

Amortizovany cas je teda
Tamort - Tskutoény + Ad = O[(Ep‘té+ IOg n) + (tpo 7%@/)] = O(log n)a

za predpokladu, Ze 1$ postaci na zaplatenie O(1) instrukcii. Po¢et stromov ¢preq
sa vyrusi a zaroven plati t,, < logn. O

Zhrnutie

V &asti o lenivej binomialnej halde sme videli, Ze klasicka §truktiru mozno dalej
zefektivnit. Kym pri beZnej binomialnej halde trva spajanie O(logn) (¢o je uz
samo o sebe pokrok oproti binarnej halde), stale to nie je idealne. Myslienka
lenivého pristupu je jednoducha: spajanie spravime okamzite v ¢ase O(1), ale
,2upratovanie® (zla¢enie stromov rovnakého radu) odlozime na neskor.

Takto sice ziskame O(1) ¢as pre operacie merge aj insert, no v halde sa
hromadi neporiadok (viaceré stromy rovnakého radu). To znamend, Ze neskorsie
upratovanie moze stat az linearny ¢as. Z amortizovaného hl'adiska sa v8ak ukaze,
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4 PPPPDRE .. 9B ®
pred: DOV DD- CBB@ R

pripojené deti @@@@@@X@
min koreXa, >0 DD-

pred upratanim:

19

PO:
#stromov realna praca vyuctovanie

pred: 20 odstranenie minima 1$ zaplati samotny koreii

+ pripojenie deti: 1$ 5% z penazi na operaciu

vlozime detom na ucet
po pripojeni deti: —145=24 upratovanie 218 zaplatia byvalé korene

+ najdenie minima: 24$ 3$ zaplatime z penazi na operaciu
po upratani: —-21=3
spolu: 253 8% z petniazi na operaciu

17$ z naSetrenych penazi

Obr. 6: Konkrétny priklad operéicie extract-min spolu s vyuctovanim. Na
vstupe je halda s 19 stromami radu 0 a jednym radu 5 (spolu 19 + 2° = 51
vrcholov). Po odstraneni minima a pripojeni jeho 5 deti (1$) bude treba upra-
tat 24 binomialnych stromov. Realna praca teda stoji 25$. Na operaciu vsak
dostaneme pridelenych iba 2|lgn| + 1 = 133. Klucové je, Ze polet stromov
klesne z 20 pred operaciou na iba 3 po nej. Rozdiel 17 stromov predstavuje 17
naSetrenych dolarov, ktoré vieme pouZit na zaplatenie zvysku.
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7e cena je iba logaritmicka: pred kazdou drahou operaciou predchadzalo vela
lacnych, takze si dokdZeme potrebné zdroje postupne ,nasetrit”.

Leniva binomialna halda je pekny priklad toho, Ze ak si dovolime odlozit ¢ast
prace na neskor a pozrieme sa na zlozitost z pohladu amortizovanej analyzy,
mozeme ziskat podstatne rychlejsie priemerné ¢asy operacii, ako keby sme sa
snazili Strukturu neustéle udrziavat uplne upratani.

A to nie je v8etko. V nasledujucej kapitole sa pozrieme na to, ako zlepgit
operaciu decrease-key.

Operacia  Binomialna halda Leniva binomialna halda

insert O(logn) 0(1)

merge O(logny + logns) 0(1)

get-min O(1) 0(1)
extract-min O(logn) O(log n) amort.

decrease-key O(logn) O(logn)



