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Teoria — Union Find

motivacia: Kruskalov algoritmus pre najlacnejSiu kostru, kde potrebujeme vedief dynamicky
pridéavat hrany do grafu a zistovat, ¢i st dané dva vrcholy v jednom komponente stvislosti,
teda ¢i existuje cesta, ktord ich spaja
trochu abstraktnejsie: na zaciatku mame n prvkov, kazdy v jednoprvkovej mnozine; chceme
vediet:

— find(x) — zisti meno (jedinej) mnoziny obsahujtcej x.

— union(A,B) — nahradi mnoziny A a B ich zjednotenim AU B

e jednoduché riesenie: kazdi mnozinu reprezentujeme ako strom, koren je reprezentant mnoziny
e find(x) ndajde koreil; union(x,y) najde korene stromov s z a y — ak s v tom istom strome,

tak ni¢, inak napoji jeden koren pod druhy

e nevyhoda: find trva ¢as timerny dlzke cesty a t4 moze byt v najhorom pripade az linedrna
e vylepsSenie #1, union by rank: rank vrcholu je na zaciatku nula, union napoji stroj s mensim

.....

indukciou sa Tahko dokéaze, Ze:

— strom s rankom r méa vysku najviac r

— strom s rankom r méa aspon 2" vrcholov

— teda rank r moze mat najviac n/2" vrcholov
z toho vyplyva, Ze max. rank je lgn, ¢o je zaroveii max. hibka vrcholov a teda ¢asova zlozitost
klesne na O(lgn)
rank vrcholu je na zaciatku nula, potom sa zvySuje, kym je koren a pripajaju sa k nemu stromy
s rovnakym rankom, az sa mozno vrchol napoji pod iny koren a odvtedy sa jeho rank uz nemeni
vylepSenie #2, path compression: vo find ked ndjdeme koreti, prejdeme celt cestu eSte raz a
napojime vsetky vrcholy na ceste priamo pod koreni
asymptotickd zlozitost jedného findu sa nezmeni (Gas sa mozno zdvojndsobi), zato cesty sa
buda skracovat

int p[1000]; // ak pl[x] > 0, plx] je otec x; ak plx] <= 0, rank(x) = -pl[x]
int find(int x) {

}

if (plx] <= 0) return x; else return p[x] = find(p[x]);

int union(int x, int y) {

int rx=find(x), ry=find(y); // korene

if (rx == ry) return;

if (plrx] == plryl) { plrxl=ry; plryl--; }
else if (plryl < plrxl) plrxl=ry;

else plryl = rx;

zlozitost jednej operacie je stdle O(log n) v najhorsom pripade, preto m operécii trva O(mlogn)
ukaZeme si, ze tento odhad je dost pesimisticky a kazdd postupnost m operacii trva najviac
O((m +n)log™ n)

iterovany logaritmus (log* n) je podet stladeni tlacitka lg na kalkulacke, kjm nedostaneme &islo
<1

n ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 16 ‘ 216 ‘ 965536 ‘ 2265536
log*n‘0‘1\2\3‘4‘ 5 ‘ 5
log™ je velmi pomaly rastica funkcia (hoci rastie do nekoneéna)



1.

pre porovnanie po¢et atémov v pozorovatelnom vesmire sa odhaduje medzi 1078 a 1082

Tarjan a Leeuwen dokézali, Ze skutoénd zlozitost je O(n+ma(n+m,n)), kde « je tzv. inverzna
Ackermannova funkcia, ktoréd rastie eSte ovela pomalSie, ale pre velké n rastie do nekonecna;
ukézali tiez, Ze toto je aj dolny odhad a teda m operéacii union findu dokdzatelne netrva linedrny

.....

1 Analyza

rozdelme vsetky ranky na ,poschodia“: dve Specialne spodné poschodia pre ranky 0 a 1 a dalej

ranky v rozsahu (1,2], (2,4], (4,16], (16,216], (216,265536] .

vo vieobecnosti (okrem spodnych dvoch) budeme mat poschodia s rozsahom rankov (k,2%] ...
. k

a nasledovat bude poschodia (2", 22]"], (2216,222 |, .. teda rozsahy exponencidlne rasta

z toho vyplyva, Ze poschodi je < log* n + 2

hovori sa, ze ,¢as st peniaze“; my budeme mat Zetény, ktorymi budeme platif za vypocty; 1
zetén = O(1) ¢asu

e dokézeme, ze pomocou O((n + m)log™ n) zeténov vieme zaplatit vietky operacie
e jetony si rozdelime na dva druhy:

— F-Zet6ény — na kazdy find si vyhradime log* n + 3 Zetény (spolu O(mlog* n))

— P-zetény — kazdy vrchol, ktory Posttipi na Poschodie (k, 2*] dostane Prispevok 2% zeténov;
uz sme si povedali, Ze rank k dosiahne len n/2* vrcholov a teda na jedno poschodie nam
staci (n/2F) x 28 = n zeténov; kedZe poschodi je O(log* n), dokopy potrebujeme O(n log* n)
Zetonov

stac¢i dokézat, Ze ked budeme so Zeténmi rozumne hospodarit, vystacia ndm; hospodérit budeme
nasledovne:

— ¢as, ktory potrebuje funkcia find je tmerny dizke cesty ku koreiu; za kazdy prechod po
hrane (pointeri) musime zaplatit

— za prvé dva skoky a za posledny skok do korefia a pracu v nom zaplatime troma F-zeténmi

— za kazdy prechod od « ku p[z], kde p[z] je na vy$Som poschodi ako x zaplatime F-Zeténmi
(kedZe poschodi je log™ n, vystafia ndm)

— naopak, ak x aj p[z] s na rovnakom poschodi, zaplati to x zo svojich P-Zeténov (tych,
ktoré dostal, ked posttpil na dané poschodie)

e ostava zdovodnit, ze P-Zetény ndm vystacia
e vSimnime si, ze ak vrchol = plati, p[z] nie je korenl (lebo posledny skok platime F-Zeténom)

.....

rank otca x
ked teda pri kompresii napojime x priamo pod korenl, tak rank p[x] bude asporti o 1 v&¢si ako
predtym

o elte raz: vzdy, ked x zaplati svojim P-Zeténom, rank p[x] sa zvysi
e ale po < 2F krokoch sa uz p[r] dostane na vyssie poschodie ako z — a odvtedy uz vsetky

prechody z x na p[z] platime F-Zeténmi; takze P-Zetény ndm vystacia

Prax — Transpozicia matice

e majme §tvorcovii maticu N x N, chceme ju transponovat (preklopit podla hlavnej diagonaly)
e ako na to?
e nie je predsa ni¢ jednoduchsie:

const int N = 1000;
int m[N] [N];

void transpose() {

for (int i=0; i<N; ++i)



for (int j=i+1; j<N; ++j)
swap(m[i][31, m[j1[iD);
}

e zlozitost: zjavne O(N?), takze graf bude vyzerat nejak takto:
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o SOK #1: existuju lepsie algoritmy

o SOK #2: nas kéd je modra ¢iara; vlavo pre N < 4000, vpravo do 25000; éas v ms
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e to isté, ale ¢as deleno N? — to by mala byt konstanta (¢as v ns):
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e preco to stipa? preco to nie je konstanta?
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e SOK #3: aj hentie grafy st po odstraneni drobnej/pomerne rafinovanej chyby; v skutoénosti
graf pre nas kéd vyzera asi takto (vlavo v ms celkovy ¢as; vpravo v ns delené N?):
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e ¢o maju znamenat tie Spicaté vykyvy???



