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1 Uvod

RMQ (range minimum query — hladanie minima v intervale):
— dané je pole A[0,...,n — 1]
— chceme si ho predspracovat tak, aby sme pre Tubovolni dvojicu 4,7 vedeli rychlo povedat
rmq(4, j) = argmin; <, ; A[K]
jednoduché riesenia:
— ziadne predspracovanie, query v O(n)
— predpoé¢itame kazda dvojicu — O(n?) pamit aj predspracovanie, O(1) query
— intervalovy strom — O(n) pamiit a predspracovanie, O(logn) query
da sa to lepsSie?
ano: netreba predpoéitat kazda dvojicu; staéi intervaly dizky 2%;
— Tubovolny interval totiz vieme zlozif z dvoch (prekryvajcich sa) intervalov dizky 2*
— O(nlogn) pamit a predspracovanie, O(1) query (tento trik funguje vdaka tomu, Ze min je
idempotentna operacia)
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dé sa to este lepsie?

LCA (lowest common ancestor — najnizsi spolo¢ny predok):
— dany je strom
— chceme si ho predspracovat tak, aby sme pre Tubovolnu dvojicu vrcholov x, y vedeli rychlo
néjst ich lea (najnizsi vrchol na spolo¢nej ceste od korena ku z aj y)
jednoduché riesenia:
— ziadne predspracovanie, query v O(n)
— predpoé¢itame kazd dvojicu — O(n?) pamit aj predspracovanie, O(1) query
da sa to lepSie?
ano: pre kazdy vrchol si predpocitajme jeho hibku a logn pointrov — skok o 1, 2, 4, 8, 16,
... hore
— query: najskor vyskaceme z hlbSieho vrcholu na troven toho vysSie, nasledne binarnym
vyhladdvanim najdeme najhlbsi spolo¢ny vrchol
— presnejsie: skiisime sko¢it z x aj y do polovice cesty ku koreriu; ak sa dostaneme na spolo¢ny
vrchol, lca je toto, alebo nieco nizsie — preto si vrchol zapamétame, vratime sa a sktsime
skoCit menej; ak sa dostaneme na dva roézne vrcholy, premiestnime sa tam a zmensime
velkost skoku o polovicu
— O(nlogn) pamit a predspracovanie, O(logn) ¢as
e da sa to este lepsie??

e spoiler: obidve tlohy sa daju vyriesit v O(1) éase, O(n) pamit a predspracovanie
e a v skuto¢nosti maji obe tlohy viac spolo¢ného, ako sa na prvy pohlad zda



2  Vzfah RMQ a LCA

2.1 RMQ — LCA

e pre dané pole A vyrobme Kartézsky strom, t.j.
— korenl bude ming<y<n A[k] (resp. niektoré z minim)
— lavy podstrom budi vrcholy v poli nalavo,
— pravy podstrom budi vrcholy v poli napravo

e tento strom je halda a inorder prechod da pévodné pole
e navyse, ak ocislujeme vrcholy stromu podla indexov v poli, tak:

rmq(i, j) = lea(i, j)

e tato redukcia sa d& spravit v linedrnom dase:
— prechadzame pole A zlava doprava
— ak prichadzaju stale vicsie prvky, pripajame ich k ceste
— ked pride mensi prvok, potrebujeme vyjst vyssie, kym nenarazime na nie¢o mensie a upravit
hrany takto:
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— mozeme si predstavif, Ze vrcholy na ceste z korena stale doprava mame na stacku, ktory
push-ujeme a pop-ujeme
— kazdy prvok najviac raz push-neme a raz pop-neme, preto je algoritmus linearny

2.2 LCA — RMQ

e pre dany strom 7" spravme inorder prechod a pozna¢me si hibky vrcholov, potom

lea(i, j) = rmq(i, j)

e vSimnime si vSak eSte Cosi zaujimavé: vysledna tloha RMQ je pole len s ¢islami od 0 po n

e ba ¢o viac, namiesto inorder prechodu mézeme spravit Eulerovski cestu (predstavte si, Ze idete
okolo stromu)

e kazdy prvok tak zapiSeme aspon dvakrat, na druhej strane dostaneme pole, kde sa susedné
prvky sa li$ia iba o +1 (tzv. RMQ=1 tloha)

e tzn. fubovolné pole A vieme pomocou redukcii RMQ — LCA — RMQ=1 zmenit na pole, kde
sa prvky lisia len o +1, ale pozicia minima (argmin) je pre kazdy interval rovnaka



Euler Tour

An euler tour of the tree starting from node 1 will yield:
1 2 4 5|8 5 a8l 5 2 113 6| 3 7 3 1

The corresponding levels for every node in Euler tour:
o 1 2 3 2 2 1 0 1 2 1 2 1 o

e strom 7" a pole A navySe navzijom prelinkujeme, t.j.:
— pre kazdy vrchol si zapamétame index do pola, ked sme vrchol prvykrat navstivili a
— pre kazdy prvok v poli si zapamédtame pointer na prislusny vrchol v strome

lea(4, j) = rmq(first[z], first[;])

3 Optimalny algoritmus

e ulohu najskoér zredukujeme na RMQ=+1
odrazime sa od O(1) / O(nlogn) riesenia z ivodu, t.j. interval dizky k& pokryjeme dvoma
intervalmi dlzky 2l&*]
rieSenie je dobré, ma vsak trochu velkti pamit; ako to zlepsime?
rozdelime celé pole na bloky dlizky n' = % 1gn
pre kazdy blok si spo¢itame minimum — tieto minim4 si ulozme do pola B
kedze B ma dlzku iba 2n/ log n, mbézeme nai pouzif nas O(nlogn) algoritmus — prespracovanie
a pamiit bude O(n) pre tito Gast
e odpoved na [ubovolnt query do pola A vieme poskladat z query na pole B (minimum z blokov)
+ treba ndm moze z kazdej strany este kisok vytféat
e potrebujeme teda tlohu este vyriesit pre jednotlivé bloky
e a tu pride ten ofajc:
— ak v8etky prvky v jednom bloku zvySime alebo zniZime o rovnako vela, pozicia minima sa
nezmeni
— mozeme si teda predstavit, Ze kazdy blok zaéina od nuly
— kazdy blok potom vieme zapisat jednoducho ako bitstring: 0, ak nasleduje mensi prvok, 1,
ak nasleduje vicsi prvok
— vetkych moznych bitstringov je malo — iba 27 = 22187 = O(,/n)
— aj vietkych moznych otazok je malo — iba O(log® n)
— kazdé odpoved zabera iba O(logn), dokonca O(loglogn) bitov
e rieSenie: spravime si jednu ,velk“ tabulku, kde si pre kazdy mozny blok (t.j. pre kazdy mozny
bitstring) a pre kazdi moznu otédzku predpocitame odpoved
e (N.B.: my nemame tabulku pre kazdy blok, ale jednu ,globalnu“ pre kazdy blok)
e odpovedat teda budeme vediet v O(1)
e velkost tabulky je O(y/n - log® n), ¢o je o(n) — menej, ako linearna



