#5 HESUJEM, HESUJES, HESUJEME
(©kuko 16.10.2019

1 HesSovanie

e heSovacia tabulka velkosti n, m prvkov, hesovacia fn. h: U — Z,
e ako budeme riesit kolizie?
— zrefazenim? — z1é kvoli cache missom
— dalSou hes-tabulkou (vid perfektné hesovanie)?
— linedrnym sondovanim? — rychle v praxi
e ako vybrat heSovaciu fn.?
— v praxi batéria testov, pozri https://github.com/rurban/smhasher
— SipHash (Python, ruby, rust, haskell, . ..), CityHash (pouzivany v Googli — Abseil), xxHash,
Murmur, FNV

2 Riesenie kolizii zretazenim

e hodnoty, ktoré sa zahesuju na jedno policko ulozime do spajaného zoznamu — takto je imple-
mentovany unordered_set/unordered_map v STL
e model guli¢iek a krabic: ak predpokladdme, ze hadzeme m gulic¢iek do n krabic tiplne ndhodne
a nezdvisle, d4 sa dokéazat:
— na jedno poli¢ko sa zaheSuje v priemere m/n prvkov
— ale na najvytaZzenejSom policku je s vysokou pp. ©(logn/loglogn) prvkov pre m =n
— zhruba ne~™/" poli¢ok je prazdnych (viac ako tretina pre m = n)
— koliziu dostaneme uz pri m ~ y/n (narodeninovy paradox: [[}",(1 —i/n) < [[e”¥/™ =
l/em(m+1)/2n)
e protivnik v8ak Tahko najde vstup, na ktorom vSetky prvky padni na to isté policko
e namiesto spoliehania sa na ndhodny vstup moZeme vybrat ndhodnu hesovaciu funkciu; takto
premenime priemerny pripad na ocakavany

e rodina heSovacich funkcii A je k-univerzdlna (k-nezavisla), ak Vzi,...,xy vSetky rozne a
YY1, ..., Yk, ak zvolime ndhodnt heSovaciu funkciu h € H, tak
hlzg{[h(xl) =y, h(z2) = ya, ..., h(x) = yx] = O(1/n").
e inymi slovami Vz,y : Prylh(z) = y] = O(1/n) a pre rézne x4, ...,x, si ndhodné premenné
h(z1),...,h(xy) skoro nezavislé

e napriklad: ¢ — (ax mod p) mod n, x — (ax) >> (Igu — lgn) (ak w,n si mocniny 2); st
(1-)univerzalne

e v+ ((ax + b) mod p) mod n st 2-univerzalne, vieobecne = — ((arx* + --- + a1z + ag) mod
p) mod n si k-univerzalne

e jednoduché tabula¢né hesovanie: vygenerujeme si tabulky 71, ..., 7T, velkosti u'/¢ s tplne na-
hodnou hesovacou fn.;

e na x € U sa pozerdame ako na vektor x = 12, a h(z) = T1(z1) & - - ® Te(z.)

e pre jednoduché tabulaéné heSovanie sa dd dokdzat vela vysledkov, ktoré platia pre O(logn)-
nezavislé rodiny

e na hes-tabulky, kde kolizie riesime zrefazenim sta¢i univerzalna rodina H: E[dlzka retaze] =
> Pr[h(z;) =t] = m x O(1/n) = O(1) pre m = ©(n)
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Perfektné hesovanie

problém: staticky slovnik, t.j. zdznamy sa nemenia (nevkladaji ani nevymazédvaji)

[Fredman, Komlés, Szemerédi '84]: o¢ak. O(n) zostrojenie, vyhladdvanie v O(1) det.
namiesto refazenia pouzijeme na druhi tiroven heSovaciu tabulku kvadratickej(!) velkosti
ocak. #kolizif je m? - O(1/n) = O(1) < 1/2 pre dost velké n = ©(m?)

z Markovovej nerovnosti nemame ziadnu koliziu s pp. asponi 1/2

E[}", CF] = X2, E[C?] = oCakivany pocet dvojic, ktoré koliduju = 3=, . Pr[h(z;) = h(z;)] =
O(m?/n) = O(n) pre m = O(n)

d4 sa rozsirit na dynamicky slovnik s vkladanim a vymazavanim v O(1) o¢akavane amort. (da
sa dokonca zariadit O(1) s vysokou pp. amortizovane), ale algoritmus je neprakticky

Kukudie heSovanie

e mame 2 tabulky A, B dlzky 2m a 2 heSovacie funkcie f, g
e hladanie: prvok x je vzdy v A[f(z)] alebo B[g(z)]
o vkladanie:

— ak je A[f(z)] alebo B[g(z)] volné, ddme ho tam

— ak nie, prvok y v A vyhodime a poktsime sa vlozit y do Blg(y)]

— ak v Blg(y)] je prvok z, vyhodime ho a skisime ho vlozit do A[f(2)], atd.

— ak sa zacyklime, fail: vyberieme novt heSovaciu fn. a celd tabulku prebudujeme

e Gplne ndhodné alebo O(log n)-nezavislé — o¢ak. amort. zlozitost O(1), pp. failu O(1/n)
e (btw: 6-nezdvislost nestaci; jednoduché tabula¢né hesovanie: pp. failu O(1/¢/n))
e intuitivne, ak si A aj B plné max do polovice, mdme vzdy zhruba 1/2 pravdepodobnost, ze

najdeme prazdne policko a Pr[insert prejde cestu dizky k] < 1/2F

Linearne sondovanie

méme tabulku velkosti n > (1+¢)m; ak je pozicia h(x) obsadend, skisame h(z)+1, h(z)+2,...
zl4 povest kvoli linedrnemu clustrovaniu

v praxi najlepsie (kvoli cachovaniu) — kvadratické sondovanie je blbost

[Pagh, Pagh, Ruzi¢ ’07] sta¢i 5-nezévislost

[Patrasgu, Thorup ’10] 5-nezavislost treba (existuje rodina 3-, 4-nezavislych hes. fn., také, ze
o¢akavana zlozitost je ©(logn), pre 2-nezavislé dokonca ©(y/n))

majme n = 3m (v skutoénosti sta¢i predpokladat n = (1 + ¢)m; dostaneme zlozitost O(1/¢2))
predstavme si nad heSovacou tabulkou kompletny bindrny strom

vrchol vo vyske h ma pod sebou 2" poli¢ok a v priemere sa doii zahesuje p = +2" klacov
vrchol budeme volat nebezpecényj, ak sa do intervalu pod nim zaheSuje aspor %2’% klacov (> 2u)
pozor, miesto h(z), kam sa x zaheSuje a miesto, kde x nakoniec skonéi (kvoli tomu, Ze niektoré
policka st uz obsadené) st dve roézne veci; nds zaujima to prvé — h(zx)

kedze n = 3m, pp., Ze vrchol je nebezpeény je Pr[#klacov > 2u] = (e/4)* (Cernofova nerov.)

e pozrime sa na jeden beh (cluster) zaplnenych poli¢ok dizky [2¢,2¢+1)
e takyto interval je cely pokryty 4-9 vrcholmi vo vyske £ — 2; (8 vrcholov pokryje 2¢+1 policok,

ale interval moZe byt posunuty)

e tvrdime, Ze aspon jeden z nich musi byt nebezpecny
e sporom: predpokladajme, Ze vSetky vrcholy st bezpeéné (heSuje do nich < %25‘2 klacov)
e pozrime sa na prvé tri vrcholy: aj keby z prvého vrcholu vSetky klacde ,pretiekli“ doprava, v

e Pr[z € beh dlzky [2¢,2¢F1)] < 3 Pr[vrchol vo vyske £ — 2 je nebezpeény] < 3(e/4)

dalsich dvoch vrcholoch je dost miesta (> 22/~2) aby ich absorbovali
t.j. ak by prvé tri vrcholy boli bezpe¢né, v behu by bola diera — spor

2[—2

e E[zlozitost operacie] = >, 0(2°) - Pr[z €beh dlzky [2¢,2/71)]) = ©(1)



