EXTERNE DS
(©kuko 15.5.2018

1 I/0 model

e I/0 model (zndmy tiez ako external memory / disk access model / cache aware model):
— méme neobmedzent externti paméit + cache velkosti M
— pocitat mozeme iba s idajmi v cache
— pamiit je rozdelend do blokov velkosti B a vzdy, ked ¢itame/zapisujeme tidaje z/do externej
pamite, ¢ita/zapisuje sa cely blok
— okrem Casovej a paméitovej zlozitosti algoritmov nds bude zaujimat najmé IO zloZitost —
pocet pristupov (Gitani + zépisov blokov) do pamiite
e zjavne IO zlozitost < Casové zlozitost (v najhorSom pripade spravi kazd4 operécia cache miss)
e naopak, IO zlozitost > min #pristupov k jednotlivym slovam / B

1.1 vyhladavanie:

O(log(N/B)) = O(log N — log B) binarne vyhladévanie v utriedenom poli

O(log(N/B)) = O(log N — log B) v tplnom bindrnom strome, ktory ulozime po trovniach
(BFS usporiadanie)

O(logg N) = O(log N/ log B) — B-strom

v porovnavacom modeli to lepsie nejde:

— treba aspon Q(log N) porovnani — intuitivne: na zakddovanie pozicie potrebujeme log N
bitov, kazdym porovnanim ziskame len 1 bit informécie (< alebo >; ak predpokladame, Zze
vetky kltGce st rozne a hladany prvok sa v nich nenachddza, ¢o je najhorsi pripad)

— Q(logg N) pristupov do pamite (po blokoch velkosti B) — kazdy blok ndm dé log B bitov
informacie

ako vyhladavat, ak nepozname B?

1.2 triedenie

e quicksort/heapsort/mergesort — O(N log N) ¢as; 10?

e lepsie: utriedime najskor useky dlzky M, potom mergesort — O(% log %)

e eSte lepsie: nebudeme robit merge bindrne, po dvoch, ale ¢o najviac ako sa da: M/B — 1
postupnosti naraz

e do pamiite vzdy nacitame 1 blok z kazdej postupnosti a merge-ujeme; zvysny 1 blok pouzijeme
na vystup

e vzdy, ked sa vystupny blok zaplni, zapiSeme ho spét do externej pamite, vzdy, ked sa vstupny
blok minie, nad¢itame dalsi blok postupnosti

e vysledna zlozitost O(% logar/ M) = o(% logyr/ X) (ak N/M = (M/B)¥, tak N/B =
(M/B)*1)

e aku Casovu zloZitost mé tento algoritmus?

e ako triedit, ak nepoznadme M, B?

2 Cache oblivious model

e cache oblivious (CO) model — ako I/O model, ale:
— algoritmus nepoznd M ani B (hoci v analyze zloZitosti sa vyskytnad)
— cache je spravovand automaticky (predpokladdme optimdlny algoritmus, ktory dopredu
vie, ktoré data bude kedy treba; optimdlne je vzdy vyhodif ten blok, ktory bude treba ¢o
najneskor)



e v praxi potrebujeme cache spravovat online; dé sa vSak dokézat, ze FIFO / LRU cache nie st
daleko od optima

e presnejsie: FIFO aj LRU cache s pamétou M spravi len O(1)xviac pristupov do pamiite ako
optimélny offline algoritmus s pamétou M /2

e predpokladame tieZ, Ze cache je plne asociativna, tzn. kazdy blok paméte sa moZe ulozit hocikde
do cache (v praxi niektoré cache st iba k-asociativne pre malé k, povedzme 8 — tzn., ze kazdy
blok pamiite sa moze ulozit iba na 1 z k moznych pozicii — to zmensuje efektivnu velkost cache,
pretoZe zopar blokov sa méZze navzajom vytlacat)

e plne asociativna cache sa d4 simulovat napr. pomocou heSovania

e vyhoda: kedZe algoritmus nepozna M, B, funguje dobre pre vsetky M, B
e prekvapenie: vo vela pripadoch vieme dosiahnut rovnaka zlozitost ako v I/O modeli

3 Van Emde Boasove usporiadanie

e ukizeme, ako sa d& vyhladévat v statickej mnozine v O(logg N) (v I/O modeli B-strom, ale
teraz nepozname B)

e pouzijeme Gplny bindrny strom, pricom do paméte ho ulozime podla tzv. van Emde Boasovho
(vEB) usporiadania

e strom vysky h rozdelime v strede — na horny strom vysky h/2 a spodné stromy vysky h/2

e hore mame 1 strom s ~ /n prvkami, dole zhruba \/n stromov s ~ \/n stromami (ak n = 2",
potom 2"/2 = pl/2 = /n)
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e rekurzivne usporiadame kazdy podstrom a vysledné postupnosti zrefazime; dolezité je, ze kazdy
podstrom v poli zabera 1 savisly usek

e tvrdime, ze na vyhladdvanie v takto uloZenom strome sta¢i O(logg N) 10

e _zoomnime“ si do vEB-usporiadania na troven rekurzie, ked sa podstromy celé zmestia do
jedného bloku cache (< B)

e tzn. velkost s tychto podstromov je VB < s < B; ich vyska h je slog B < h <logB

e pri vyhladdvani v strome prejdeme cestu od korena dizky < log N, pri¢om navstivime <
log N/h stromov vysky h, t.j. O(log N/log B)

e kazdy podstrom je v pamiti uloZzeny ako suvisly tsek < B prvkov, takze potrebujeme nacitat
< 2 bloky

4 Usporiadany subor

e chceme udrzovat zoznam prvkov (v danom poradi); operacie:
— vloz novy prvok medzi dané 2 prvky
— vymaz dany prvok
e toto je jednoduché pomocou obojsmerného spajaného zoznamu v ¢ase O(1)
e ak je zoznam utriedeny, mézeme pouzit vyvazeny BST a podporovat navySe vyhladévanie v
O(log N)
e fazsia tloha: ako takyto zoznam reprezentovat v poli? bez pointrov?

e ak zoznam ulozime ako suvisly tisek v poli, potrebujeme O(N) na posunutie vSetkych prvkov



ak by sme mali medzi prvkami medzery velkosti k, dokdzeme spravit O(log k) vloZeni bez toho,
aby sme ¢okolvek posunuli

tato tloha vyzera dost beznadejne; prekvapenie: dokdzeme udrziavat N prvkov v poli velkosti
O(N), pricom medzi kazdymi dvoma prvkami je medzera najviac O(1) dizky a vkladanie a
vymazévanie trva len O(log? N') amortizovane

e d4 sa ukazaft, Ze lepsie ako Q(log2 N) sa za takychto podmienok neda

e bonus: algoritmus iba upravi savisly tsek pola pomocou O(1) sekvenénych prechodov, takze
sa da jednoducho implementovat v CO modeli s O(log? N/B) 10 amortizovane

e rieSenie:

e rozdelme prvky do blokov dizky O(log N)

e nad tymito Gsekmi vybudujme implicitny bindrny strom (tento strom pouzivame len pri vy-
svetleni a analyze algoritmu — nie je st¢astou DS)

e kazdy vrchol zodpovedé intervalu v pévodnom poli

e definujme hustotu v ako #prvkov/dizka intervalu; nech d je hibka vrcholu a h = O(log N)
vyska stromu minus 1

e budeme sa snazit, aby hustota v bola > % 1. % a< % + %

e tzn., pre koren je d = 0 a hustota by mala byt medzi % a % — koren by teda mal byt zaplneny
na 50-75%

e pre listy je d = h a hustota by mala byt medzi i a 1 —t.j. listy budi zaplnené na 25-100%

e pre vrcholy na roznych trovniach bude dolnd hranica niekde medzi 25-50% a hornd niekde
medzi 75-100%, pricom ¢im je vrchol vyssie, tym je naSe obmedzenie striktnejsie, ¢im nizsie,
tym s hranice volnejsie

navyse rozsahy 25-50% a 75-100% interpolujeme linearne; kedZe hibka je O(log N), plati, Ze
vrchol na trovni o 1 niz8ie m4 rozsah hustoty o O(1/h) = O(1/log N) volnejsi
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vkladanie: prvok vlozime na dani poziciu, pricom posunieme prvky v bloku, ak treba; ak sa
blok preplni, ideme v strome nahor, az kym nendjdeme taky vrchol, Ze aj po vloZzeni bude mat
hustotu v svojich medziach — cely interval, ktory prislicha tomuto vrcholu prepiSeme tak, ze
vSetky prvky v nom rovnomerne rozdistribuujeme
vymazavanie: podobne ako vkladanie — prvok vymazeme, ndjdeme najnizsi vrchol s hustotou
v medziach a prvky v nom rozdistribuujeme
pripomerime, Ze binarny strom je iba koncepény, v skutocnosti iba skenujeme pole dolava
alebo doprava (podla toho, ¢i bol dany vrchol pravy syna alebo lavy syn), pricom si priebezne
pocitame dizku intervalu a #prvkov v fiom (a teda hustotu) a hibku, v ktorej sme (a povoleny
rozsah hustoty)
poznadmka: listy budi vZdy v medziach, ale ostatné vrcholy nemusia nutne byt a napravime ich
az neskor (napriklad ak by sme do takejto DS vkladali prvky zlava doprava, mézeme zaplnif
vietky listy na 100% — zjavne korefi ani iné vntirné vrcholy nebuda v medziach, ale napravime
ich aZ vtedy, ked prvy list pretedie)
opacné implikacia vsak plati: ak je vrchol v hibke d v medziach hustoty, potom st uréite v
medziach aj vSetky vrcholy pod nim
navyse, tesne po redistribuovani plati, Ze vrcholy niZSie nielenZe st v medziach, ale st ovela viac
,»,v pohode“ — maju volnejsie hranice a ich hustota je dalej od hranic, konkrétne o O(1/h) =
O(1/log N) dalej od hranic
ked7e listy zodpovedajt blokom dizky O(logn), pre vhodne zvolené konstanty hustota O(1/log N)
zodpovedd aspon 1 prvku
analyza zlozitosti (pre vkladanie):
— ak sme sa dostali do vrcholu v a redistribuovali interval dizky &, potom realna zlozitost je
O(k) — potrebujeme ukézat, ako hospodarit tak, aby sme si medzi¢asom nasporili O(k)$
— po redistribtcii je vrchol v a vSetky vrcholy pod nim v medziach; najblizsie tu skonc¢ime,
az ked sa jeden zo synov preplni
— synovia vrcholu v maju vzdialenost od hranice aspoii O(1/ log N), ¢o zodpoveda O(k/ log N)
prvkom



— ak teda kazdy novy prvok vlozi na tcet v O(log N)$, potom po vlozeni O(k/log N) prvkov,
ked sa syn v preplni, bude maf v usetrené O(k)$ a teda bude vediet zaplatif prebudovanie
celého intervalu dizky k

— O(log N)$ treba vlozit na Gcet kazdému vrcholu na ceste od listu ku koretiu (pretoze vlozenie
1 prvku meni hustotu v kazdom z tychto vrcholov), preto O(log2 N) amortizovane

5 Cache-oblivious B-strom

e prvky ulozime utriedené do DS pre usporiadany stibor; nad nim zostrojime tplny bindrny
strom, ktory ulozime vo vEB-usporiadani

e listy v strome zodpovedaju polickam v usporiadanom sibore (aj prazdnym) a pomocou uloze-
nych pointrov vieme skikat medzi polickom a listom (oboma smermi)

e vo vnutornych vrcholoch si udrziavame maximum podstromu — vdaka tomu vieme v strome
vyhladavat

e hladanie: O(logz N) vdaka vEB-usporiadaniu

e vkladanie a vymazdvanie: ndjdeme dany prvok/miesto novy prvok a spravime prislusni ope-
raciu v usporiadanom stibore; vo vSeobecnosti sa pri tom zmeni interval dizky & — prislusny
interval + vSetky vrcholy nad nim upravime v jednom post-order prechode

e ukézeme, ze vdaka vEB-usporiadaniu trva prepisanie intervalu dizky k& + vrcholov nad nim
O(k/B +logg N), z ¢oho dostaneme O((log” N)/B + logg N) amortizovane

e zoomnime®“ si do vEB-usporiadania na troven rekurzie, ked sa podstromy celé zmestia do
jedného bloku cache (< B)

e analyzu rozdelime na 3 casti:

e 1.) vrcholy v spodnych 2 tirovniach vEB podstromov

kazdy podstrom tvori suvisly tsek v pamiéti, t.j. stac¢i nac¢itat < 2 bloky

v post-orderi striedavo prechadzame medzi tymito dvoma turoviiami, priCom prejdeme 1 cely

podstrom na spodnej trovni, potom par vrcholov na 2. irovni, potom zase 1 cely podstrom

na spodnej trovni, potom par vrcholov na 2. irovni... az kym neprejdeme cely podstrom

na 2. drovni

ak teda mame cache s aspoii 4 blokmi (M > 4B), zmestia sa doitho 2 podstromy na

poslednych 2-och trovniach — doélezité je, Ze podstrom na 2. irovni nevytla¢ime z cache az

kym neprejdeme vSetky vrcholy v danom podstrome — takto O(k) vrcholov v spodnych 2

urovniach prejdeme na O(k/B) 10

vSetky vrcholy nad nimi, az po LCA

malé podstromy, ktoré sa zmestia do 1 bloku maju velkost aspoii /B — preto ak vezmeme

2 tirovne, dostaneme stromy velkosti asponi B

— tym paddom #ich korenov je najviac [k/B] a teda zlozitost bude O(1+k/B), aj keby kazdy
vrchol znamenal 1 cache miss

e 3.) cesta od LCA po koren — cesta je dizky < log N a vdaka vEB staéi O(logg N) 10
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dlzku bloku B = Q(log N loglog N) dominuje O(logz N)

e vedeli by sme sa zbavit O(log? N/B)? 4no:
— rozdelme prvky do ©(N/log N) skupin velkosti ©(log NV)

kazd4 skupina je oby¢ajné pole zaplnené na 25-100%; Iubovolnd operédcia na nom trva
O(log N/B) = O(logg N)
v B-strome popisanom vyssie budeme udrziavat maxim4 jednotlivych skupin
vkladanie a mazanie v B-strome treba spravit iba vtedy, ked sa niektord skupina pre-
plni/podtecie, ¢o je raz za Q(log N) operacii
tzn., ak kazda operécia zaplati log N/B$, po Q(log N) operaciach budeme mat nasporené
Q(log? N/B), takze tito ¢ast vieme zaplatit
o dostdvame tak vkladanie/vymazavanie/hladanie v O(loggz N) — ¢o je optimélne



e nevyhoda: s usporiadanym polom vieme robit range query a prejst interval k prvkov v O(k/B)
(+O(logz N) na najdenie zaciatku a konca) — v poslednej DS treba na prechod O(k/B +
k/log N), pretoze po prejdeni kazdej skupiny ©(log N) prvkov mame cache miss



